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Prefacio

Palabras de los autores

En el texto estudiaremos una rama muy antigua de las matematicas conocida como algebra lineal, la cual ha sufrido diferentes cambios
en su estructura en funcion de su desarrollo. Por esta razon debe comprenderse un poco mas el enfoque de este trabajo, por lo cual
iniciaremos la introduccion del texto con un poco de historia sobre el inicio del algebra lineal.

Sefalar con exactitud el inicio de alguna de las ramas antiguas de las matematicas en realidad no es posible por la falta de con-
fiabilidad en la informacion, ademas de que sabemos que las ciencias tuvieron la mayor parte de su formalizacion en los dos ultimos
siglos; antes de esto la mayor parte de los estudios eran empiricos y hasta cierto punto desordenados. En lo que respecta al algebra
lineal las diferentes opiniones coinciden que esta inicia su desarrollo con el estudio de las ecuaciones, razon por la que de manera
tradicional se asocia al algebra con los matematicos arabes. Pero en realidad lo que ellos realizaron fue la recopilacion y ampliacion
de los conocimientos de matematicos babilonicos, egipcios, hindues y griegos.

Como es sabido, el algebra nace para resolver sistemas de ecuaciones lineales, de manera que la 16gica indicaria que tenemos que
iniciar con este tema. Sin embargo, hoy dia el algebra lineal es mucho mas amplio que un sistema de ecuaciones lineales. A tal grado
que estudia las estructuras algebraicas que cumplen los conjuntos, para después agruparse con aquellos que cumplen alguna estructura
algebraica particular.

Para lograr el objetivo principal del texto (que reside en presentar las estructuras algebraicas que deben cumplir los conjuntos
que seran tratados en este libro), asi como presentar aplicaciones de cada uno de estos en diferentes areas de las ciencias: adminis-
tracion, ciencias sociales, ingenieria, informatica, entre otras. El libro lo hemos dividido en ocho capitulos independientes, pero que
se vinculan con el concepto de estructura algebraica. Concepto que plantearemos y seguiremos desde el capitulo 1 hasta finalizar el
libro. Es justo este enfoque lo que diferenciard este texto de los demas que existen en el mercado, puesto que mostraremos un grado
de formalidad tedrica al formular y utilizar los teoremas mas indispensables para el desarrollo del libro, algunos de los cuales seran
demostrados, sin perder los objetivos del material. Para cada conjunto que revisemos plantearemos una estructura algebraica que sera
estudiada junto con dos operaciones:

1. Una interna que llamaremos suma y se efectuara entre sus elementos del conjunto.

2. La otra externa que llamaremos producto y se efectuara con los elementos de otro conjunto. Sobre este segundo conjunto en el
texto nos restringiremos a los nimeros reales o un subconjunto de estos, aunque con facilidad se puede extender al conjunto de
los nimeros complejos.

El libro se distingue por mostrar aplicaciones de los conjuntos en estudio. Al final la estructura del texto es la siguiente:

Capitulo 1. En la parte inicial del texto se trabaja con el conjunto de las matrices, donde sobresale el planteamiento de la definicion
de las operaciones entre matrices y la formalizacién de una estructura algebraica basada en dos operaciones: interna y externa, y
los 10 axiomas que deben cumplir sus elementos. En este capitulo se muestra un repertorio bastante completo de las matrices mas
comunes en las diferentes esferas de la ciencia.

Capitulo 2. En esta parte del texto se formulan varias aplicaciones de las matrices a diferentes areas de las ciencias, con lo que se mues-
tra la importancia que en la actualidad tienen las matrices y que no solo son un instrumento para resolver sistemas de ecuaciones
lineales. A partir del capitulo 1 hasta finalizar el texto hablaremos de matrices.

Capitulo 3. En este momento por la similitud aparente con las matrices se introduce un conjunto basado en elementos que se deno-
minan “determinantes”, pero que no cumplen las propiedades de una estructura algebraica establecida con las operaciones interna
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y externa, como se hizo con las matrices. Sin embargo, tienen diferentes usos, tanto teoricos como aplicaciones practicas. Este
capitulo difiere bastante al de los libros clasicos de algebra lineal por la forma de introducir la definicion de Leibniz para los deter-
minantes, puesto que esta facilita las demostraciones; al final la forma de calcular los determinantes es con las reglas posteriores a
la original. El capitulo finaliza con algunas aplicaciones de los determinantes tanto numeéricos como de funciones.

Capitulo 4. Hasta este momento hacen su aparicion los sistemas de ecuaciones lineales, que a diferencia de como lo muestra la
historia, en el texto los exponemos como una aplicacién del conjunto de las matrices. En este capitulo se asume que los lectores
conocen los métodos tradicionales para la solucidén de sistemas de ecuaciones lineales como son: igualacion, sustitucion, suma y
resta, entre otras. Pero los sistemas de ecuaciones lineales los resolveremos en forma matricial, veremos como utilizar las matrices
y sus operaciones para determinar el tipo de solucion que puede tener un sistema. Con respecto a las soluciones las presentaremos
en su forma matricial, ya que esta facilita el uso posterior de los sistemas de ecuaciones lineales. El capitulo finaliza con algunas
aplicaciones de los sistemas de ecuaciones lineales.

Capitulo 5. En esta parte del texto se introduce un nuevo conjunto de elementos, que llamaremos vectores en R” y que cumplen los
axiomas de la estructura algebraica definida para la suma y producto por un escalar. Este conjunto comparado con el conjunto
de matrices parece proporcionar una aportacion menor, que de hecho se puede trabajar como matrices renglén o columna, pero
que en areas como la fisica muestra un gran uso para la notacion y solucién de una gran cantidad de problemas y teorias como el
calculo vectorial, entre otros. El producto punto o escalar da pie al producto interno base de muchas aplicaciones de los llamados
espacios vectoriales infinitos. El capitulo finaliza con algunas aplicaciones sencillas de los vectores y la lista de otras.

Capitulo 6. En esta parte del texto son revisados los conceptos para hacer una generalizacion de los dos conjuntos estudiados. Se
introduce el concepto general de espacio vectorial. En estos conjuntos se estudian paso a paso las propiedades de sus elementos, que
en general les llamaremos vectores. Por la importancia y lo extenso del tema se descompone en dos partes. Una para espacios finitos
como son los vectores de R”, los polinomios de grado menor o igual a 7, P (x) y las matrices. También se muestra como construir
una base de un espacio vectorial finito.

Capitulo 7. Se muestra que un espacio vectorial tiene diferentes bases y se revisa el material para poder pasar de una a otra. También
se toca el tema de las bases ortonormales y su importancia en los problemas de aproximacion. Ademds se muestra el método de
ortonormalizacién de Gram-Schmidt. El capitulo termina con el producto interno entre los elementos de un espacio vectorial finito
o infinito, ademas de una aplicacion a las series de Fourier.

Capitulo 8. Al final, después de haber revisado los conceptos generales sobre los espacios vectoriales, también examinamos las trans-
formaciones lineales que es posible efectuarlas entre los espacios vectoriales. Esta parte es fundamental en el estudio del algebra
lineal porque muestra la forma en que es posible simplificar la solucion de un problema por medio de transformaciones lineales.
En este capitulo se estudian a detalle los valores y vectores propios. Para concluir se presenta una aplicacion clasica de los valores
y vectores propios.

Unas palabras del estilo y forma de escritura

Al entender que el texto esta dirigido a una amplia variedad de lectores con diferentes formaciones profesionales hemos decidido
utilizar un estilo de escritura muy sencillo.

Durante todo el texto se definen desde los conceptos basicos hasta conceptos un poco mas teoricos. Ademas se introduce y explica
la notacion necesaria para la mejor comprension del tema. Después, como cualquier drea de las matematicas, se establecen los axio-
mas de la estructura algebraica, se formulan y se demuestran los resultados indispensables para el desarrollo del capitulo. Cada tema
tratado en el libro esta reforzado por una gran cantidad de ejemplos practicos en cada seccion. Al final se agrega una lista de ejercicios
con preguntas y problemas practicos. Las soluciones y sugerencias a la mayoria de los problemas estan en el CD-ROM.

El libro se estructura de la siguiente forma: Cada seccion se escribe con el nimero del capitulo al que pertenece, seguida de un
punto y el nimero correspondiente a la seccion dada, al comenzar con las secciones de cada capitulo. Ejemplo 4.3, significa seccion
3 del capitulo 4.

Bases tedricas requeridas

Para la total comprension de los temas se requieren conocimientos basicos de los cursos de calculo diferencial e integral. Por ejemplo
qué es una funcion, conjunto de las funciones continuas, diferenciables, integrables; en particular de funciones polinomiales y conoci-
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mientos basicos de las series de Fourier. En varios temas, tal vez no sea necesario el manejo de las demostraciones, pero no asi de los
ejemplos y ejercicios correspondientes.

Objetivos del texto

El objetivo de este libro es presentar al futuro profesionista herramientas cuantitativas que pueda aplicar en los problemas que le co-
rresponda resolver dentro de su ambito de trabajo para llegar a una mejor toma de decisiones.
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Al final del texto esperamos que el lector sea capaz de:

Comprender la importancia de las dos operaciones que deben definirse entre los elementos de un conjunto.
Definir los 10 axiomas para que un conjunto sea un espacio vectorial.

Comprender la importancia de los dos axiomas de cerradura.

Identificar problemas donde sea posible la aplicacion de matrices.

Comprender la relacion que existe entre los diferentes temas de ecuaciones, determinantes, matriz inversa, etcétera.
Identificar problemas donde sea posible la aplicacion de vectores de R”.

Resolver problemas donde se planteen sistemas de ecuaciones lineales.

Comprender en general la estructura de un espacio vectorial.

Conocer los cuatro principales espacios vectoriales.

Comprender qué es una base de un espacio vectorial.

Comprender la importancia de las bases ortonormales.

Comprender en general qué es una transformacion lineal.

Comprender en general qué es el ntcleo de una transformacion lineal.

Identificar problemas donde sea posible la aplicacion de las transformaciones lineales de los valores y vectores propios.
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Matrices y relaciones fundamentales

Lo mas sencillo es completo, asi con dos operaciones
se transforma el universo del conocimiento.

Objetivos generales

Q Mostrar que en la actualidad los conjuntos del algebra lineal se agrupan con base en dos operaciones, una interna entre sus
elementos y otra externa con los elementos de un conjunto Ky una serie de propiedades que sus elementos deben cumplir.

Q Explicar que la operacion producto entre matrices, aunque no forma una estructura algebraica, proporciona una forma practica
de vincular diferentes caracteristicas entre objetos.

Objetivos especificos

Explicar qué es una estructura algebraica.

Definir y ejemplificar una matriz.

Describir cudles son las dos operaciones definidas para formar la estructura algebraica entre matrices.
Resolver operaciones de suma entre matrices y producto por un escalar entre matrices.

Definir el producto entre matrices.

Explicar que el producto entre matrices no forma una estructura algebraica.

0000 D0CD0 D

Mostrar que la forma como se define el producto entre matrices puede relacionar y vincular diferentes caracteristicas de indivi-
duos, situacion que permite llevar a cabo una gran variedad de aplicaciones de las matrices.

Conocer los tipos mds importantes de matrices que se usan con mayor frecuencia.
Poder realizar transformaciones elementales entre renglones de una matriz.
Explicar cuando una matriz es invertible.

Resolver ejercicios de operaciones entre matrices en forma general.

[ Iy

Realizar célculos entre matrices con ayuda del paquete Matlab.
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m Introduccion

El desarrollo de la teoria y las aplicaciones de las matematicas se basa en la descripcion, mediante modelos matematicos, de los feno-
menos que ocurren en nuestro alrededor. Para lograr esto, las matematicas se clasifican en diferentes areas de estudio, una de estas es
la que revisamos en este texto y es la que se refiere a la clasificacion de las estructuras algebraicas de algunos conjuntos de interés.

En este capitulo iniciamos el estudio de los conjuntos que cumplen con cierta estructura algebraica basada en dos operaciones:
una interna (suma) entre los elementos del mismo conjunto y otra externa (producto) con los elementos de otro conjunto, que durante
el texto se restringe a los nimeros reales. En general, en lo sucesivo entendemos por estructura algebraica al conjunto no vacio sobre el
que se define una relacion interna entre sus elementos y dos operaciones (interna y externa) que deben definirse para cada conjunto de estudio.

Iniciamos el desarrollo de la clasificacion de las estructuras algebraicas de los conjuntos con un conjunto de elementos que resultan
de situaciones donde deseamos relacionar dos propiedades de cada ente u objeto de estudio, las cuales pueden establecerse y ordenarse en
filas y columnas, dando origen a los elementos del primer conjunto que vamos a estudiar en este texto y que reciben el nombre de matrices.

Como se menciono en el prefacio, el enfoque que damos al texto no es el que corresponde de manera historica al desarrollo del
algebra, ya que los conjuntos que fueron desarrollados al inicio del algebra, hoy dia cumplen mas funciones diferentes a las originales.
Por esta razon, queremos que se entienda la importancia del papel que en la actualidad desempefian los conjuntos en las aplicaciones.

Antes de iniciar con el estudio del conjunto de las matrices, es conveniente que primero revisemos un bosquejo histdrico sobre su
aparicion. Se cree que el origen de las matrices es muy antiguo, ya que los chinos utilizaban cuadros semejantes a lo que hoy conocemos
como matrices, que se conocen como “cuadrados magicos”. Por ejemplo, el cuadrado de 3 por 3 se registra en la literatura china hacia
el 650 a.C. Ademas, los matematicos chinos del periodo 300 a.C. a 200 a.C. escribieron un libro de nueve capitulos sobre el Arte de
las matematicas (Jiu Zhang, Suan Shu), que resulta ser el primer ejemplo conocido de uso del método de matrices. Las matrices en ese
libro se utilizan para resolver el problema que se aborda en el capitulo 4 y que se refiere a los sistemas de ecuaciones lineales. Los “cua-
drados magicos” utilizados por los chinos también fueron conocidos por los matematicos arabes, es posible que desde comienzos del
siglo V11, los cuales se cree pudieron conocerlos de matematicos y astronomos de India. Otros resultados méas amplios sobre los “cuadra-
dos magicos” de orden 5 y 6 aparecieron en Bagdad en el afio 983, en la Enciclopedia de la Hermandad de Pureza (Rasa’il Inkwan al-Safa).

Se puede considerar que el estudio de los “cuadrados magicos” fue un estudio empirico y desordenado acerca de lo que estudia-
mos en este capitulo. El primero en usar el término “matriz” fue el matematico inglés James Joseph Sylvester (1814-1897) en 1850,
quien defini6 una matriz como un “oblong arrangement of terms™' (arreglo cuadrado de términos). Sobre este nuevo concepto, en 1853,
sir William Rowan Hamilton (1805-1865), matematico, fisico y astronomo irlandés, realizé algunos aportes a la teoria de matrices.
Concepto que también fue estudiado y formalizado después por el abogado y matematico inglés Arthur Cayley, quien en 1858 intro-
dujo la notacién matricial como forma abreviada de escribir un sistema de  ecuaciones lineales con 7 incognitas, ademas de publicar
una nota en donde aparece por primera vez la inversa de una matriz. Cayley desarrollo el algebra matricial definiendo las operaciones
basicas de suma, multiplicacién y multiplicacion por escalares, asi como la inversa de una matriz invertible.

Aunque desde el punto de vista historico fueron los matematicos chinos los pioneros del algebra de matrices, este término se debe
a Sylvester. No obstante, se considera a Arthur Cayley como el fundador de la teoria de matrices, porque fue él quien introdujo las
operaciones basicas de suma y multiplicacion de matrices, aunque aparecen algunos indicios de estas en trabajos anteriores de Euler,
Lagrange y Gauss. Ademas, Cayley demostr6 que la multiplicacion de matrices es asociativa e introdujo las potencias de una matriz,
asi como las matrices simétricas y antisimétricas. Por tltimo, podemos decir que uno de los primeros libros publicados en el siglo XX
donde se trata a las matrices por su propio interés es Introduction to higher algebra, escrito en 1907 por el matematico estadounidense
Maxime Bocher (1867-1918).

Después de revisar el bosquejo historico de las matrices, ahora nos concentramos en lo que constituye el desarrollo del capitulo,
mismo que estd destinado a la construccion del conjunto de las matrices y a la comprobacion de los axiomas que debe cumplir su
estructura algebraica. Ademas de estudiar otra operacion entre matrices que da origen a una serie de aplicaciones que revisaremos en
el capitulo siguiente.

Para facilitar la comprension total de este capitulo, iniciamos con conceptos y notaciones basicas, como las sumatorias y la defini-
cion y notacion de matriz. Primero, se definen y ejemplifican las operaciones de suma y producto entre matrices, asi como el producto
por un escalar. Luego, se presenta un repertorio amplio de matrices particulares que, debido a sus caracteristicas y uso, llevan nombres
concretos. Por tltimo, se introducen las reducciones entre renglones de una matriz y el concepto de matrices equivalentes, donde ade-
mas se revisa un método para determinar cuando una matriz es invertible y cdmo calcular su inversa en caso de ser invertible.

1 Sylvester, J. J. (1851). An Essay on Canonical Forms, Supplement to a Sketch of a Memoir on Elimination, Transformation and Canonical Forms. London.
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Conceptos previos

Durante los cursos clasicos y basicos de matematicas, en general se trabaja con el conjunto de los numeros reales o alguno de sus
subconjuntos. Por ejemplo, en el estudio del calculo diferencial o integral se utilizan las funciones que, en esencia, se basan en los
numeros reales; en algunas otras areas se estudian, en forma general, las relaciones entre conjuntos, lo que implica el uso de diversos
tipos de conjuntos. Trabajar con diferentes tipos de conjuntos trae consigo interrogantes sobre la validez o invalidez de operaciones
entre los elementos de los conjuntos.

Una de las grandes dificultades que tiene una persona es entender que las operaciones mas comunes y conocidas desde los prime-
ros afios de estudio que se aplican al conjunto de los nimeros reales, no aplican a otros tipos de elementos o entes matematicos que se
revisan en este texto. Esto ultimo da origen al algebra, por la que entendemos: Rama de las matematicas que estudia las estructuras de los
conjuntos, las relaciones y cantidades. Dando origen a diferentes tipos de conjuntos que es posible clasificar de acuerdo con sus estructuras
algebraicas.

En matematicas, una estructura algebraica es un conjunto de elementos con propiedades operacionales determinadas. Es decir, lo
que define a la estructura del conjunto son las operaciones que se pueden realizar con los elementos de dicho conjunto y las propieda-
des matematicas que poseen dichas operaciones. En otras palabras, una estructura algebraica es un objeto matematico constituido por
un conjunto no vacio y algunas leyes de composicion interna definidas en este.

En este momento resulta bastante complicado entender el significado y el alcance real de lo que es una estructura algebraica, por
lo que iniciamos con el conjunto mas conocido: los nimeros reales, R, que esta formado por niimeros entre los que se definen dos
operaciones, suma y producto, ademas de cumplir las propiedades siguientes con respecto a la suma y el producto.

e N

Propiedades o axiomas de los niimeros reales

Con respecto a la suma en los niimeros reales

Cerradura: Para todo g, b € R se cumple a + b € R. Esta propiedad significa que la suma de 2 numeros reales es otro
numero real.

Conmutativa: Para todo g, b €R se cumple a+ b=b+a.
Asociativa: Para todo g, b, ce R se cumple a+ (b+¢c)=(a+b) +c.

Existencia del neutro: Existe un elemento 0 € R llamado elemento identidad o neutro para la suma tal que para todo
aeRsecumplea+0=a.

Existencia del inverso: Para cada a € R existe un elemento —a € R llamado inverso aditivo de 4, tal que a + (-a) =0
elemento neutro aditivo.

Con respecto al producto en los niimeros reales

Cerradura: Para todo g, b €R se cumple a X b e R. Esta propiedad significa que el producto de 2 nimeros reales es
otro nimero real.

Conmutativa: Para todo g, b €R se cumpleax b=bX a.

Asociativa: Para todo a, b, c e R se cumple a X (b x ¢)=(a X b) X c.

Existencia del neutro: Existe un elemento 1 € R llamado elemento identidad o neutro para el producto, tal que para
todo a eR se cumple ax 1 = a.

Distributiva: Para cualesquiera a, b, c € R se cumple (a+b) X c=aXc+bXxc.

Existencia del inverso: Para cada a € R, a # () existe un elemento 1/4 € R llamado inverso multiplicativo de 4, tal que

ax 1/a=1 elemento identidad del producto.
N J

Al conjunto que cumple estas propiedades se le suele llamar campo o cuerpo y representa una de las mas completas estructuras alge-
braicas. Por estas razones, los cuerpos son objetos importantes de estudio en el algebra, ya que estos proporcionan la generalizacion
apropiada de dominios de nimeros. En este texto nosotros nos restringimos al conjunto de los nimeros reales, pero el estudio puede
ampliarse a cualquier otro conjunto de numeros, incluso a los nimeros complejos.
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Notacion de sumatorias

Durante el desarrollo del texto, y en particular de este capitulo, se utilizan en forma constante las sumas entre elementos, por ende es
conveniente establecer acuerdos sobre estas.

Notacion
. n , . . , . r .
Six,, x,,..., x, € R, entonces la suma se denota por x, +x, +-+-+x, = 2 X - Donde el subindice 7 se llama indice mudo y todo término
=
que esté sumando y no lo contenga es considerado constante en la sumatoria.

T - N\
Desarrollar las siguientes sumatorias. 4
6. Y YR =(2'+2)+(3 +31)+(4' +42)=6+12+20=38
9 4 k=2 j=1
1. ¥ 3k=3Y k=3(1+2+3+4)=30 g
; sz 7. XY AN ALY, bty

i=1
5

2. YR =12422+32+42+52 =14+4+9+16+25=55

n

8. Z(xl.+yi):x1+y1+x2+y2+...+xn+yn

= i=1
4
3. Y 26=21422429424=2+4+8+16=30 S -
kz:{ 9. Z‘(xi+y)—xl+x2+---+xn+ny
10 10 n
4. Y 5=5)1=5x10=50 10. Y (x+y)=n(x+y)
k=1 k=1

i=1

3 4 3 4 n n n n
5. 22k =2 kY j=(142+3)(142+3+4)=6x10=60 11 Y (x.-x)(y.-y)= D xy,-yY x -xY y +nxy
i=1 i=1 i=1 i=1

k=1 j=1 k=l j=

—_

- %
| Ejercicios 1.1
! Desarrolle las siguientes sumatorias. \
| (DY CHESH
=1
1 : :
L Y@=k 8. Y (Gx+y)
k=1 =1
5
k+1 n on
2. 9. +y.)
k=2k+4 éé(xt yj)
i=1j
4 " ! ;
3. ZZk 10. Z(xi—a_c),con J?=—le.
k=1 = ns
3 4 n 1 n
4. 3N (k+1)(j-1) 1. Y (-2, con F==Yx
k=1 j=1 i=1 =
32 . . ) i s e
S 2Lk 12 X0 -3)0-7), con F=- D, y 5= 2,
k=2 j=1 =1 =1 =1

X. 323
el 13 L2

n
Pl /ay i=1 j=1 k=1
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Motivacion para el estudio de arreglos rectangulares

Cuando se estudia un fenémeno de cualquier tipo, una de las primeras inquietudes que debemos dilucidar consiste en decidir cudntas
caracteristicas es necesario analizar para obtener el conocimiento deseado del fendmeno. Por ejemplo, en un proceso de produccion
con m articulos diferentes, donde cada uno también puede ser producido por # lineas de produccion diferentes, podria ser interesante
establecer, de manera ordenada, los resultados para los articulos defectuosos. Esto lo podemos representar mediante una tabla.

o - N

Sean cuatro articulos diferentes que pueden producirse en Aqui, las intersecciones entre filas y columnas represen-
cinco lineas diferentes; queremos representar la cantidad de tan la cantidad y tipo de articulos defectuosos producidos por
articulos defectuosos fabricados a la semana por cada una delas  linea:

cinco lineas de produccion (véase tabla 1.1).
Q (@, L,) = 3—, representa que 3 articulos defectuosos tipo 1

Tabla 1.1 Articulos defectuosos por linea de fueron producidos por la linea 1.
produccion Q (a4, L,) =9-, representa que 9 articulos defectuosos tipo 3
L, i, L, L, i fueron producidos por la linea 4.
a, 3 5 7 1 3 Q (a,, L) = 0, representa que no hubo articulos defectuosos
2, ) 6 8 4 0 tipo 2 producidos por la linea 5.
a, 0 3 7 9 1 ’ . _
Asi sucesivamente para cada una de las intersecciones res-
% ? 4 ! 3 7 tantes.
\_ /
o N N

Sea un problema de rutas entre tres ciudades (C, Dy E) con diferentes localidades 3, 2 y 4, respectivamente, en cada ciudad. Su-
pongase que las siguientes tablas muestran la cantidad de rutas entre localidades. Una pregunta surge en forma natural: jcomo
utilizar la informacion anterior para conocer la cantidad de rutas de la ciudad Ca la E?

Tabla 1.2 Cantidad de rutas entre localidades
D, D, E E, E, E,
G 2 3 D, 2 1 3 2
(& 4 1 D, 1 3 2 0
(& 0 2
- /

La representacion de los fendmenos de estudio por medio de tablas puede tener objetivos mucho mas generales que la simple repre-
sentacion mostrada en los ejemplos anteriores. Desde el punto de vista matematico, representar un fendmeno no tiene como objetivo
principal su representacion, sino determinar el algebra de operaciones que se puede hacer con este, para estudiar los vinculos entre
diferentes fendmenos que relacionen sus caracteristicas de estudio.

De esta manera, el objetivo principal del capitulo consiste en determinar una estructura algebraica para los conjuntos cuyos
elementos sean del tipo mostrado en los ejemplos anteriores. Para eso, iniciamos con la construccion de un conjunto, donde sus ele-
mentos se definan de tal forma que puedan representar y dar respuesta, mediante operaciones algebraicas simples, a los problemas
planteados en los ejemplos anteriores. El capitulo inicia con la definicion formal de los elementos de estudio y continta con la intro-
duccion de las operaciones basicas entre estos. Luego, se explica con detalle la construccion de la estructura algebraica en este conjunto
y se muestra un repertorio bastante completo de elementos particulares del conjunto construido.
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I Matrices

El primer conjunto que estudiamos diferente al conjunto de los numeros reales esta formado por elementos que definiremos a conti-
nuacion.

Definicion 1.1

Matriz. Un arreglo rectangular con m filas y # columnas, donde sus mn componentes son numeros reales, se llama
matriz de orden o tamafio m X 7.

Las matrices, por lo general, se denotan por las letras mayusculas A, B, etcétera. Cuando se nombra o escribe el tamafio u orden de
la matriz primero se coloca la cantidad de filas y después la cantidad de columnas. El arreglo rectangular de una matriz se presenta
entre paréntesis.

o N

Notacion de matrices 4 -2
3. C= . —orden 2 X 2.

A=l 42 0 | _oden2x3 LafilaldeAes
0 3 -10
4

(4 -2 0)ylafila2es( 0 3 -10 ). Mientras que 4. D=| 3§ |-orden3xl.

las columnas son: 1 4 2 2 ,y3 0 . 12
0 3 -10

2 2
2. B =| -1 -3 | —orden 3 x 2. La fila 1 de B es
4 5
(2 -2)lafilla2es(-1 -3 )ylafila3es(4 5).
2 -2
Mientras que las columnasson: 1 | -1 |y2| -3
4 5

J

Para referirse a las componentes de una matriz se hace con la letra minuscula correspondiente a la letra que representa a la matriz,
acompanada de dos subindices que denotan la fila y columna correspondientes en la matriz. En general, en la matriz A la componente
de la fila 7 y columna j se representa por a,; entonces, si la matriz es de orden m X n tenemos:

4y Gy G,
A=| 2 2 T T (1.3.1)
aml am2 amn

En el punto 1 del ejemplo 1.4 las componentes de A son:
a,=4,a,=-2,a,=0,0a, =0,0a,=3ya,,=-10.
Después de definir los nuevos elementos que se estudian en este capitulo, denotamos al conjunto que representa a todos estos por:

M = {A|A esuna matriz de orden m X n}

mn
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Definicion 1.2

Igualdad entre matrices. Dos matrices A y B son iguales si ambas son del mismo orden y todas sus componentes
correspondientes son iguales. Es decir, A=BsiysolosiA,BeM 'y a,= bt.], paratodai=1,..,m,j=1,..., n

o B N
Verificar si las matrices de cada punto son iguales. 5 1
210
1 3. A={ ]yB= a b |cona=1yb=2.No
1. A=(1 -2 0)yB =| -2 |.No soniguales, porque 120 0 0
0

) son iguales, porque no son del mismo orden.
no son del mismo orden.

2. A= 2 2 |yB=| 2 2 |cong=2yb=-3.5i
1 b 1 -3

son iguales; ambas matrices son del mismo orden y todas
sus componentes correspondientes son iguales.

& j

Por ultimo, el siguiente paso fundamental para el estudio del conjunto M consiste en definir las dos operaciones basicas que deben
cumplir sus elementos y revisar su estructura algebraica.

| Ejercicios 1.2
ndique en cada caso si es posible asignar valores a las variables
I Indi d i es posible asi lores a las variabl
i para que las matrices sean iguales. 3 A= * 12 y VB = 312 4
1 0 «x 10 2

I 1.A=(3 5 0)yB=(3 5 x)

-11 0 x-1 x+1 3x
4.A= B:
S 402 x 2y 0 20 Y [Sx x+2—x]
22A=110 6 |YB=] 1 2¢x 6
4 0 w 2y 3z w

m Suma de matrices y propiedades algebraicas

Después de haber definido el conjunto de las matrices, la notacion y las relaciones fundamentales, queda por establecer su estructura
algebraica con respecto a las dos operaciones basicas.

Definicion 1.3

Suma entre matrices. Es posible realizar la suma entre dos matrices A y B:
O Siempre y cuando sean del mismo orden A, Be M, .

0 SiC=A +B, entonces €,;=0a,+ bijpara todai=1,...,m,j=1,..,n Noteseque CeM, .
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o B
En caso de ser posible, obtener la suma entre las matrices dadas en cada punto.
10
1. A=(1 -2 0)yB=| 4 |.Lasumano esta definida porque no son del mismo orden.
2

2. A =[ 113 J yB :[ -6 _32 j, como A, B € M,,, si es posible realizar la suma:

A+B = 114(-6) 3+(-2) |_| 5 1 e M,,.
0+4  -3+3 40

10 30 -10 -10 -30 -10
3. A= yB = , como A, B € M, si es posible realizar la suma:
-8 10 -15 8§ -10 15

-8+8 10+(-10) -15+15 000 2
\_ J

A+B:[10+(-10) 30+(=30) —10+10]:[0 0 ojeM e

La estructura algebraica de la suma entre matrices esta fundamentada en la definicién 1.3 y los siguientes 5 axiomas. Sean A, B,
CeM, , entonces para la suma definida en la definicion 1.3 se cumplen:

/ N\

Propiedades o axiomas para la suma entre matrices

Cerradura: Se cumple A+ BeM . Lasuma de 2 matrices es otra matriz.
Conmutativa: Se cumple A+ B=B + A.
Asociativa: Se cumple (A+B)+C=A+B+C)=A+B+C.

Existencia del neutro: Existe un elemento 0 e M llamado elemento identidad o neutro para la suma tal que para
todo A€M, secumple A +0=A. Aqui 0 es una matriz en donde todos sus componentes son iguales a cero.

Existencia del inverso: Para cada elemento A e M, existe un elemento —A € M, , llamado inverso aditivo de A, tal
que A + (-A) = 0 elemento neutro o identidad.

J

Sabemos que los axiomas son aseveraciones logicas que no requieren de una demostracion. Pero veamos un resumen de como se
obtiene en forma directa la validez de cada uno de estos, sin pensar en la demostracion y utilizando los axiomas de las propiedades
del cuerpo de los numeros reales.

Cerradura. Se concluye directo de la definicion de suma entre matrices.
Conmutativa. Resulta de la propiedad conmutativa para la suma de los nimeros reales ¢;=a,+ bt.j = bl.]. +a,

Asociativa. Resulta de la propiedad asociativa para la suma de los nimeros reales d,.=a..+ (b,.+c)=(a .+ b.) +c..
ij ij i ij iy 1y 1y

[ I S I

Elemento neutro aditivo. Sea la matriz0 €M,  con todas sus componentes iguales a cero, entonces por el elemento neutro de
los numeros reales¢,.=a..+0=0+a,.=a..

1 1 ) 1
O Inverso aditivo. Por la propiedad del elemento inverso de los numeros reales, para cada a; existe — a,€ R, tal que a;-a;= 0; en-

tonces, se concluye que existe —A en donde todas sus componentes son los correspondientes inversos aditivos de las componentes
de A.
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De la definicion de suma entre matrices, resulta claro que no es posible sumar matrices con escalares. Entendiéndose por un escalar un
numero que pertenece a R. Entonces, surge la pregunta: ;como se puede multiplicar una matriz por un escalar?

Producto de una matriz por un escalar. El producto de un escalar @ € R por una matriz A e M, con componen-
tesa., dondei=1,..., myj=1,..., n, esta definido como otra matriz de M_, cuyas componentes son ¢a., donde
if mn if

i=1,..,myj=1,.., n Esdecir, A es una matriz de M que se obtiene de A, multiplicando cada componente por
el escalar a.

o - N

En caso de ser posible, realizar los calculos indicados.

1. SeaA:[ Los j.Calcular3A.3A:[ 336 ]:[ 6 15 ]eMzz.
0 30) 33 | L0 -9

2. SeaA=(2 5 8 -9).Calcular 0A:

0A=(02) 05) 0@8) 09 )=(0 0 0 0)eM,, lamatriz cero.

14

3. SeaA=(8 0 3). Calcular5+2A. La operacion no estd definida, puesto que A e M,y 2A € M,,. Pero, 5 es un escalar.

,» 1a operacion si esta definida:

4. A:[ 101 . JyB:[ ‘46 ‘32 ].Calcular3A—2B.ComoA,BeM

-3
11 -2(-6) -2(-2
aa_op =| XD 3G | | 20 -2-2) |_[ 33 9 | J12 4 | |45 13|
3(0) 3(-3) -2(4) -2(3) 0 -9 -8 —6 -8 -15
2 40 2 2
5. A =[ 8 6 2 ] yB=| 14 9 |. Calcular 0.4A +5B. Como A € M,, y B € M,,, la operacion no estd definida.
2 0
\_ /
La estructura algebraica del producto de un escalar por una matriz esta fundamentada en la
definicién 1.4 y los siguientes 5 axiomas. Sean A, B e M _ya, f R, entonces se tiene: Nota .
mn En matematicas, cual-
e ~N quier area de estudio
- - - siempre se construye
Propiedades o axiomas para el producto de un escalar por una matriz con base en la menor cantidad

de definiciones y axiomas. Por
tanto, no es necesario definir la
Asociatividad: Se cumple a(SA) = (@ f)A. resta entre matrices, ya que esta

Existencia del neutro: Existe un elemento 1 €R, llamado elemento identidad o se obtiene de manera automati-

neutro para el producto, tal que para todo A e M se cumple 1A = A. ca con la OPem‘fién del produc-
C e . to de una matriz por un esca-
Distributiva 1: Se cumple que a(A + B) = A + aB. lar. Sean A, B M, y 1 €R;

Distributiva 2: Se cumple que (@ + )A = A + pA. entonces: A - B=A + (-B).

Cerradura: Se cumple cA e M .

. J

Los axiomas se pueden explicar facilmente con las propiedades del campo R y la definicion 1.4.
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| Ejercicios 1.3
1 4. 4D + 6B
2 -1 2 4 80 ’
SeanA = B=(12 5 2)C=
1 -6 0 3] ( ) [0210] 5. 5C-A
lyD=(-3 3 8 );realicelassiguientes operaciones indicadas. 6. 3A+C-3
| 7. D+B-A
1. —4A+EC |
8. C- —-A
2. A+6B+D 4
3. —1A+C—D 9. lA—lC
2 2 4

m Producto de matrices

Después de revisar la operacion de suma entre matrices, iniciamos el estudio de la otra operacion de interés entre los elementos del
conjunto de matrices: la operacion producto entre matrices, la cual es mucho mas elaborada que la suma, por tanto primero revisamos
las condiciones con las que esta definido el producto entre matrices.

Como se dijo antes, las matrices surgen con la idea de obtener conjuntos estructurados, cuyos elementos provienen de estudios
donde sus componentes queden bien definidas con base en dos caracteristicas que puedan ser identificables con facilidad en una tabla.
Ahora bien, surge la pregunta: ;coémo obtener una forma de cuantificar la influencia que tiene una de las dos caracteristicas sobre otras
componentes que han sido relacionadas con las primeras?

Para poder dar respuesta a la pregunta anterior, se coloca en las filas de A la caracteristica 1 y en las columnas de A la caracteris-
tica 2, de tal forma que de manera natural se requiere que en la matriz B se coloque la caracteristica 2 en las filas y la caracteristica 3
en las columnas, con esto aseguramos el vinculo entre los dos arreglos matriciales con tres caracteristicas en total y una comun a los
dos arreglos.

Matematicamente, el vinculo anterior se puede expresar entre las tres caracteristicas de estudio como una de las propiedades que
esperamos resulte del producto AB. Entonces, AB estd definido siempre y cuando la cantidad de columnas de la matriz A (primer
factor) coincida con la cantidad de filas de la matriz B (segundo factor). Notese que sobre la cantidad de filas de A (primer factor) o
columnas de B (segundo factor) no existe restriccion alguna. Es decir, en general, si A e M (n columnas) y B € M (n filas), entonces
el producto esta definido.

o N

Indicar en los siguientes puntos si los productos AB y BA es- dad de filas de B (2). También el producto BA esta defini-
tan definidos. do, porque la cantidad de columnas de B (3) es igual a la

1. AeM,, yBeM,, Elproducto AB si estd definido, por- erticad de iz de £ () .
que la cantidad de columnas de A (4) es igual a la canti-  3- A €M;, yB €M, El producto AB no estd definido, por-

dad de filas de B (4). Pero, el producto BA no esta defini- que .la cantidad de columnas de A (2) no es igual a la
do porque la cantidad de columnas de B (2) no es igual a cantidad de filas de B (4). Tampoco el producto BA esta
la cantidad de filas de A (3). definido, porque la cantidad de columnas de B (2) no es

2. A eM,,yBeM,, Elproducto AB si esta definido, por- EplalnEntibnaineg e )

que la cantidad de columnas de A (2) es igual a la canti-

S /

En este momento surge la pregunta: ;qué pasa cuando el producto entre matrices si esta definido? Cuando el producto AB si esta de-
finido, el resultado debe ser otra matriz con las caracteristicas de la fila de A y columna de B. Es decir, si Ae M, yB €M , entonces
el producto esta definido y es una matriz perteneciente a M, .
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entonces AB € M,

Indicar el orden de la matriz resultante en los puntos del ejem- 2. Si A e M,, y B el o

8%

plo 1.8, donde se definio el producto AB o BA. BA € M,), orden 2 x 2.

orden 3x 3,y

1. SiAeM,, yBeM,, entonces AB € M,,, orden 3 X 2.

Ahora, solo falta ver como resultan las componentes de AB; estas deben reflejar la cuantificacion del vinculo entre la caracteristica 2
de cada fila de A con las componentes de cada columna de B. Definiendo la cuantificacion de este vinculo, practicamente tenemos la
definicion completa para el producto entre matrices.

Sean las matrices A e M,y B eM (para que AB esté definido).

4 4y 4, b, b, Is
A= T W Gy yB = by by - by . 1.5.1)
aml am2 amn bnl an bns
blj
Donde la i-ésima fila de A la denotamos pora,, =( a4, a, - a, ) y la j-ésima columna de B por b*j =| : |.Como podemos
b

nj
notar, ambas, fila y columna, por si solas son matrices donde a,.e M, y b*je M ; ademas, el producto de ai*b*je M, =R. Este resultado
nos induce a definir las componentes de C = AB, como ¢;= ai*b*j; de esta forma, concluiriamos con la definicidén del producto entre
matrices. Falta por definir el producto al.*b*].. Como este resultado debe reflejar la forma de cuantificar el vinculo entre las componentes
dea,y b*j, la forma natural y razonable de definir el producto entre estos es:

n
c;=asb, =ab +ab, +-tab =Yab. (1.5.2)
k=1

Con esto podemos definir el producto entre matrices.

Producto entre matrices. Sean A y B las matrices (1.5.1), entonces el producto AB es una matriz C de orden m X s,
cuyas componentes ¢, estan dadas en (1.5.2).

T N\
Sean A = yB=| 0 1 -2 |, calcular AB.
-2 0 3
-1 3 0
Solucion

Primero, verificamos si el producto esta definido.

AB si esta definido porque (2 X 3)(3 X 3); como se puede apreciar, coincide la cantidad de columnas del primer factor A (3) con
la cantidad de filas del segundo factor B (3).
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de la componente ¢, :

N

Luego, las 6 componentes ¢ parai= 1,2yj=1,2, 3 se calculan con (1.5.2). Para esto vamos a explicar con detalle la obtencion

¢ =auby
Filalde A, porlacolumnaldeB, o 1 -2
-2 0 3
-1 3 0
2
=(2 -1 2)| 0 |FOO+EDO+ED=2.
-1

Enseguida, hacemos lo mismo para las otras 5 componentes de la matriz C = AB:

5
c=apby,=(2 -1 2| 1 [F@E+EDD+@E)=15.
3
2
Cl3=a1*b*3=( 2 1 2) 22 |=Q)@)+(-1)(-2)+(2)(0) =6.
0
2
p=a,by=(2 0 3)| 0 [=CD@+OO0)+E)(-1)=-T.
-1
5
p=ab,=(2 0 3) 1 [2(C2E+OM+E)3)=-1
3
2
p=aby=(2 0 3) 2 [F(-DQ+O(-D+()N0)=—4.
0
Por ultimo, con los resultados de ¢,; tenemos:
- AB:[ 2 15 6 j
-7 -1 4

/

Notese que el producto BA no esta definido porque (3 X 3)(2 x 3); esto es, no coincide la cantidad de columnas del primer factor B (3)

con la cantidad de filas del segundo factor A (2).
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Solucion

Recordando que x? = xx, tenemos A% = AA. El producto si esta definido, porque la cantidad de filas A coincide con la cantidad
de columnas de A.

Enseguida, las cuatro componentes ¢, para i= 1,2yj=1, 2 se calculan con (1.5.2). Por ejemplo, para c,,:

Cp = Ay
Fila 2 de A, ( ‘23 ‘1‘ J por la columna 2 de A, [ ‘23 ‘11 ] (2 1) ( ‘11 ]:(2)(4)+(1)(1):9.
Del mismo modo, se calculan las otras tres componentes de la matriz C = AA:

G=aa, =( -3 4 )( > j=(—3>(—3>+(4)(2>:17.

G =2y, *2=( -3 4 )[

ep=aa,=( 2 1 )[ ) ]:<2)(—3)+<1><2)=41.

—

]=(—3)(4)+(4)(1)=—8.

Por ultimo, con los resultados de ¢,; tenemos A?= [ 17 -8 ]

-4 9
\_ /
Ahora, vamos a revisar qué propiedades algebraicas se cumplen para el producto entre matrices.
Nota
b ~ Un error que se come-
te con frecuencia es
Propiedades algebraicas del producto entre matrices pensar que la matriz

] ] A? resulta de elevar cada una
Cerradura: En general. el producto entre matrices del conjunto M, no es cerrado,

) X de sus componentes al cuadra-
esto se debe a quesim#ny A, BeM,_, entonces el producto AB ni BA no estd

do; como se puede apreciar en
definido. el ejemplo anterior, esto no es

Conmutativa: En general, tampoco se cumple por la misma razon de la propiedad cierto.
de cerradura que los productos AB y BA pueden no estar definidos.

Asociativa: La propiedad asociativa se cumple. SiAe M, ,BeM, yCeM, » enton-
ces (AB)C = A(BC), véase teorema 1.1.

Distributiva del producto y suma entre matrices: La propiedad distributiva se cum-
ple. SiAeM, yB,CeM,, entonces A(B + C)=AB + AC, véase teorema 1.2.

Elemento neutro multiplicativo o identidad: En la siguiente seccion vemos que
algunas matrices bajo ciertas condiciones del orden entre matrices tienen un ele-
mento identidad.

Elemento inverso multiplicativo: En la seccion 1.8 vemos algunas matrices que

bajo ciertas condiciones tendran inverso multiplicativo.
N J

En conclusion, el conjunto de matrices M, cumple solo las propiedades asociativa y distributiva para el producto, pero al final del
capitulo veremos que existen subconjuntos de M, que si cumplen con todas las propiedades algebraicas del producto.
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SeanAeM, BeM, yCeM, entonces (AB)C = A(BC).

Demostracion

Denotando las componentes de AB € M, _por (ab), = Y. a,b,,, tenemos que las componentes de (AB)C €M, son:
k=1

(ab)e), = Z(ab)dcl] 22( by)ey- (1.5.3)
1=1k=1

Utilizando la propiedad asociativa del producto entre numeros reales (a,b k,)cl] aik(bklclj)’ permutando las sumatorias
en (1.5.3) y considerando que a, no dependen del indice / resulta:

(ab)e); =330, c) = Z%Z( cz,-)=ia,-k<bc>@-=(a<bf>)f
k=1

k=11=1

Pero, (a(be)), ; son las componentes de A(BC) €M, para todo 7, ;.

SeanAeM yB,CeM, entonces AB+C)=AB+AC.

Demostracion

De la suma entre matrices, se sabe que las componentes de la matriz B + C son (b + c),q, = bkj + ¢, entonces las com-
ponentes de A(B + C):

(a(b+c), = alk(b+c),q 2( (B, +¢,). (1.5.4)
k=1

Por la propiedad distributiva del producto en R, a,, (b + ck) a, b +a,0, sustituyendo en (1.5.4):
(a(b+ c))l.j (a, b ta,c ,q) Zazkb,q + at,e i (ab)z,j +(ac)1j..
k=1 =1

Pero, (ab)ij y (ac)l,j son las componentes de AB y AC para todo 7, ;.
Del mismo modo, para A,Be My CeM secumple (A +B)C=AC+BC.

Calculos con matrices

Con las propiedades algebraicas asociativa y distributiva, junto con las definiciones de suma y producto entre matrices, resolver los
siguientes ejemplos.

T - N
) 1 2 -2 1 4 1 2 -1
Sean A =( 5 _0 : ], =l 3 -1 =2 |yC=| o0 1 -2 |.Calcule A(3B-4C).
B 1 0 0 -1 0 3
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Solucion
Primero, realizamos los productos por un escalar:

2 1 4 -6 3 12 1 2 -1 -4 -8 4
3B=3 3 -1 22 || 9 -3 6 |y-4C=-4| 0 1 2 |=| 0 -4 8
1 0 0 30 0 -1 0 3 4 0 -12

Con estos resultados, hacemos la suma 3B + (—4C):

-6 3 12 -4 -8 4 -10 -5 16
3B+(-4C)=| 9 3 6|t 0 4 8 |=| 9 -7 2
30 0 4 0 -12 7 0 -12

Con este ultimo resultado y la matriz A, realizamos el producto A(3B — 4C):

-10 -5 16
A(3B-40)= 22 ‘01 ;j 9 7 2
B 7 0 -12
_[ —20-9+14 -10+7+0 32-2-24
2040421 104040 -32+0-36
_[ -15 -3 6
41 10 -68 )
\ J
A B N\
Calcular el producto (AB)C, donde:
NI
: 12 -6 -2 12
A= T 2466 e |,B=| 18 -9 -3 [yC=| 1 4
35 24 -12 -4 30
-3496 4135 0

Solucion
Utilizando la propiedad asociativa del producto entre matrices, tenemos (AB)C = A(BC). Realizando el producto:

12 -6 -2 1 2 12-6-6 24-24-0 00
BC=| 18 9 -3 | 1 4 |=| 18-9-9 36-36-0 |=| 0 0 |[=0,
24 -12 4 30 24-12-12 48-483-0 00
Entonces:
(AB)C=A(BC)=A0=0¢cM,,
o J
1 Ejercicios 1.4

I Con las siguientes matrices, realice las operaciones indicadas.

1
0 1 2 -1 0
2 1 0 1 -1 -1 2
A= ’B= ’C: - 7D= E= .
1 [—10] [—101] L2 101y[1—1)

0 1
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1. DC-C 8. DC 15. B(CA)

2. B(DC-C) 9. CB-2D 16. A2+ (BC)

3. 2A-BC 10. (AB-2B)C 17. A?+E?

4. (2A-BCy 11. (D-CB)D 18. (A+E)

5. BC-4A 12. A-(BD)C 19. A?+2AE +E2

6. A(BD) 13. A(BC) 20. A2+ AE+EA +E?
7. (BD)C 14. (BO)A

m Matrices particulares y algunas de sus propiedades

En el algebra lineal existen algunas matrices que, debido a su importancia, reciben nombres particulares, como las que mostramos a
continuacion.

O Matriz cero. La matriz de M con todas sus componentes iguales a 0 se denota por 0, o si el contexto sobre el orden de las ma-
trices esta bien especificado tan solo se denota por 0.

. . 00 0000
Las matrices cero para M., y M., son, respectivamente: 0= 0= .
PAe XY Fu P [oo]y [0000]

Algunas propiedades

a) La matriz cero es el elemento neutro para la suma de matrices.

b) La matriz cero por cualquier otra matriz, donde el producto esta definido, siempre resulta la matriz cero. Es decir, si0 e My
AeM ,entonces0 A=0 M .Delmismomodo,si0eM yAeM_ ;entonces:A0 =0 eM .
O Matriz de unos. La matriz de M , donde todas sus componentes son iguales a 1, se denota por J, o si el contexto sobre el orden
de las matrices esta bien especificado tan solo se denota por J. Estas matrices son utilizadas en estadistica en la parte de modelos
lineales.

Las matrices de unos para M,, y M, son, respectivamente: J =( 1 1 1 J yJ =[ i ] .

T N

SiJ € M, entonces J* = 3J.

Solucion
Realizando el producto de JIJ:

111 111 1+1+1 1+1+1 14141 33 3
=111 111 14141 1+1+1 1+1+1 |=| 3 3 3 [=3]
111111 1+141 14141 1+1+1 33 3
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Algunas propiedades

a) SiJeM ,entonces J?=nJ. Generalizando J¥=n*" J para k € N.

b) SiAeM_ yJeM, entonces AJ=C con ¢ :z parai=1,2,...,myj=1,2,..,s.

n
k=1aik

c) SiAeM, yJeM ,entoncesJA=C con ¢ :zzzlakj parai=1,2,...,myj=1,2,..., 5.

O Matriz cuadrada. Cuando una matriz tiene el mismo numero de filas que de columnas se llama matriz cuadrada. Es decir, A es
una matriz cuadrada si A e M, .

T B N
Matrices cuadradas:
3 0 3 2
0 1 -1
A= 0 0 A=l 10 2 |vA,= 7 0 -1 1
-1 1 0 0 0 1 8 2 3
4 9 0 -3
o J

Diagonal principal. Sea A € M, ; se llama diagonal principal de la matriz a la diagonal que va de g, aa,, y la denota-
mos por d = (a,,, a,,,..., ).

En las matrices anteriores, A, A, y A,, sus diagonales principales son: d, = (0, 1),d,=(0,0,0) y d,=(3, 0, 2, -3), respectiva-
mente.

Algunas propiedades

a) Para dos matrices cuadradas del mismo orden siempre esta definido el producto.
b) M, es cerrado con respecto al producto.

¢) Las matrices cuadradas son la unicas matrices que pueden elevarse a potencias 7 € N,

O Matriz diagonal. Una matriz cuadrada se llama diagonal si todas las componentes fuera de la diagonal principal son cero. Vamos
a denotar al conjunto de las matrices diagonales por M, esté claro que M, c M, .

Notese que no se menciona nada acerca de los valores de las componentes de la diagonal principal, entonces también pueden valer
cero. Las matrices diagonales las denotamos por D, pero cuando queramos ser mas especificos escribiremos entre paréntesis las com-
ponentes de la diagonal principal: d = (d,, d,,..., d).

2 B N\
Matrices diagonales:
[0 0] 200 3 (1) 8 g
D,(0,1)= ,D,2,0)=1 0 0 0 |yD;3,1,2-3)=
0 1 00 1 002 0
000 -3
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Algunas propiedades
a) SiD,,D,eM,, entonces D, + D, e M, yD,D,e M,
b) D’=(d? d2,...,d?) yengeneral D*=(d}}, d)f,..., d *) para ke N.
¢) SiD,, D,eM,, entonces D,D,=D,D,.

O Matriz identidad. Una matriz diagonal donde todas las componentes son 1 se llama matriz identidad. Esta matriz se suele denotar
por L.

e T 1o _
Matrices identidad: L, —( ; J el =

o O =
o = O
—_ o O

Algunas propiedades
a) La matriz identidad es el elemento neutro para el producto de matrices en M, .
b) I*=1Ipara cualquier k e N.
c) SiAeM, ,entoncesAl =Ael A=A

O Matrices conmutativas. Dos matrices cuadradas A y B del mismo orden son conmutativas si AB = BA. Al conjunto de todas las
matrices conmutativas lo denotamos por M esta claro que M.c M, .

T B N

Probar que las siguientes matrices son conmutativas: A =[ (1) 1 j y B =( 3 § ] .

Solucion
Realizando los productos:

AB:1132:35yBA:3211:35.
01 0 3 0 3 0 3 01 0 3
- /
Algunas propiedades

a) La matriz cuadrada cero es conmutativa con cualquier otra matriz del mismo orden.
b) Las matrices diagonales del mismo orden son conmutativas.

¢) La matriz identidad es conmutativa con cualquier otra matriz del mismo orden.

O Matriz triangular. Una matriz cuadrada se llama triangular superior si todas sus componentes por debajo de la diagonal principal
son cero, y se llama triangular inferior si todas sus componentes por arriba de la diagonal principal son cero. Notese que no se
menciona nada acerca de los valores de las componentes restantes. El conjunto de las matrices triangular superior lo denotamos
por MTc My al conjunto de las matrices triangular inferior por M. c M.

-~ D
Matrices triangulares:
0 -3 bz - 3 8 g g
1:[ jeMT,AZ: 0 2 0 |eM'yA,= eEM,.
0 1 0 0 4 -3 -1 2 0
4 1 5 -3
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Algunas propiedades
a) SiAeMT, entonces A¥e M7, para k € N. Del mismo modo, si A € M, entonces A¥e M, para keN.

b) En general, M”y M son cerrados con respecto a la suma y producto entre matrices.

O Matriz transpuesta. Sea la matriz A € M , denotamos a la matriz transpuesta de A por A’ o A’. La matriz A’ € M, se obtiene
convirtiendo las filas de A a columnas de A’. Entonces, la i-ésima fila de A se convierte en la -ésima columna de A’

Para simplificar como obtener la matriz transpuesta denotamos la conversion:

a, —a’ Lafilaidela matriz A se convierte en la columna i de la matriz A’.

T - N

En las siguientes matrices encuentre su transpuesta.

1. A=[ 0 ?],realizando las conversiones:

ol ) Dt 1) )

De esta manera:

2 B:[ 01 j,realizando las conversiones:
0 -1
b.=(0 1 -1 )—=b=[ 1 |ybu=(-1 0 2)—b,=| 0
-1 2
De esta manera:
0 -1
B'= 1 0
-1 2
3 0 3
3. C= Z g 1 , simplificando las conversiones:
4 -9 0
3 7 1 4
(303)=]0l(70-1)=] 0 |(182)=8(a-90)] 9
3 -1 2 0
Por ultimo, se obtiene:
3 7 1 4
=00 8 -9
3 -1 2 0
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Algunas propiedades
a) SiAeM ,entoncesAA'eM yA'AeM .

b) SiAeM,, entonces AA'eR'y AA' = a2

1n
i=1

¢) SiDeM,, entonces D*=D. En particular I'=1.
d) (AY)=A.
e) SiAeM

mn’

BeM, y Ce M, entonces (AB)=B'A'e M,y (ABCY=C'B'A’ e M,

O Matriz simétrica. Una matriz cuadrada A € M se llama simétrica si A’ = A.

T N
Matrices simétricas:
3 0 -3 4
1 1 -1
0 -3 0 0 -1 1
A = ,A = - =

1[—31]2 _11022y3 3 -1 2 5

4 1 5 3
\ J

De los ejemplos anteriores se puede observar que una matriz A es simétrica si conserva la simetria de sus componentes con respecto
a la diagonal principal.

Algunas propiedades

a) SiAeM ,entonces AA’y A'A son simétricas.

b) Las matrices de M, D, J, I'y 0 son simétricas.

O Matriz antisimétrica. Una matriz cuadrada A € M se llama antisimétrica si A’ = -A.

T a N
Matrices antisimétricas:
0 3 0 14 02 3 _i 41
= 9 = A = B - -
1[-30j2_1488y3 310 5
-4 1 -5 0
\ J

De los ejemplos anteriores se puede observar que una matriz A es antisimétrica si todas las componentes de la diagonal principal son
. ~ _ . . i o

cero (como A'=-A = a,=-a,= a,=0) y se cambian de signo las componentes con respecto a la diagonal principal.

Algunas propiedades

a) Si A es antisimétrica, entonces A’+ A =0.

b) La matriz 0 € M, es antisimétrica.

O Matriz idempotente. Una matriz es idempotente cuando es igual a su cuadrado, es decir A2 = A. En general, la idempotencia se
refiere a una operacidn que, si se repite, produce el mismo resultado que si se llevara a cabo una sola vez.
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o N
21
Verificar que la matriz A = ; T es idempotente.
Solucion 33
Calculando A%
AZ:AA:EE 55233 30\3) (3){3 33=§§=A
21| 2 1| (2)(2),(1)2) (21, (L)1) | |6 3
3 3 3 3 3N3) (3)\3) (3{3) (3)\3 9 9
\_ /
Propiedad
Sila matriz A es idempotente, entonces A” = A para n € N.
O Matriz nilpotente. Se dice que una matriz A es nilpotente de orden neNsi A”=0y A*#0parak=1,2,...,n—1.
o - N
Verificar que la matriz A:[ 2 -9 j es nilpotente y encontrar su orden.
Solucion
Calculando A%
2| 6 9 6 9 |_| 36-36 -54+54 |_
A?= = =0,
4 -6 )\ 4 -6 24-24 -36+36
La matriz A es nilpotente de orden 2.
\_ /
o N
0210
Verificar que la matriz A = g g _01 ; es nilpotente y encontrar su orden.
00 0 O
Solucion
Calculando A%
021 0 02 1 0 00 -2 4
A2=AA=| 0 0 -1 1 00 -111(_1]000 -2
00 0 2 00 0 2 00 0 O
00 0 O 00 0 0 00 0 O
Elevando al cubo:
0210 00 -2 4 000 -4
As=AA2=| 0 0 -1 1 000 -2|_{0O0O0 O
00 0 2 00 0 O 000 O
00 0 0 00 0 O 000 O
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Elevando a la cuarta potencia:

—_

=

|

E

1
o o oo
o o o
o o |,
o~ o

La matriz A es nilpotente de orden 4.

S /

Algunas propiedades

a) La matriz cuadrada cero es nilpotente de orden 1.

b) Cualquier matriz triangular con todas sus componentes de la diagonal principal iguales a cero es nilpotente.

0 Matriz involutiva. Se dice que una matriz A € M es involutiva si y solo si A?=1.

T - N\
0 1 -1
Verificar que la siguiente matriz A=| 4 _3 4 | esinvolutiva.
3 -3 4
Solucion
Calculando A%
0 1 -1 0 1 -1 0+4-3 0-3+3 0+4-4
A’=| 4 3 4 4 -3 4 |=| 0-12+12 4+9-12 —4-12+16 |=1;;.
3 -3 4 3 3 4 0-12+12 349-12 -3-12+16
\_ %
Propiedad

A" = A simesimpary A" =1sim es par.

O Matriz de probabilidad. Una matriz A € M, , donde todos los a;2 0y la suma de las componentes de cualquier renglon es 1, se
llama matriz de probabilidad o matriz estocastica. Si, ademas, la suma de sus componentes por cualquier columna también es 1
se llama matriz doblemente estocastica. Los conceptos de matriz estocastica y matriz doblemente estocastica son herramientas
importantes para estudiar los procesos estocasticos y las llamadas cadenas de Markov, tratadas en probabilidad y en estadistica. Al

conjunto de las matrices de probabilidad de orden # x 7 lo denotamos por M ,.

o B
Las P, son matrices de probabilidad. Ademas, P,, P, y P, son doblemente estocasticas.
0 05 05 03 05 02 1
P=| 04 03 03 %= 04 03 03 |, B=IyR =",
03 05 02 03 02 05
\_ /

Algunas propiedades
a) SiPeM,, entonces P" € M, parameN.
b) En general, M, es cerrado con respecto al producto entre matrices, pero no es cerrado con respecto a la suma entre matrices.
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O Traza de una matriz. Finalizamos con un concepto que tiene cierta importancia en el desarrollo del estudio del algebra lineal.

Traza de una matriz. Sea A e M

nn?

se conoce como traza de la matriz a la cantidad denotada por tr(A) y se calcula

tr(A) = Zaﬁ —suma de las componentes de la diagonal principal de la matriz.
i=1

T i N

Sea A=[ _23 411 j, calcular tr(A).

Solucion
De la definiciéon 1.7, resulta tr(A) =-3 + 1 =-2.
- /
Algunas propiedades
a) Latr(A) es un escalar. Nota T
b) En M, tenemos tr(0) =0y tr(I) = tr(J) = n. piedades revisadas, se
o) Latr(xA) = xtr(A). puede concluir que no

es posible construir una estruc-
tura algebraica para el producto

1 Ejercicios 1.5 entre matrices como se hizo con
la suma entre matrices, ya que
I Resuelva los siguientes ejercicios sobre matrices particulares. en general el producto en M, :

Q Noes cerrado,siA,BeM,
y m# n, entonces el producto
no esta definido. Es decir, el
producto AB esta definido y
es cerrado solo cuando m = n.

1. Compruebe que la matriz B = [ g ’15 j , para x € R, es idempotente.

2. Sila matriz C es conmutativa con cada una de las matrices A y B, entonces ;jtambién es

conmutativa con A +B, A - B y AB? B Vo o e, P

3. Pruebe que si A € M, entonces la matriz B = A + A’ es simétrica. que sea conmutativo las ma-
4. Pruebe que si A e M, , entonces la matriz B = A — A’ es antisimétrica. tr1ces' AyBeM.

) ) O No tiene elemento neutro o

5. Conlos dos resultados anteriores, demuestre que cualquier A € M se puede descomponer identidad para el producto.

en una parte simétrica y otra antisimétrica. Cuando m = 7 el elemento
identidad es la matrizIe M, .
0 No tiene elemento inverso
multiplicativo. En la sec-

5 32
6. Verifique que la matriz A=| 15 —9 ¢ | esnilpotente y encuentre su orden.

10 -6 4 cién 1.8 vemos un conjunto
de matrices que si tienen in-
02 0.7 0.1 05 02 03 verso multiplicativo.
7. Sean las matrices de probabilidad P,=| 1 0 0 y P,=| 03 06 0.1
Calcule PP, e M,,. 04 04 02 0 1 0
000
8. Compruebe que lamatriz A=| 1 (0 ( | esnilpotente y de qué orden.
010

9. Demuestre que si D, y D, € M, entonces son conmutativas.
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10. Demuestre que si Ay BeM , entonces (A +B)'=A’+B".

11. Demuestre que si A es idempotente, entonces también seran idempotentes A’, I - Ay A(I- A).

1

12. Sea A=

3 ] , verifique que (A%)? = (A2%). Es decir, son permutables la transpuesta y la potencia en las matrices cuadradas.

13. Demuestre que si A y B son matrices cuadradas, entonces se cumplen: tr(A’) = tr(A), tf(AB) = tr(BA) y tr(AA’) = 27: 12?:1%2' .

Matriz escalonada y proceso Gauss-Jordan

En la introduccién de este capitulo se establecio que es posible utilizar las matrices para conocer como una poblacion de m objetos (o
individuos) ejerce o recibe una influencia sobre cada uno de los # objetos (o individuos) de otra poblacién o de esta misma. Al repre-
sentar estas influencias en forma tabular, damos origen a una matriz A € M, donde las componentes a; de la matriz representan la
cuantificacion de dicha influencia. También se explicd que cuando nos referimos a un objeto o individuo lo podemos identificar por
medio de dos caracteristicas ordenadas en las filas (caracteristica 1 con m propiedades diferentes) y columnas (caracteristica 2 con
n propiedades diferentes) de la matriz, cuyo efecto se identifica en la interseccion de ambas y se representa con las componentes a,.

Entonces, en una matriz A € M, , una fila a,, representa los valores de la propiedad i para i = 1, 2,..., m, correspondiente a la
caracteristica 1 de los objetos de estudio, que esta vinculada a las n propiedades de la segunda caracteristica. De manera similar,
la columna a,; representa los valores de la propiedad j=1, 2,..., n de la caracteristica 2 de los objetos de estudio, que esta vinculada
a las m propiedades de la primera caracteristica.

De acuerdo con lo escrito antes, si realizamos operaciones elementales entre filas o renglones estamos sumando efectos a compo-
nentes que tienen las mismas propiedades. De aqui, resulta la siguiente definicion.

Matrices equivalentes. Si la matriz B se obtiene de transformaciones elementales en la matriz A, las llamamos equi-
valentes, denotando la equivalencia por A ~ B. En el caso de los renglones, las transformaciones elementales son:

O Intercambio entre renglones: R, = R,
0 Cambiar un renglon por un multiplo de si mismo: R, cR,, con ¢ # 0.

O Cambiar un renglon por la suma de este mas otro: R, - R, + Rj.

De modo similar para operaciones elementales entre columnas, aunque es de interés el caso de operaciones entre filas o renglones de
la matriz.

T B N\
0 -1 4
Dadalamatriz A=| ¢ 2 1 |,realizar lastransformaciones elementales indicadas.
1 4 -3

1. Intercambio entre renglones R, = Rj, significa que el renglon de la posicion 7 se coloca en la posicion ; de la matriz y vice-
versa. Por ejemplo, en A vamos a intercambiar el renglén 1 con 3:

0 -1 4 1 4 -3
R=2R:A=|6 2 1 |~ 6 2 1
1 4 -3 0 -1 4




Matrices y relaciones fundamentales

2. Cambio de un renglon por otro proporcional a este mismo R, - cR,, ¢ # 0. Significa que el renglon de la posicion i se cambia

por ¢R; con ¢ # 0. Por ejemplo, en A vamos a cambiar el renglon 2 por el mismo multiplicado por —% :

0 -1 4

0 -1 4 ) 1
R>-——-R:A={"6 2 1 |~| -1 3 &
b4 3 1 4 -3

3. Cambio de un renglon por la suma de este mismo mas otro renglon, R, — R, + Rj. Significa que a cualquier renglon se le
puede sumar otro, resultando una matriz equivalente. Por ejemplo, en A vamos a cambiar el renglon 1 por R, = R, + R;:

0 -1 4 1 3 1
R1+—>RI+R3:A: 6 2 1 |~ 6 2 1
1 4 -3 1 4 3
%

En lo que resta del texto, vamos a realizar transformaciones elementales entre renglones; en Mot
algunos casos el nimero de estas puede ser considerable. Entonces, para simplificar las trans- Las operaciones que se
formaciones es posible que en un solo paso se realice méas de una. Por ejemplo, R, - ¢, R, + R, utilizan en las transforma-
es equivalente a cambiar R, i ¢,R,y R, ¢,R, y después sumar los dos resultados. Es decir, _ciones elementales deben
tres transformaciones elementales entre renglones. Por ejemplo, en A vamos a cambiar el ren- ser las mismas que se definen en la
glén 2 por R, - 6R,, dos transformaciones elementales (cambiar R, - —6R, y después sumarlo estructura algebraica, producto por
con el renglon 2). En estos casos se recomienda hacer las operaciones por separado: e

Las operaciones de R, 6 2 ! 0 -1 4 0 -1 4
la transformacion —6R, -6 24 18 resulta: A= 6 2 1 |[~] 0 =22 19
indicada R,-6R, 0 Y 19 1 4 -3 1 4 3

Por tltimo, para simplificar el desarrollo de las transformaciones elementales introduciremos una definicion y la notacion correspondiente.

Iteracion de equivalencia. Cuando la matriz B se obtiene en un solo paso de transformaciones elementales entre
renglones de la matriz A, llamamos al proceso una iteracion de equivalencia, que denotamos de la siguiente forma
para diferenciarla de la matriz original:

O A" — Matriz equivalente a la matriz A, resultante de m iteraciones de equivalencia de transformaciones elemen-
tales entre renglones.

0 R™ — m-ésima iteracion de equivalencia para llegar al renglon 7 de la matriz equivalente A®.

Para simplificar la escritura de las transformaciones elementales entre renglones, acordamos en forma natural que A represente la ite-
racion 0, A©. Por otro lado, a partir de la primera iteracidn escribimos por debajo de la matriz, la matriz equivalente con su iteracion
de equivalencia correspondiente, seguida de la iteracion subsiguiente para los renglones. Al final, se escribe solo la matriz con la tltima
iteracion realizada. Por ejemplo:

1 4 =3 1 4 =3
0 -1 4 L4 -3 1 1 11 19
A=l 6 2 1 |~ 6 2 1 |~ -1 —— — |~ 0 — ——
1 4 -3 0 -1 4 36 3.6
JOP=Y . o2, Lo -1 4 0 -1 4
1 ek AR )—)—gRZ AR - B RO AG)
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Donde A® representa la matriz equivalente a A después de tres iteraciones de equivalencia. En este caso, notese que en cada iteracion
de equivalencia se realizo una sola transformacion elemental, por tanto también se hicieron solo tres transformaciones elementales
entre renglones.

Uno de los objetivos de las transformaciones elementales consiste en elegir una componente de la matriz diferente de cero, y
a partir de esta, mediante transformaciones entre renglones, hacer cero a las otras componentes de su columna, esto da origen a la
siguiente definicion.

Pivote. A la componente con valor 1, a partir de la cual se transforma la matriz para que alguna otra componente de
su columna valga cero, la llamamos componente pivote, o sin mas pivote. Mientras que la columna y renglon a los
que pertenece los llamamos columna pivote y renglon pivote, respectivamente.

Asi, en la matriz anterior, la componente a,, se eligio como pivote. Sin embargo, esta vale cero, entonces primero se realiza un inter-
cambio entre renglones para que a( deje de ser cero. Después, se realizan las transformaciones para que las otras componentes a partir
de esta sean cero. Para distinguir al pivote en los calculos, este se encierra en un circulo.

A Y

En la matriz anterior A elegir a la componente a,, = 2 como pivote, de tal forma que a partir de esta y con transformaciones
elementales entre renglones transformar en cero las componentes (1, 2) y (3, 2).

Solucion
Vamos a seguir los siguientes pasos:

Paso 1. Convertir la componente a,, # 0 para que tome el 1 (pivote). Es decir, tenemos que dividir el renglon 2 entre el valor de

. 1
a,, para que a{) = 1. Con la transformacion R;l) - ERZ :

0 -1 4
0 -1 4 1
A=l 612 1 |~ 311 3
1 4 -3
o 1 1 4 3
Ry HERZ A

Paso 2. Con el pivote, vamos a hacer cero a la componente (1, 2). Transformacion R - R + R{":

RM 0 -1 4
: 0 -1 4 30 %
1 1
. Q) - 0 = Z |~
Operaciones Ry 3 ! 2 A A 2 31 !
1 4 -3 2
M4 RM 3 0 9 @ g0 gD 14 -3
Rl 4t R2 E RI”HR V4R, AQ
Paso 3. Con el pivote vamos a hacer cero a la componente (3, 2). Transformacion R{ - R{Y) — 4R{):
@ -
& ! i 3 30 2 30 2
2 2
A® = 1 |~ 1
Operaciones —4RY | -12 —4 -2 301 = 31 =
2 2
1 4 3 -11 0 -5
R§2) - 4R§2) -11 0 =5 R§3)>—>R§2)—4R§2) AB)




Matrices y relaciones fundamentales

En el ejemplo anterior, el procedimiento completo consiste en tres iteraciones de equivalencia entre renglones para obtener la matriz
equivalente a A con las componentes (1, 2) y (3, 2) iguales a cero. Se puede notar que en la Gltima iteracion se realizaron dos trans-
formaciones elementales, por tanto se requirieron cuatro transformaciones entre renglones. Con los pivotes se puede obtener una
matriz mas reducida que la original.

Definicion 1.11

Matriz escalonada. Una matriz A # 0 se encuentra en su forma escalonada por renglones si cumple las siguientes
condiciones.

O En caso de existir renglones nulos, todos sus componentes son cero, deben aparecer en la parte inferior de la
matriz.

QO En el primer renglon, la primera componente que es diferente de cero debe ser un pivote.

O Al seleccionar un renglon cualquiera, el primer pivote del renglon subsiguiente (si no es cero) debe estar mas a la
derecha que el pivote del renglon elegido.

o N
Las siguientes matrices estan en su forma escalonada.
I -1 41240 (l) g i 112 -1 |1 -1
01 9 001 2 00 0 01 00 01
00 0)LO 0 01 00 0 0 0 01 00

Noétese que abajo del pivote en su columna pivote las demas componentes deben valer 0.

& j

Definicion 1.12

Matriz escalonada reducida. Una matriz A # 0 se encuentra en su forma escalonada reducida si ademas de ser
escalonada cumple una condicion mas:

0 Cualquier columna pivote debe tener al pivote como unica componente diferente de cero.

o ™
Las matrices siguientes estan en su forma escalonada reducida.
1 0411020 (1) 3 (1) 1 00110
01 1 0110 00 0 0 01 01
00 0)L0O0O0T1 00 0 000)LO O

Notese que en la forma reducida, el pivote es la inica componente diferente de 0 de la columna pivote.

& j

Definicion 1.13

FEliminacion gaussiana. El método para encontrar, a través de transformaciones elementales entre renglones, una
matriz equivalente a la matriz A que esté en su forma escalonada, se conoce como método de eliminacion gaussiana.
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4 N
Método de eliminacién gaussiana con reducciones hacia abajo

Paso 1: Elegir el primer pivote en la posicion (1, 1).
Paso 2: Con el pivote hacer cero a todas las componentes que estén abajo de este en su columna pivote.

Paso 3: Con los renglones restantes por abajo del pivote y columnas restantes a la derecha del pivote, se busca el
siguiente pivote mas proximo y se hacen cero sus componentes debajo de este.

Paso 4: Se repite el paso anterior hasta llegar a la ultima columna de la matriz o queden solo renglones nulos por
abajo de la ultima bisqueda.

N J
prriemo
0020
En la matriz A realizar reducciones gaussianas hasta llevarla a su forma escalonada A=| 2 ¢ (0 0
1 311
Solucion
Paso 1

Primero, debemos hacer que la componente en la posicion (1, 1) sea pivote. Esto se puede llevar a cabo de diferentes formas;
algunas de estas son:

Q R =R, 0 R R +R, 0 R - R +R,-R, 0 Etc.

Se recomienda elegir siempre la transformacion mas sencilla, en este caso el intercambio:

0020 1 311
A= 26 00|~ 2600
1 311 0020
RV=R, AD

Paso 2
En la matriz A® con () = 1 (pivote) hacer cero a a{V, ya que a{}) = 0. Esto se logra con una segunda iteracion de equivalencia
RP RP - 2RM:

B2 6 00 1311 (131 1
0 = ~
Operaciones —2RM | -2 -6 -2 ) 4 2600 00 -2 -2
0020 00 0
RP-2RD | 0 0 5 KR 2R A®

Paso 3

Para continuar con las reducciones no se considera el renglon ni la columna pivote que se acaban de utilizar. Se trabaja con las
filas restantes 2 y 3, las columnas restantes 2, 3 y 4. Pero, en este caso tampoco se considera la columna 2, ya que resultaron 0
por abajo del ultimo renglén pivote.

Paso 4

. . 1 . .y
Ahora, transformamos la componente a2 en pivote, mediante RY - EREZ) . Con el nuevo pivote hacemos cero en la posicion
(3, 3) mediante la transformacion R{Y) = R{) — 2R{), etcétera:

13 1 1 1311 131 1 1311
AP=190 0 2 2 |~l0011|~00T1 1 |~0011
00 2 0 0020 000 -2 0001

)

. pl4 13 3 5
Rgm% i) A®: ROSRI2RD) a@). R§5>.—>% ) Al
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Es decir, a partir de A se realizaron 5 iteraciones de equivalencia, pero en total fueron 7 transformaciones elementales para

obtener una matriz equivalente a A en su forma escalonada.

Eliminacion Gauss-Jordan. El método para encontrar, a través de transformaciones elementales entre renglones,
una matriz equivalente a la matriz A que esté en su forma escalonada reducida, se conoce como método de elimina-

cién de Gauss-Jordan.

/

Método de Gauss-Jordan para la matriz escalonada reducida

na pivote.

N

Paso 1: Realizar transformaciones gaussianas hacia abajo, hasta llevar la matriz a su forma escalonada.

Paso 2: Con el pivote que se encuentre mas abajo y mas a la derecha de la matriz escalonada, realizar reducciones
gaussianas hacia arriba para hacer cero a todas las componentes que se encuentren arriba del pivote en la colum-

Paso 3: Repetir el paso anterior con los demas pivotes avanzando de abajo hacia arriba y de derecha a izquierda,
hasta obtener la matriz reducida en su forma escalonada reducida.

Continuar con las transformaciones hacia arriba en la matriz
final A® del ejemplo 1.36 hasta llevarla a la forma escalona-
da reducida.

Solucion

Continuando las reducciones en A® hacia arriba, con el
pivote a{y hacemos cero a las componentes que estin en la
posicién (1, 3) y (2, 3), mediante R® - R - RY) y RP -
RY - RY:

1311 1310 1300

A= 001 1|~ 0010|~00T10
0001 0001 0001
ROSRO RS A© DO RO AD)
RO5RO) R

En conclusion, a partir de A en total se requirieron 7 itera-
ciones de equivalencia con un total de 13 transformaciones
elementales para obtener una matriz equivalente a A en su
forma escalonada reducida.

Nota

La forma de explicar las transformaciones elementales

entre renglones es la general, transformando una com-

ponente en pivote. Sin embargo, no necesariamente re-
presenta la menor cantidad de transformaciones. Cuando la per-
sona entiende el objetivo de las transformaciones, puede ahorrar
algunas de estas. Por ejemplo, en la matriz anterior A® se pudo
haber continuado asi:

131 1 131 1 1311
AP=100 2 2|~ 00 2 2|~ 0011

00 2 0 00 0 -2 0001

RORP R AG): R§4>H_% D A®

4 1,03
R )}—>7in )

Disminuyendo el trabajo en una transformacion elemental. Por
ultimo, de lo expuesto hasta este momento, podemos resumir que
cada proceso de hacer ceros a otras componentes de una matriz se
puede llevar a cabo de diferentes formas. En el texto lo hacemos de
la forma clasica, obteniendo primero los pivotes.

Encontrar una matriz equivalente en la forma escalonada reducida a: B =

NN O
|

w

[\

oo W o~
L
(L
%
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Solucion
Las transformaciones las Po -3 2 1 0 -3 2 1 0 -3 2
denotamos en la parte de g=| 3 2 -7 8 (| 072 2 2| 01 1 1
abajo de la matriz: 0 -1 -1 -2 0 -1 -1 -2 0 -1 -1 -2
2 2 4 8 0 2 2 4 0 2 2 4
RVR,-3R, BO: R LR B®: R RP+RP)
RDoR,-R, 2 ROmRP-2rP)
10 -3 2 1 0 -3 2 10 -30
Jot 1 1 | (01 1 1] (01 10
00 0 -1 00 01 00 01
00 0 2 00 0 0 00 0 0
BO: RV RD 2R B@: RO RD-_RH BO)
R RO R 2R
En conclusion, a partir de B se requirieron en total cinco iteraciones de equivalencia con un total de 15 transformaciones ele-
mentales para obtener una matriz equivalente a B en su forma escalonada reducida.

/

\_
m Matriz inversa

Cuando revisamos el producto entre matrices de M, , establecimos que en general este no era cerrado. Sin embargo, si es cerrado cuan-

do nos referimos solo a las matrices cuadradas M

nn’

con la matriz identidad como elemento neutro del producto entre matrices (véanse

sus propiedades); pero, en general, no es posible hablar del elemento inverso multiplicativo. Es posible restringir un subconjunto de las

matrices cuadradas, M, , donde sus componentes cumplen la propiedad de tener el inverso multiplicativo.

Matriz inversa. A una matriz A € M la llamamos invertible o no singular si existe una matriz B que cumpla
AB=BA =1 _En este caso, llamamos a la matriz B inversa de la matriz A y la denotamos por A~ = B. Cuando no
existe A”!, la matriz A se llama no invertible o singular. Al subconjunto de las matrices de M, que sean invertibles
las representamos con M.

prorep—
Comprobar si las siguientes parejas de matrices son invertibles.
1 0
10
1. A= B=
[4 ZJY -2 1
2
1 0
AB=| 1 0 , Ix1+0x(-2) 1x0+0x(1/2) 1
4 2 )| 22 3 4x1+2x(=2) 4x0+2x(1/2) | 2
1 0
BA = ! 1 0 |_ Ix1+0x4 I1x0+0x2 _
-2 2 4 2 2x1+(1/2)x4 -2x0+(1/2)x2 2

Por la definicion 1.15 se tiene que B es la matriz inversa de A y viceversa.
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2. A:[2 lij:[ 2 ‘2].
32 3 4
AB:[ )1 j[ ) ]z[ 2x241x(<3) 2x(<2)+1x4 ][ 10 ]ﬂn.
32\ 3 4 Ix24+2x(=3) 3x(<2)+2x4 || 0 2

Por la definicion 1.15 se tiene que B no es la matriz inversa de A.

2 0 1 2 1 1
3. A=| 4 1 2 |yB=| 22 1 0
1 -10 5 =
2 0 1 -2 1 1 —4+0+5 2+0-2 2+0-2
AB=l 4 1 2 || 2 1 0 |=| -8-2+10 4+1-4 4+0-4 |=1;
1 -10 5 -2 2 -2+2+0 1-1+0 1+0+0
-2 1 1 2 0 1 —4+4+1 0+1-1 -2+2+0
BA=| -2 1 0 4 1 2 || -4+4+0 0+1+0 -2+2+0 |=L;
5 2 2 /1 -0 10-8-2 0-2+2 5-4+0

De la definicion 1.15, B es inversa de A y viceversa.

S /

En los apartados del ejemplo 1.39 verificamos si las matrices eran inversas, ahora surgen las preguntas:

0O ;Como determinar si una matriz tiene inversa?
O Sila matriz tiene inversa, jesta sera tinica?

O ;Coémo calcular la inversa de una matriz?

Las matrices de M~! cumplen un papel muy importante en el algebra lineal, pero su célculo es muy laborioso. Por este motivo, se han

estudiado diferentes métodos que dan respuesta a cada una de las preguntas formuladas.
En esta seccion se da respuesta a las preguntas formuladas por medio del método que se ha venido utilizando: reducciones Gauss-

Jordan entre renglones.

/

Método de Gauss-Jordan para calcular la matriz inversa

Paso 1: Escribir la matriz ampliada (A |I).
Paso 2: Transformar la matriz ampliada a una forma escalonada reducida por renglones.
Paso 3: Si la forma escalonada reducida por renglones
a) contiene a la matriz identidad del lado izquierdo de la vertical, entonces A tiene inversa y esta es la matriz que
quedo del lado derecho de la vertical. Esto lo podemos denotar como: (A |I) ~ (I| A™).
b) no contiene a la matriz identidad del lado izquierdo de la vertical, entonces A no es invertible.

Encontrar la inversa por el método de Gauss-Jordan en las matrices del ejemplo 1.39. 7
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Solucion

La matriz del inciso 1:

ciones elementales.

1 0 10
(A|1):1010N1010N )
4 2|0 1 02|41 01 -2|=
RDR,-4R 1. g Lp® 2
2 2| AD: R HERZ AQ2)
1 0
Se concluye que Al = 5 1 | y se obtuvo con dos iteraciones de equivalencia, para esto se realizaron tres transformacio-
2
nes elementales.
Solucion
La matriz del inciso 2:
1 1
1|1 1 =] = 0 1|1
(A|1):[2110]N1550N 2| 2 N15—0N[10 2 -1
32101 1 3 013 2
o 1 3 2101 05__1 01| -3 2 A
R H—R,
1 AW R R 3D AR 22 A<3):R1(4>HR1<3>_%R§3)

_21 ] y se obtuvo con cuatro iteraciones de equivalencia que se realizaron con seis transforma-

Concluimos que A~! :[ 23
ciones elementales.
Solucion
La matriz del inciso 3:
1 -1 0/0 0 1
2 0 1(1 00 1 -1 0(0 0 1 1 -1 0{0 0 1 5 | 4
(AII)=412010~412010~05201—4~01gog-§~
1 -1 0{0 0 1 2 0 1/1 00 0 2 1|1 0 -2
RV2R AD: R s gD _4gD AQ: RO L) R
L R§2)|—>R§1)—2R121) 2750 A®: R R 2R
1 -1 00 0 1
1 -1 0/0 O 1
01301—é ) ) 1 -1 0{0 0 1 1 00(-2 1 1
5 55~01§0§—§~010—210N010—210
1 2 2 00 1|5 -2 =2 0015 -2 -2
0 0 = 1 "3 3 0 0 1/5 —22 -2 A KD RO+ 10 AD)
OB QI BN e
-2 1 1
Concluimos que A= _2 1
5 =2 2

y se obtuvo con siete iteraciones de equivalencia que se realizaron con 12 transforma-
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o ) B
Comprobar por el método de Gauss-Jordan que la matriz siguiente no tiene inversa:
1 3 1 0
A=| 0 0 11
2 6 3 1
=1 30 -2 1

Solucion

Siguiendo el método de Gauss-Jordan para el escalonamiento:

! POO0OO0O T (131 0|1 000
0 0 1 10100
(AID)= 00 11 0100
2 6 310010 0011|2010
-1 -3 =2 1 000 1 00 -1 1 1 001
AD
RDsRy 2R,
RPBR, R,

Después de una iteracion de equivalencia, se puede concluir que la matriz A no tiene inversa. Esto se debe a que las transfor-
maciones deben continuarse con la parte de la matriz ampliada que quedo fuera del sombreado, pero esta tiene una columna de
ceros; entonces, no se podra obtener la matriz identidad en la parte izquierda de la matriz ampliada.

S /

La respuesta sobre la unicidad de la matriz inversa se presenta en el siguiente teorema.

Si A es una matriz invertible, entonces A~! es tinica.

Demostracion

Supongase que A tiene dos inversas B y C, entonces debe cumplirse BA =I1=AC:
B=BI=B(AC)=(BA)C=(I)C=C.
Del mismo modo para C, se concluye que ambas matrices son iguales.

Algunas propiedades

| —

. . , . . 1 1
a) SiD(d,, d,,..., d ) tiene todas sus componentes diferentes de cero, entonces es invertible con D! [ e d_] :
1 2 n

QL

b) SiD(d,, d,,..., d) tiene al menos una componente igual a cero, entonces no es invertible.

¢) Si A yB son del mismo orden e invertibles, entonces (AB)™' = BA"L.
Demostracion
Multiplicando (AB) por B-'!A~! y aplicando la propiedad asociativa del producto:
(AB)(B'A)=ABB HA ' =ADA'=(ADA'=AA' =1L (1.8.1)
(B'A)(AB)=B(A'A)B=B(I)B=B"'(IB)=B'B=1L (1.8.2)

Por tltimo, de los resultados (1.8.1) y (1.8.2), junto con la definicion de inversa de una matriz, se concluye que
(AB)!=B1AL
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Ejercicios 1.6

I Determine si las siguientes matrices son invertibles y calcule la

|
inversa.
|
)21
1 -2
2 -1 1
1
3 2 4
1 =2
11 -1
4 01 2
21 -1
11 -1
5 01 2
210
00 2
6 211
110
00 2
7 211
210
0 2 0 1
8. 1 -1 1 0
-1 2 0 0
1 1 -11
2 1 -1 2
9 1 -1 1 0
-1 2 0 -1
2 2 0 1

Ejemplos complementarios

4 000 0
1 -1 00 0
10. | 2 2 20 0
0101 0
01 01 05
1 2 50 =2
0500 0
.10 0 20 2
0001 0
0000 -2

12. D4, 8,-2,-0.25,6,-0.2)
13. D2,0,-1,1,-6.2)
14. D(0.1,-0.4,-0.2,-0.5, 1)

Dadas las siguientes matrices, realice las operaciones indicadas
entre estas.

15. AC,-2B
16. AB-C,
17. (AB-C,)"!
18. AB-C,
19. (AB-C,)"!
20. B'A'-2C,
21. (AB)'-C,
22. ADB

En esta seccion se muestran ejemplos de todo el material visto a lo largo de este capitulo.

0 4 -9

1. Encontrar los valores de #y m para que la matriz sea antisimétrica, A=| —4 ¢ m

Solucion

9 m Sk

Por las propiedades de matriz antisimétrica, se concluye que todas las componentes de la diagonal principal deben ser cero;
entonces: # = 0. También de la definicion de matriz antisimétrica debe cumplirse que las componentes simétricas con respecto
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a la diagonal principal deben cambiarse de signo; entonces: a,, = —d,,, y ambas son iguales a m. El nico valor que lo cumple
esm=0.

2. SiAeM, einvertible, ademas cumple con A + 5I=0. Encuentre A™".

Solucion
Multiplicando A + 5I'=0 por la inversa de A, tenemos:

A(A+51)=A"'0=0  desarrollando el producto izquierdo

ATTA+5A7T=0 simplificando
I+5A1=0 despejando la inversa
A=_lp
5

3. SiB=C"1AC, compruebe que B3=C A3C.

Solucion

Elevando a la potencia 2 la matriz B y luego al cubo:

Asoc.
B2 =(C'AC)(C'AC) = (C'A)CC(AC)=(CTA)I(AC)
Asoc.

=(C'A)AC) = C(AA)C=C'AZC.

Asoc.
B’ =(C'AC)(C'A’C) = (C'A)CC(AXC)
Asoc.

= (CA)I(A’C) = (CA)(AXC) = C'(AAZ)C=CA'C.

4. Dadas las matrices A, By C, encontrar una matriz D que cumpla 4A'B — 12C% - 2D =0.

Solucion

Para encontrar la matriz D que cumpla 4A’B — 12C? - 2D =0, solo despejamos a D. Pasando hacia el otro lado sumando, tenemos
2D = 4AB - 12C2. Ahora, dividiendo entre 2 resulta D = 2AB — 6C2. Por tltimo, hacemos las operaciones por separado:

0 -2
JAB=2 -1 31 Lo =2 0+3-1 2+0+2 |_| 4 8 (1.9.1)
2 0 -1 1 0+0+1 —4+0-2 2 -12

_6C2=—6 4 1 4 1 -6 16-3 4+2 |_| -78 -36 (1.9.2)
-3 2 -3 2 -12-6 -3+4 108 -6
Para finalizar, se suman los resultados (1.9.1) y (1.9.2):

D=2AB_6C2=| 4 8 |, -78 36 |_[ 4-78 8-36 |_[ -714 -28 |
2 -12 ) 108 -6 2+108 -12-6 ) | 110 -18
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5. Enlas expresiones siguientes supongase que las operaciones estan definidas. Factorizar la matriz que sea posible.

Solucion

a) A’B-AC=A(AB-C) ¢) BA+6A =(B+6DA

b) BA’- CA=(BA?- C)A d) A’BA -4A%=A(AB - 4DA
6. SiA,BeM ,aquéesigual (A-B)?

Solucion

Como son matrices, cuando se realice el producto debe tenerse cuidado del orden en el que se encuentran las matrices:
(A-B?=(A-B)A-B)=A(A-B)-B(A-B)=A’-AB-BA + B~
7. SiA,BeM, eidempotentes, ja qué esigual (A +B)*?

Solucion
De modo similar al ejemplo anterior:
(A+BP=(A+B)A+B)?=(A+B)A?+AB+BA +B? por idempotencia

=(A+B)(A+AB+BA +B)

=A’+ A’B + ABA + AB + BA + BAB + B’A + B? por idempotencia
=A+AB+ABA+AB+BA+BAB+BA+B agrupando términos
=A +2AB + ABA + 2BA + BAB +B.

8. Una aplicacion de las matrices cuadradas consiste en evaluar una funcion polinomial con una matriz. Sea f(x) = 3x> —4x— 8y se

desea conocer a qué es igual f(A) con A :[ 21 ; ]

Solucion

Al sustituir el argumento en la variable de la funcion tendremos un problema, quedara el término independiente —8 junto con
las matrices f(A)=3A%- A - 8. {Operacion que no esta definida! Para evitar este problema y dar congruencia a la sustitucion
del argumento por una matriz, el término independiente se multiplica por la matriz identidad del mismo orden que la matriz A,
quedando f(A)=3A?- A - 8I. Haciendo las operaciones por separado para cada término del polinomio y después sumando:

3A2=3 2 1 2 1 =3 35 9 15 ler. término
-1 3 -1 3 -5 8 -15 24

—81=-8 30 3er. término
0 1 0 -8

3AZ_A—8I= 9-2-8 15-1+0
-15+1+0 24-3-8

-2 -1 2do. término
1 -3

14 suma de los 3 términos
—14 13
9. Demostrar que si D, Q € M, entonces son conmutativas.

Demostracion

Notese que las componentes de DQ son 2 wdy = dﬁqu
k=l
son cero si i # j, quedando unicamente las de la diagonal principal, las cuales, por ser nimeros, son conmutativas.

pero como Q es diagonal q;= 0 si i, entonces las componentes de DQ
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10.

11.

12.

13.

Demostrar que si D € M,y A es del mismo orden, entonces DA es la matriz A con las componentes de la fila 7 multiplicadas por
la componente d,..

Demostracion

Denotando por B =DA y considerando que en D las tinicas componentes que pueden ser diferentes de cero son las de la diagonal
principal. Las componentes del producto:

n

bij = Zdika@. = dii%- parai,j=1,2,...,n.
=

Del mismo modo, AD es la matriz A con las componentes de la columna j multiplicadas por la componente d]]

Demostrar que si la matriz A es invertible, entonces la inversa y la transpuesta son permutables. Es decir, (A1) = (A)L. Como A
es invertible, existe A, tal que:

AA=1 obteniendo la transpuesta de este producto.
(ATAY=I'=1 de la transpuesta de un producto.
A(A ) =1 se concluye por definicion de inversa.

De la misma manera, para (A™')'A' =1, donde (A1) = (A% .

Si A es una matriz simétrica y C una matriz del mismo orden que A, entonces C'AC y CAC’ también son simétricas.

Solucion

En este caso, tenemos que verificar el cumplimiento de la definicion de matriz simétrica:

con(Cty=C con Af=A

(CACY =CrA/(C') = CA'C = CAC

Del mismo modo, en el otro caso.

110
Dadalamatriz| 0 1 1 |,determinarla forma general para A” con 7 €N.
0 01

Solucion

Como se trata de una matriz triangular, tenemos que al elevar a una potencia 7 € N las componentes de la diagonal principal que-
dan elevadas a dicha potencia, pero estas valen 1. Por tanto, cualquier matriz A” tiene como componentes en la diagonal principal 1;
entonces, si denotamos pora,, b, y ¢, a las componentes (1, 2), (1, 3) y (2, 3) de A”, respectivamente:

a b

e, b, 11ro|bay by
A= 0 1 ¢, |50 1 1[0 1 ¢
00 1 00 1) o o 1
1+0+0 @ _,+1+0 b _,+c ,+0 1 a +1 b  +c |
= 04040 O0+1+0  O+c¢,_,+1 |T| 0 1 ¢, 1
0+0+0 0+0+0 0+0+1 0 0 1

De donde surgen las relaciones recursivas:

a,=a_,+1,c=c _+1yb =0, +c .

n n

Comoa,=a, +1yc,=c,_,+1tienenla misma formay la cantidad inicial es la misma a;= ¢, = 0, se concluye que a, =c,.
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Entonces:
1 a b a,=a, +1
Ar=| ¢ 1n a: conq b =b  +ta_
0 0 1 a,=b,=0
Desarrollando cada relacion recursiva:
a,=a, tl1=a, ,+1+1=a, _,+2=a, ,+3=--=ay+n. (1.9.3)

Entonces, sustituyendo (1.9.3) en la relacion recursiva de b,:
b=b,_,+a, ,=b _,ta+tn-1=b _,+a+(n-2)+a+@n-1)=--

b=by+(n-1Day+1+2+--+(n-2)+(n-1). (1.9.4)

Pero, 1+2+---+(n-2)+(n-1)= @ , sustituyendo en (1.9.4) y de (1.9.3) junto con a, = b,=0:
a,=a,+n=n

(n=Dn _(n—D)n

b=b+m-1)a,+— 1.9.5
n 0 ( ) 0 2 2 ( )
Por ultimo, sustituyendo (1.9.5) en A™:
1 (n-Dn
Ar= 2
01 n
00 1

m Conceptos tedricos sobre estructuras

Durante todo el texto revisamos estructuras algebraicas que, dentro del algebra moderna, reciben nombres particulares que dependen
de las propiedades que cumplan sus elementos. Aunque no constituye un requisito conocer dichos nombres para entender la evolucion
del contenido del texto, creemos conveniente presentar un listado de estos para los lectores que tengan un interés mas teorico.

Asi, entendemos por estructura algebraica a un conjunto de elementos con unas propiedades operacionales determinadas. Es

decir, un objeto matematico constituido por un conjunto no vacio y algunas leyes de composicion interna definida en este es una es-
tructura algebraica. Las estructuras algebraicas mas importantes son:

| I I I R )

Magma: Es una estructura que solo tiene definida una operacion interna entre sus elementos.
Semigrupo: Es una estructura con una operacion interna y sus elementos cumplen la propiedad asociativa.
Monoide: Es una estructura con una operacion interna, sus elementos cumplen la propiedad asociativa y tiene elemento neutro.

Monoide abeliano: Es una estructura con una operacion interna, sus elementos cumplen la propiedad asociativa y conmutativa y
tiene elemento neutro.

O Grupo: Es una estructura con una operacion interna y sus elementos cumplen la propiedad asociativa, tiene elemento neutro e inverso.

Grupo abeliano: Es una estructura con una operacion interna y sus elementos cumplen la propiedad asociativa y conmutativa,
tiene elemento neutro e inverso.

Con la clasificacién anterior podemos decir lo siguiente con respecto a las matrices.

a

M, - con la operacion interna suma entre matrices es un grupo abeliano.

QO M, - con la operacion interna producto entre matrices es un monoide.
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0 M_,.cM - conla operacion interna producto entre matrices es un monoide abeliano.
0 M cM, - con la operacion interna producto entre matrices es un grupo.

Q M, MTcM, - con todas sus componentes de la diagonal principal diferentes de cero y la operacion interna producto entre ma-
trices es un grupo.

0 M ' cM, - conla operacion interna producto entre matrices es un grupo abeliano.

0 M, cM, - contodas sus componentes de la diagonal principal diferentes de cero y la operacion interna producto entre matrices
es un grupo abeliano.

Del mismo modo, con la clasificacion anterior es posible diferenciar a los conjuntos de numeros N, Z, Q y R, con respecto a las ope-
raciones comunes de suma y producto.

0 (N, +) - semigrupo conmutativo, (N, +) -monoide abeliano, (N, x) — monoide abeliano.

Q (Z,+),(@Q,+), (R, +) — grupos abelianos.

Q (Z,x),(@Q,x), (R, X) — monoides abelianos.

Q (Z- {0}, x), (Q- {0}, %), (R - {0}, x) — grupos abelianos.

En los conjuntos revisados hasta el momento hemos hablado de dos operaciones internas: la suma y el producto. Una estructura alge-
braica que tiene dos operaciones internas también tiene una clasificacion con respecto a estas, las clasificaciones mas importantes son:

O Semianillo: Es una estructura que con respecto a la suma es un monoide abeliano y con respecto al producto es un monoide.
O Anillo: Es una estructura que con respecto a la suma es un grupo abeliano y con respecto al producto es un semigrupo.

O Cuerpo: Es una estructura que con respecto a la suma y producto es un grupo abeliano.

Con estas estructuras M, , M.y M~ —son anillos; M ' - es un cuerpo.

m Calculo de matrices con Matlab

Los calculos de los ejemplos desarrollados en el presente capitulo son relativamente sencillos, considerando que en la gran mayoria
de los casos se emplean matrices de orden 3 X 3. Sin embargo, cuando es necesario trabajar con matrices de mayor orden, el tiempo
invertido en las operaciones es mucho mayor. Por eso es muy conveniente el manejo de algiin programa que tenga la capacidad de
realizar calculos matematicos en un tiempo mucho menor y con una alta precision, tal es el caso de Matlab (MATrix LABoratory),
el cual se eligio debido a que emplea un lenguaje sencillo y con este es posible realizar una gran cantidad de operaciones de algebra
lineal. En el Anexo B se describe el ambiente de trabajo de Matlab y se presenta una lista detallada de comandos que permiten realizar
operaciones entre matrices y vectores mediante una serie de ejemplos.
En Matlab se tienen definidas algunas funciones para determinar ciertos componentes de la matriz. Por ejemplo, sea la matriz:

5 -1 -6
A=l 2 4 1
0 -3 3

Esta matriz se puede declarar en el PROMPT, como:

> A =[5 -1 -6; -2 -4 1; 0 -3 3] $ MATLAB PRESENTA LA MATRIZ
A= 5-1-6
-2 -4 1
0 -3 3
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Las funciones para determinar los elementos de la matriz son:

Tabla 1.3
Funcién de Matlab {Qué hace? Presentacion de Matlab
>> size (B) Devuelve el tamafio de la matriz A. ans = 3 3
>> A(6) Las componentes de la matriz se identifican por columnas: | ans = -3
A(D) A(4) A(7)
A(2) A(5) A(8)
AQ3) A(6) A®9)
>> A(2, 3) Accede al elemento de la fila 2 y columna 3. ans = 1
>> A(3, : ) Presenta toda la fila 3 de la matriz. ans = 0 -3 3
ans = -1
>> A(:, 2 ) Presenta toda la columna 2 de la matriz. -4
-3
>> A(3, 1:2) Presenta de la fila 3 las columnas de la 1 a la 2. ans = 0 -3
>> A(1, [2 1]) Presenta de la fila 1 las columnas 2 y 1. ans = -1 5
=-1-6
>> A([1 2], 2:3) |Presentadelafila 1y 2las columnas dela 2 ala 3. ans 41

En los dos ejemplos siguientes se muestra el uso de Matlab para realizar operaciones basicas entre matrices, estas se realizan después
de definir a cada matriz en el PROMPT e indicando, otra vez, en la linea de comandos las operaciones que se desea realizar, emplean-
do la notacion de las matrices definidas con anterioridad. En el Anexo B (véase CD-ROM) se encuentra una explicacion detallada de
operaciones entre matrices.

Resolver el ejemplo 1.12, A(3B — 4C) con ayuda de Matlab y verificar que se obtiene el mismo resultado. Donde:

-2 1 4 1 2 -1
A=[_22 ’01 §],B= 3 -1 2 |yC=| 0 1 2
1 0 0 -1 0 3
Solucion

Las tres matrices se pueden introducir de manera simultanea en una misma linea después del PROMPT, o una en cada linea
terminando con punto y coma, ;, para que Matlab no las despliegue en la pantalla.

>> A=[2 -1 2; -2 0 3]; SDEFINICION DE LA MATRIZ A
>> B=[-2 1 4; 3 -1 -2; 10 0]; $DEFINICION DE LA MATRIZ B
>> C=[12 -1; 01 -2; -1 0 3]; SDEFINICION DE LA MATRIZ C
>> A* (3*B-4*C) $INSTRUCCION PARA REALIZAR LA OPERACION INDICADA.
ans = -15 -3 6
41 10 -68
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¥ & E=EHFL

»r A*(J*B=450) A

*¥ A=[2
¥ B[-2 1 47 8 -1 =3¢ 1 @ O)r NOEFINICIU K
#roe=[d 2 =iy 2 % =3r-1 9 Ar SEEFINIGIWE L
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B s |
Figura 1.1 Pantalla de comandos del PROMPT, ejemplo 1.42.
- /
T ) N\
Haciendo uso de Matlab, calcular el producto (AB)C (véase ejemplo 1.13). Donde:
V2 -x 618
1 12 -6 -2 1 2
A= N 2466 ¢ |\ B=| 18 9 -3 |yC=l1 4
= 24 -12 4 30
-3496 4135 0
Solucion
Definiendo las matrices en el PROMPT:
>> A=[2"(1/2) -pi 678; 1/35"(1/2) 2466 exp(l); -3496 4135 0];
>> B=[12 -6 -2; 18 -9 -3; 24 -12 -4];
>> C=[1 2;1 4;3 0];
>> A* (B*C) $INSTRUCCION PARA REALIZAR LA OPERACION INDICADA.
ans = 0 0
0 0
0 0
- /

En Matlab se tienen definidas algunas de las matrices particulares que revisamos en la seccion 1.6. A continuacion se muestra un
resumen de algunas de las opciones que presenta Matlab. Sea la matriz:

> A =[5 -1 -6; -2 -4 1; 0 -3 3] % MATRIZ UTILIZADA ABAJO EN LA TABLA
Tabla 1.4
Funcion de Matlab {Qué hace? Presentacion de Matlab

>> B=zeros (2)

Crea una matriz nula de orden 2 x 2

B= 0

>> zeros (2,3)

Crea una matriz nula de orden 2 x 3

0
ans = 0
0

O OoO|o o
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Funcion de Matlab {Qué hace? Presentacion de Matlab
. J= 1 1
>> J=ones (2) Crea una matriz de unos de orden 2 x 2 1 1
. ans = 1 1 1
>> ones (2,3) Crea una matriz de unos de orden 2 x 3 1 1 1
.. . I =1 0
>> I=eye (2) Crea una matriz identidad de orden 2 0 1
. . ans = 1 0
Crea una matriz de unos en la diagonal y ceros
>> eye(3,2) 0 1
fuera de esta de orden 3 x 2 0 0
.. ans = -2 0 0
>> v=[-2 4 3] Crea una matriz diagonal con los valores de v en la 0 4 0
>> diag(v) diagonal principal 0 0
Escribe la diagonal principal de la matriz A ans = o
>> diag(A) scribe la diagonal principal de la matriz A como 4
una matriz columna 5
>> trace (A) Devuelve la traza de la matriz A ans = 4
>> T=A' T= 5 =2 0
Otra forma Matriz transpuesta -1 -4 -3
>> T=transpose (A) -6 1 3
C triz 3 x 3 de ent fil S
>> magic(3) rea una matriz de enteros cuyas filas y 3 5 7
columnas suman lo mismo
4 9 2
>> rand (2 i ans =
2 Crea una matriz 2 X 2 (0 en la otra forma m x n) de
Otra forma , leator distribucis i 0.1 0.8147 0.1270
>> rand (m, n) numeros aleatorios con distribucion uniforme (0, 1) 0.9058 0.9134
>> randn (2) . ans =
Crea una matriz 2 X 2 (0 en la otra forma m x n) de
Otra forma ; leatori distribucic 101 0.3188 -0.4336
>> randn (m, n) numeros aleatorios con distribucién normal (0, 1) S1.3077  0.3426

s S

punto para las matrices siguientes.

111 2 -6 2 40
J=l111 A= 8 0 -3 |yD=| 0 5
111 0 2 4 00
a) J?
b) (AD)J
¢) (ADY

d) Si f(x)=24*-3x+4 calcule f(A)

0
0
-4

Utilizando las matrices particulares que presenta el paquete Matlab y operaciones entre matrices, calcular lo que se pide en cada

~
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Solucion

Definiendo a las matrices A, D y J, en el PROMPT de Matlab:

>> J = ones(3);

[2 -6 2; 80 -3; 0,
>> D = diag([4 5 -4]);

>> I = eye(3);

$%%%%%%%% PARA EL INCISO a)

>> J"8

ans = 2187 2187 2187
2187 2187 2187
2187 2187 2187

$%%%%%%%% PARA EL INCISO b)

>> (A*D)*J
ans = -30 -30 -30
44 44 44
-26 -26 -26

$%%%%%%%% PARA EL INCISO c)

ans = 8 32 0
-30 0 -10
-8 12 -16

%$%%%%%%%% PARA EL INCISO d)
>> 2*AN2-3*A+4*T

ans = -90 -14 54
8 -80 17
-32 -10 36

-2 4];

o°  oe

o\

GENERA LA MATRIZ DE 1 ORDEN 3X3.
GENERA LA MATRIZ A

GENERA LA MATRIZ D

GENERA LA MATRIZ IDENTIDAD 3X3

N

J

Para finalizar, a continuacion vemos el uso de Matlab para llevar a cabo la ardua labor de calcular matrices escalonadas reducidas y

matrices inversas.

Definiendo en el PROMPT las matrices:

>> A=[2 -1 0; 3 -4 1;
A=2 -1 0
3 -4 1
5 -3 -1

5 -3 -11,

B=

[111;, 01 -1; 2 3 4]
1 1
1 -1
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Tenemos las funciones para la forma escalonada reducida y la matriz inversa.

Tabla 1.5
Funcién de Matlab {Qué hace? Presentacion de Matlab
ans = 1 0 0
>> rref (A) Forma escalonada reducida de A 0 1 0
0 0 1
. ans = 2.3333 -0.3333 -0.6667
>> inv (B) . .
B debe ser cuadrada Calcula la inversa de la matriz B -0.6667 0.6667 0.3333
-0.6667 -0.3333 0.3333
Calcula la inversa de la matriz B, ans =
>> format rat pero la instruccidn previa permite 7/3 -1/3  -2/3
>> inv (B) visualizar el resultado con una -2/3 2/3 1/3
aproximacion racional -2/3  -1/3 1/3

u : A N
) En caso de que la matriz no sea . . .
- . ) Resolver el ejemplo 1.38 con Matlab, encontrando una matriz equivalente en la
J invertible, Matlab presenta el si- . .
I . forma escalonada reducida para la matriz B:
guiente mensaje:
Warning: Matrix is singular 10 -3 2
to working precision. B= 3 2 -7 8
0 -1 -1 -2
Si la matriz no fuera cuadrada, Matlab pre- 2 2 4 8
senta el siguiente mensaje:
Solucion
Error using in v Matrix Declarando la matriz B en el PROMPT de Matlab:
must be square.
>B=1[10-32;32-78;0-1-1-2;22-428];
>> rref (B)
ans = 1 0 -3 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
& /
S - N
Para las siguientes matrices encuentre la inversa por el método de Gauss-Jordan:
10 2 1 .
A = , A= (Ejemplo 1.40)
Solucion

Hay dos maneras de obtener la inversa; siguiendo el método de Gauss-Jordan se tiene:
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O Primero, para A

Forma 1

>> Al=[1 0;4 2]; I =eye(2); % Matriz Al y la matriz identidad 2x2.
>> C=[A I] % Se escribe la matriz ampliada, llamada C.
c= 1 0 1 0
4 2 0 1

>> format rat $Permite visualizar el resultado con aprox. racional.
>> rref (C) %Se lleva C a su forma escalonada reducida.
ans = 1 0 1 0

1 -2 1/2

La inversa de A1 esta de la mitad a la derecha.

Forma 2

La otra forma de calcular la inversa es mas sencilla y consta de una sola instruccion.

>> Al=[1 0;4 2]; $Solo es necesario declarar Al
>> inv (Al) $Instruccién para calcular la inversa de Al
ans = 1 0
-2 1/2
0 Para A,
>> A2=[2 1;3 2]; %S0lo es necesario declarar A2
>> format rat %Permite visualizar los resultados en forma racional.
>> 1inv (A2) $Instruccidén para calcular la inversa de A2
ans = 2 -1
-3 2
. )

Con las funciones iniciales referentes a la forma de como acceder a las componentes de una matriz, se pueden llevar a cabo las reduc-
ciones entre renglones de una matriz.

o B
Encontrar las transformaciones elementales entre renglones del ejemplo 1.33 mediante Matlab.
0 -1 4
A=l 6 2 1
1 4 -3

Solucion

Para que las reducciones se realicen con fracciones, primero se define la salida del formato numérico en aproximacion racional
y después se van realizando cada una de las transformaciones.
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>> format rat

>> A = [0, -1, 4;
>> A(2,: ) = A(2,:
>> A(l,: ) = A(1,:
>> A(3,: ) = A(3,:

SE DEFINE LA MATRIZ

SE OBTIENE LA MATRIZ Al
SE OBTIENE LA MATRIZ A2
SE OBTIENE LA MATRIZ A3

[e)}
—_— - -~
| + S~
I ) S NS
* o~ ~
=N
—_ =
N e ~
~
. — —
~
—
[N
<~
1
w
~
o°  d°  oe  o°

4 oI & P 12 1, 4 A WEE DEFIE 1A WATEOT
o= Ri¥.q ¥ f2 X

0 -4 ]

| 1 5]

H L i

11 = Sidem pekidani ¥ 10 CSTIEME LI EATRID LI

4 o i

3 1 IF |

i i

-

Figura 1.2 Pantalla de comandos del PROMPT, ejemplo 1.47.

/

En Matlab también se pueden realizar operaciones en modo simbdlico, declarando en el PROMPT las variables a través del comando
syms o sym. Cuando son diversas variables, el comando se usa para separarlas con espacios en blanco.

>> syms X Y z

Tabla 1.6
Comando de Matlab (Qué hace?
>> syms X Declara a x como un simbolo.

Declara a x, y, z como un simbolo.

>> sym(A)

Declara a todo lo que esté en el argumento en modo simbolico.

X
0

Encontrar A” con n €N, donde A =

Solucion

y
X

Declarando las variables x y y en modo simbolico, entonces se puede definir a la matriz A. Después, se eleva a diferentes po-
tencias la matriz A y se observan sus resultados para encontrar una relacion con la potencia para obtener la expresion general.
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> mE X A
#7 h=IR, yil,a]

Aom

[ = ¥]
L Y X}

»» h"]
EEE =

[ =3,
| =

ELE 'y

o
| b |

»» R*30

aR3 =

[ &30, 0=z 1@4y]

[ -1 r*2a]

e B Dol

aEm =

| ®"2h%; ZHE"H TRLTY]
[ B 2341

N

La expresion general resulta:

N

n n-1
Ar=| ¥ ™)
0 x"

Aunque esta no se puede considerar como una demostracion, en muchos casos sirve
para encontrar la expresion general que se pide.

Figura 1.3 Pantalla de comandos

del PROMPT, ejemplo 1.48.

x ny
0 «x

Ejercicios 1.7

I FEjercicios con Matlab

| 1. Dadas las matrices A y B, calcule los incisos indicados:

i 0
St
4
4 5 -6 1
C=|2 0 1| F=| 2
3 4 2 2

a) (BA)' + (CFY.

b) (2A +4B)A’ - 70L

¢) (BA+3CF2

d) (AB)! - (21 + AA)BB.

) ((BA—FC)_I)Z.
£) (S9AC-IBY.

g) [F‘l +%C]B—A’ .

L

k]

h) Si f(x) =4 - 52 + 6x - 8, calcule f(F), f-(F), £(C)
yf7(C).
i) Sif(x,y) =3~ 2) calcule f(F, C)y f(C, F).

Obtenga la forma escalonada reducida de la matriz.

2 =3 40

a) A=l 3 2 5 1
5200
00 1 -1 2
1 1 -1 2 0

b) B=| 1 1 0 1 2
2 22 0 1 -1
1 30 0 1

2 46 -23282
A= .3 5 1 |, B=

, 1 s -1 02 -3

4 6 7 1
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5. Utilizando Matlab encuentre A” con 7 €N, en donde

1 2 1 0 2
0 1 -1 1 2 1 0
yC={ 11 0 1 -1 A=| 0 1 «
2 -2 2 1 5 0 01
1 4 -1 0 2
4. Utilizando Matlab encuentre A” con # € N, en donde
A=| ¥ 0]
-x X
Ejercicios de repaso
Preguntas de autoevaluacién del capl’tulo 1.15 Explique si es correcta la afirmacion. Siempre que la su-
ma A + B no estd definida, tampoco estara definida la
1.1 Dadas dos matrices A y B, jcudles son las condiciones para suma B + A.
que se puedan restar? 1.16 Explique si es correcta la afirmacion. Siempre que el pro-

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13
1.14

Dadas dos matrices A y B, ;cuales son las condiciones para
que se puedan multiplicar?

(Es posible que si una matriz no es cuadrada pueda tener
inversa?

(Es posible que si una matriz no es cuadrada pueda ser
idempotente?

(Es posible que si una matriz no es cuadrada pueda ser nil-
potente?

Dada una matriz diagonal, ;cuales son las condiciones
para que sea invertible?

(En qué condiciones se puede considerar que el producto
entre matrices es una estructura algebraica?

Dada la matriz A € M, , ibajo qué condiciones serd posible
que A =-A?
Dadala matriz A € M, , (bajo qué condiciones serd posible
que A=A”"

Dadas las matrices Ae M, yBeM , ibajoqué condicio-
nes sera posible realizar la operacion A + B? ;Cuando sera
posible realizar la operacion AB?

Dadas las matrices Ae M, yB e M, jcuando serd posible
realizar la operacion AB? y jcuando BA?

Es cierto que J, A e M, entonces JA = A. Recuerde la
definicion de la matriz J.

Si A es nilpotente para =3, ja qué es igual AY?
Si A es idempotente, ja qué es igual A%?

ducto AB no esta definido, tampoco estard definido el

producto BA.

1.17
del mismo orden que A).

1.18
(A qué es igual (ABC)?
1.19

Ejercicios numéricos complementarios

Dadas las matrices A, By C, calcule los incisos indicados.

0 1 =2
A:2-131,B: 1 3 2
0 3 45 2 0 -3
110
-1 2
y C=| 22 1
4 1
1.20 AB
1.21 BC
1.22 A(BC)

1.23 (AB) yBA’

Si la matriz A es involutiva, ja qué es igual A3y A*? (B es
SiAeM, ,BeM  yCeM, cuiles el orden de ABC?

(Cuales son las propiedades que deben cumplir los elemen-
tos de un conjunto para que formen un grupo abeliano?
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1.24
1.25
1.26
1.27
1.28
1.29
1.30
1.31
1.32
1.33

1.34

1.35

1.36

1.37

1.38

1.39

(ABC)' y CB‘A’

AA’y su traza

AA’"- ABCy su traza
A’A y su traza

(AA’- ABC)!

BB - I3 x3

BB-L, )"
(4BB-1,,)"
(“BB-T,, )y

Dada la matriz A encuentre su inversa y f(A) en don-
de f(x)=3x"-2x+4

1 00 3

a) A=| 1 20 b)A=[1_2]
2 0 3
2 -1 0

0 A=l 0 2 1 d)A=["22_34]
0 0 2

2 0

Sean A= 143 y B=| 1 0 |, calcule AB,

01 -1 3 4

BA, (AB)!y (BA).

Sea J la matriz de unos de orden 4 x 4, calcule J? y J3.

Sea A= ( (1) ]; J , keR, calcule A’y A3. Con los resulta-

dos, jpuede calcular A” con n € N?

Generalice el resultado del ejercicio anterior para

A:[m k

Jk,meR.
0 m
Sea la matriz A=

1 30
013
001

resultados obtenidos, jpuede calcular A”, para n € N?

, calcule A%, A3, Con los

Calcule el producto (AB)C, en donde

N

. %6 3 1
A= T 2466 e |, B=| 18 -9 -3

35 12 6 2

3496 4135 0

1 0
yC=l 1 -1
3
1.40 Sea A= cos(x) —sen(x) , encuentre AL,
sen(x) cos(x)
Dada la funcién f(x) y la matriz A, calcule en los siguien-
tes ejercicios f(A)y A~
1 -1 2
141 Sea f(x)=3x*-4x+8y A=| -2 0 1
1 20
1.42 Sea f() = —x—1y A=[ 11 ‘21 j
2 0 00
0-10 0
1.43 Sea D= () =243 — 4 + 3.
001 0 v
0 0 0 -2
Calcule f(D).

Ejercicios de comprension con grado
de dificultad uno

1.44 Sea la matriz A :[ (1) 1 ], calcule A?, A3y en general

A" paraneN.
2 -3 -5
1.45 Pruebe que la matriz A=| _1 4 5 | es idempo-
tente. 1 -3 -4
1.46 Encuentre la parte simétrica y antisimétrica de la matriz A
del ejercicio anterior.
0 8§ -3
1.47 Dada la matriz A=| _1 (0 1 |, encuentre la parte
1 -3 2
simétrica y antisimétrica.
1.48 Si A es idempotente y B =1 — A, encuentre los productos
AByBA.
1.49 Sea A=[ g1 j, calcule A% y A3. Con los resultados,
x

(puede calcular A”, para n e N?
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1.50

1.51

1.52

1.53

1.54

1.55

1.56

1.57

1 11
Sea A=| 0 1 1
001

(puede calcular A”, conn e N?

, calcule A% y A3. Con los resultados,

Sea A= , calcule A%y A3, Con los resulta-

S O R

0
1
0

— o O

o O O O

000

dos, ;puede calcular A” con n e N?

Si A e M, e invertible, ademas cumple con 4A — 81 = 0.
Encuentre AL,

Sean D, D, € M,, matrices diagonales. Exprese D, + D, a
través de sus trazas.

Sean D, D, € M,, matrices diagonales, serd posible expre-
sar D, D, a través de sus trazas. Explique su respuesta.
Sean D, D, € M, matrices diagonales, pruebe si son con-
mutativas.

Sean A, B € M, matrices triangulares, una superior y la
otra inferior, jqué resulta de AB?

Sean A, B € M,, matrices triangulares, una superior y la
otra inferior, pruebe si son conmutativas.

Ejercicios de comprension con grado

de dificultad dos
1.58 Seanl, J € M matriz identidad y de unos, demuestre que
1 . .
A =1=--7 essimétrica.
n
1.59 SiJ eM,, entonces J* = nJ. Generalizando J* = n*1J y
tr(J¥) = .
1.60 SeanAeM, ,BeM yCeM,matrices, factorice el tér-

1.61

1.62
1.63
1.64

1.65

mino que sea posible en cada caso y escriba las condiciones
para hacerlo:

0 ABC * BC 0 (ABC) + CB!
0 AB + ABC 0 BA’ + (ABCY

Sea A una matriz columna (n x 1) yBeM_,
((A’A)BY = (A’A)B".

Sean A, B e M, , desarrolle (A + B)~

Sean A, B e M , desarrolle (A + B)*.

Sean A, B €M , ;para qué casos se cumple (A + B)’ =
A%+ 2AB +B?%?

Sean A, B €M , ;para qué casos se cumple (A + B)’ =
A?+B?

pruebe que

1.66

1.67

1.68
1.69
1.70
1.71

1.72

1.73

1.74
1.75
1.76

1.77

1.78

1.79
1.80

Sean A, Je M, , iqué condiciones debe cumplir la matriz A
paraque (A £ Jy?=A2+J%

Sean A, Be M, , iqué condiciones deben cumplir las matri-
ces para que (A =+ B)>= A%+ AB + B?

Sea A € M, , pruebe que AA es una matriz simétrica.
Sean A, BeM _, pruebe que (A £ B)'=A’+ B’
Sean A, B e M , pruebe que (A +B)! =A™+ B

Sean A, B €M, , pruebe que si AB =0, entonces las matri-

ces no son invertibles.

Demuestre que si A es idempotente y B =1 — A, entonces
Ay B son conmutativas.

Demuestre que si A es una matriz simétrica, entonces A es
simétrica.

SiA,BeM, , Ainvertible y AB =0, entonces B =0.
Sean D, D, € M, diagonales, entonces son conmutativas.

SiAeM einvertible, y cumple con A*— A +5I=0, repre-
sente A a travésde A e,

Demuestre que si A es una matriz involutiva y
B,=(I+A)/2,B,=(I-A)/2, entonces B,B, = 0.

Sea A=[

resultados, ;puede calcular A”, n e N?
SiAeM, yA’+A-1=0,encuentre A

SiAeM yA*! =0, demuestre que I-A)'=I+A+A?
+o+ A%

cos(x) —sen(x)

cos(x)

, calcule A? y A3. Con los
sen(x)

Ejercicios de comprension con grado
de dificultad tres

1.81

1.82

1.83

1.84

1.85

1.86
1.87

Encuentre todas las matrices de M, que cumplan a;=i+j
paratodaiyj.

Si AB es una matriz simétrica, demuestre que A y B tam-
bién son simétricas.

Demuestre que si A es una matriz simétrica, entonces A”
para cualquier n € N es simétrica.

Si B = C'AC, pruebe por induccién matematica que
B*=C'A"C paraneN.

Demuestre que si A es una matriz involutiva, entonces
B,=(I+A)/2yB,=(I-A)/2 son idempotentes.

SiA,IeM, y A idempotente, encuentre (A +I)".

Demuestre que si A €M, es simétrica y ademas A? = 0,
entonces A =0.
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1.88

1.89

1.90

1.91

1.92

1.93

Demuestre que no existen matrices A, B € M, , tales que
AB-BA=1L

SiAeM yaA’+bA+d=0conay cdiferente de cero,
encuentre la inversa de A.

Cuando A, BeM_ y AB =0, ;serd posible concluir que
A=00B=0?

Sean A, B € M, y A invertible, entonces

O A +B es invertible si y solo si I + BA™! es invertible.

O A + B no es invertible si y solo si I + BA™! no es inver-
tible.

Seanl, J € M, matriz identidad y de unos, respectivamen-
te. Demuestre que

o A=I- 1 J es idempotente.
n

Q la traza de A=I—1J vale n— 1.
n

o A=I- L J es invertible.

P
Sea D e M una matriz diagonal y f(x) un polinomio de
grado m. Demuestre que f(D) también es una matriz dia-
gonal.

1.94

1.95

1.96

1.97

1.98

1.99

Demuestre que si una matriz triangular, superior o inferior,
tiene inversa, entonces dicha inversa es otra matriz trian-

gular.

2
Sea A= 21x * ] , calcule la traza de A” para n e N.
Sea A=| * 0 j , encuentre A" para n €N y calcule su
traza. X
N
Sea A= x X=X , pruebe que es una matriz
x—x* l-x

idempotente, para x € [0, 1].

Sea la matriz A = , x €R, encuentre una ex-

=2 @ =
oS = R
— R O

presion para A” con n € N,

Pruebe por induccién matematica que si A% = 4A - 31, en-

—1A+3—3

tonces A” = I paraneN.
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S <2 EH ~

Programe en Matlab una funcion que efectte las transformaciones elementales entre filas de una matriz.
Programe en Matlab una funcion que compruebe si una matriz es idempotente.

Programe en Matlab una funcion que compruebe si una matriz es nilpotente.

Programe en Matlab una funcion que compruebe si una matriz es involutiva.

Programe en Matlab una funcion que proporcione la parte simétrica y antisimétrica de una matriz.

Dadas dos matrices A y B, en donde todos sus componentes son cero o uno y esta definido el producto AB, programe en Matlab
una funcién que ademas de realizar el producto, proporcione la forma en que las componentes de AB dejen de ser ceros. Por

010 0 1 1 0
ejemplo,sean A=| 1 o o0 |yB=| 1 0 |, entonces el programa debe proporcionar AB=| (¢ 1 |y como se obtienen
011 10 20

las componentes diferentes de cero.

Q (ab),, = 1 se obtiene de a,, = 1 con b, = 1, 0 también se puede indicar con [ ——>2-->1.
O (ab),, =1 se obtiene de a,, = 1 con b;, = 1, 0 también se puede indicar con 2 ——>1-->2,
Q  (ab);, =2 se obtiene de

Q ay=1conb, =1, 0también se puede indicar con 3 - ->2--> 1.

QO  ay=1conb, =1, 0 también se puede indicar con 3 -~ >3 —-> 1.
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Las redes sin matrices no tendrian avances,
pero las matrices sin redes siguen avanzando.

Objetivos generales

Explicar por qué la inclusién de las matrices junto con sus operaciones elementales proporciona una herramienta poderosa para
resolver problemas que relacionan diferentes caracteristicas entre individuos.

Comprender que la forma en que se defini6 el producto entre matrices ocasiona que en la actualidad las matrices desempefien
un papel fundamental en las aplicaciones en varias ramas de la ciencia.

Objetivos especificos

0000000000 OO DO

Definir los grafos.

Explicar las diferencias entre grafos dirigidos y no dirigidos.

Describir la representacion matricial de un grafo.

Aplicar las matrices a la logistica de enlaces de una agencia de viajes.

Aplicar las matrices a la medicina, en la propagacion de epidemias.

Aplicar las matrices a la sociologia, para establecer los rangos de dominancia en un grupo de individuos.
Aplicar las matrices a los problemas de redes para establecer los vinculos entre los habitantes de diferentes pueblos.
Aplicar las matrices a las cadenas de Markov.

Aplicar las matrices para determinar la matriz de probabilidad estacionaria en una cadena de Markov.
Aplicar las matrices a los problemas de lineas de espera.

Aplicar las matrices a los problemas de teoria de inventarios.

Realizar célculos entre matrices con ayuda del paquete Matlab, para las aplicaciones revisadas.

Programar funciones en Matlab que realicen los cdlculos que se requieren en este capitulo entre matrices, sobre todo en la parte
de redes y grafos.
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m Introduccion

La historia del algebra lineal muestra que las matrices originalmente fueron utilizadas para resolver lo que llamamos sistemas de ecua-
ciones lineales. Hoy dia, las matrices juegan un papel muy importante en diferentes areas de estudio, como en economia o ingenieria.
En este capitulo vemos algunas aplicaciones de las matrices que justifican el porqué del estudio independiente del conjunto de matrices
en esta era computacional y de redes; esto es mas provechoso que ver a las matrices como entes que sirven para resolver sistemas de
ecuaciones lineales.

El uso de matrices para resolver problemas practicos no llegd con la aparicion de estas, ya que su objetivo inicial consistia en re-
solver los llamados sistemas de ecuaciones lineales (véase capitulo 4). Por tanto, al principio las matrices tuvieron pocas aplicaciones,
las cuales no resultaban de uso comun. El fisico y matematico aleman Max Born (1882-1970) realizé un estudio sobre los sistemas
fisicos entre 1920 y 1925, a los cuales relaciona con la teoria matricial. Born fue el primero en entender que en vez de concentrarse
en la evolucion de los sistemas fisicos de principio a fin, los esfuerzos se debian enfocar en obtener informacion después de conocer
los estados inicial y final del sistema, sin preocuparse demasiado por saber en forma precisa lo ocurrido en el medio, y que esto tenia
relacién con la teoria de matrices ya establecida por los matematicos.

La concepcion de la evolucidn de los sistemas fisicos establecida por Born fue aprendida por el fisico aleman Werner Karl Heisen-
berg (1901-1976), quien trabajé como ayudante de Born en 1923; dos afios mas tarde, en 1925, Heisenberg concibi6 la idea de agrupar
la informacion de los sistemas fisicos en forma de cuadros de doble entrada, ademas de inventar la mecdnica cudntica matricial. La teoria
cuantica tuvo un éxito enorme y logrd explicar practicamente todo el mundo microscopico. En 1932, poco antes de cumplir 31 afios,
Heisenberg recibi6 el Premio Nobel de Fisica por: La creacion de la mecdnica cuantica.

Otro ejemplo del uso de la teoria de las matrices lo present6 la matematica austriaca Olga Taussky-Todd (1909-1995), quien entre
1943 y 1947 trabajo como ingeniera de aviones en el Laboratorio Nacional de Fisica de Londres. Ahi, Olga Taussky investigd acerca
de las vibraciones producidas en las alas de los aviones supersonicos (o fenomeno de la aeroelasticidad llamado fluttering) y pudo sim-
plificar muchos calculos a través de ecuaciones diferenciales con el uso de matrices. En fin, existen numerosos ejemplos exitosos en los
que se ha aplicado la teoria de matrices, pero que no pertenecen a los objetivos del texto.

En este capitulo revisamos algunas aplicaciones que se pueden realizar con las matrices. La forma en que se trata cada problema
es la siguiente: primero, antes del uso de las matrices, proporcionamos una introduccion de los conceptos y los resultados necesarios
para una mejor comprension del tema; después, empleamos las matrices para resolver el problema. Los temas de aplicacion que trata-
mos en este capitulo estan relacionados con administracion, ciencias sociales, ingenieria industrial, informatica, medicina, investiga-
cion de operaciones, etcétera. Asimismo, las aplicaciones que contemplamos en este capitulo son:

O Grafos. En esta aplicacion revisamos qué es un grafo dirigido y no dirigido, la matriz de incidencia y su representacion matricial.
La aplicacion del producto entre matrices nos ayuda a determinar los enlaces entre nodos.

O Agencia de viajes. Una aplicacion de la propiedad asociativa del producto entre matrices se puede realizar con el problema de
asignacion de rutas por una agencia de viajes, para poder ofrecer al cliente diferentes rutas de viaje de una ciudad a otra. La matriz
del modelo puede construirse con distancias, costos y tiempo de viaje entre ciudades, entre otras.

O Propagacion de epidemias. Otra aplicacion de la propiedad asociativa del producto entre matrices se puede ver al estudiar como
se propaga un virus entre los habitantes de las poblaciones afectadas.

O Dominancia entre personas. En las actividades sociales de los individuos de un grupo puede ser de interés conocer a los verdaderos
lideres del grupo y la forma en que influyen en el resto del grupo. Las matrices y sus propiedades proporcionan una herramienta
facil, pero efectiva, para encontrar estas relaciones.

O Logistica. Mediante las matrices de incidencia de una red de transporte es posible determinar las diferentes rutas que pueden co-
nectar un nodo con otro u otros nodos, para poder programar la logistica de distribucion de una empresa a sus consumidores.

O Criptografia. Uno de los problemas militares mas antiguos que se refieren al envio de mensajes codificados tiene en las matrices
un método muy popular de codificacion que presentamos mas adelante.

O Cadenas de Markov. Las matrices encuentran una aplicaciéon muy importante en los problemas de la probabilidad condicional y
los procesos estocasticos, para analizar las tendencias que puede tener un negocio, bajo ciertas condiciones de mejora, que se pue-
den calcular a través de las matrices de transicion.

O Lineas de espera. El problema de las lineas de espera bajo ciertos supuestos se puede llevar a un problema estocastico que es facil
de resolver mediante matrices.
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0O Modelo de inventarios. Otra aplicacion de las cadenas de Markov se revisa mediante un modelo estocastico particular de inven-
tarios.

O Uso de Matlab. En esta parte de las aplicaciones resulta fundamental el uso del paquete Matlab, para realizar las operaciones entre
matrices.

m Conceptos basicos de redes y grafos

Enla actualidad, la teoria de grafos se ha estudiado bastante, de manera que la cantidad de areas con las que se vincula es muy extensa.
De este modo, si se tiene en cuenta que el objetivo principal del tema es su relacion con las aplicaciones y matrices, en esta seccion rea-
lizamos una acotacién sobre el tema y nos concretamos en los puntos principales de los grafos que son requeridos en las aplicaciones.

La palabra grafo que hoy dia utilizamos en computacion y matematicas proviene del griego grafos, que significa “dibujo, imagen
o grafica”. Aunque grafo y grafica son lo mismo, aqui optamos por llamarla grafo, para conservar la nomenclatura usual del tema en
la literatura. Hecha esta aclaracion, podemos decir que en el texto los grafos se acotan al estudio de las relaciones binarias entre dos
conjuntos de objetos llamados vértices o0 nodos unidos por segmentos de recta llamados aristas o arcos.

Grafos. Sea N un conjunto de nodos o vértices y 4 un conjunto de aristas o arcos, llamamos grafo G al par ordenado
G = (N, 4), donde cualquier elemento de A4 relaciona a elementos de N. Se llama grafo dirigido (véase figura 2.1a)
cuando se cumplen dos condiciones:

O Ningun nodo esta conectado consigo mismo.

0O Hay a lo mas una arista que conecta un nodo con otro.

Un grafo sera no dirigido cuando hay dos aristas que conectan un nodo con otro o la arista no tiene direccion (véase
figura 2.1b).

Como se puede observar en la definicion 2.1, restringimos a los grafos dirigidos a una sola parte de estos. Esto se debe a que en las
aplicaciones que revisamos son los casos que tienen mayor interés en las aplicaciones.

—Q@

< [

a) Grafos dirigidos b) Grafos no dirigidos

Figura 2.1 Ejemplos de grafos.

En la definicion 2.2 se contempla la ocurrencia de los siguientes grafos que no son de interés para los objetivos de las aplicaciones de
este texto; en otras palabras, las siguientes situaciones no ocurriran en los problemas revisados aqui.

O Grafo nulo: Cuando N=A4=0.

O Grafo vacio: Cuando 4 =0.

O Grafo trivial: Cuando N= {a} y 4=0.

Q Otros: Grafos que requieren analisis mas complejo del que se desea en estas aplicaciones.
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Los grafos que son de interés en las aplicaciones de este texto se contemplan en la definicion 2.2.

Definicion 2.2

Grafos simples. Un grafo es simple cuando no existe enlace de un nodo con este mismo.

En la figura 2.1, ambos grafos dirigidos (véase figura 2.1a) y el grafo no dirigido que carece de direcciones (véase figura derecha de
2.1b) son grafos simples.
En el estudio de los grafos es importante conocer sus recorridos, mismos que podemos clasificar de la siguiente forma:

Definicion 2.3

Trayectoria. En un grafo, un nodo se puede unir con otro en forma directa (una arista) o indirecta (dos o mas aristas).
La ruta que sigue la unién de un nodo con otro se llama trayectoria o cadena. Si ocurre que una arista conecta a
un nodo consigo mismo se llama bucle. Cuando la trayectoria cumple las siguientes dos condiciones se llama ciclo.
O Ninguna arista puede aparecer mas de una vez por una secuencia de aristas.

O Elnodo inicial de la trayectoria es el mismo que el nodo terminal.

Por ejemplo, sean los enlaces siguientes:
Q n,— n,— n,, es un enlace 2 cadena del nodo 7, al nodo 7, a través del nodo #,.

Q n,—n,— n; — n,, es un enlace 3 cadena del nodo 7, al nodo 7, a través de n, y ns.

s - N

El grafo dirigido de la figura 2.2 muestra las dos trayectorias posibles para ir del nodo 1 al nodo
6, sin formar ciclos, referentes al grafo de la figura 2.1a.

Solucion

Podemos apreciar que la trayectoria mas sencilla es 7, — n, — n,, que es un enlace 2 cadena.
Ademas, se tiene la trayectoria n, — n, — n, — n, — n, que es un enlace 4 cadena (véase figura
2.2). También podemos notar que cualquier otra trayectoria formaria ciclos, lo que no es desea-
ble en las aplicaciones.

En general, una trayectoria que recorre 7 aristas (pasa por # + 1 nodos) se llama 7 cadena.
Cuando una trayectoria # cadena pasa o visita un nodo mas de una vez, se llama redundante.

Figura 2.2 Trayectorias 1y 2.
N j

Los grafos que vamos a estudiar no deben tener bucles, ademas de que dos nodos no se pueden unir por mas de una arista entre si. Otra
caracteristica que pedimos a los grafos que vamos a estudiar y utilizar es que sean conexos.

Definicion 2.4

Conexo. Cuando un grafo no se puede dividir en dos grafos, sin eliminar por lo menos una de las aristas, es un grafo
conexo. Un grafo dirigido se llama fuertemente conexo si se puede llegar a cualquier nodo desde cualquier otro nodo.

Representacion matricial de un grafo

En la seccion anterior revisamos que, desde un punto de vista practico, los grafos permiten estudiar las interrelaciones entre unidades.
Por ejemplo, una red de computadoras puede representarse y estudiarse mediante un grafo, en el cual los nodos representan terminales
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y las aristas conexiones que a su vez pueden ser cables o conexiones inalambricas. Como se afirma en el capitulo 1, las matrices se
pueden utilizar siempre que relacionemos un par de propiedades; entonces, podemos concluir que las relaciones binarias (como las
presentadas en los grafos) siempre se pueden representar por una matriz.

Matriz de adyacencia. La matriz de adyacencia es una matriz cuadrada que se utiliza como una forma de representar
relaciones binarias.

Los nodos 7,,..., n, en los grafos se denotan por el numero del subindice, mientras que en la representacion matricial un nodo esta
en la interseccion de la fila y columna correspondiente. Entonces, si tenemos 7 nodos, el grafo se representa por una matriz de orden
n X n, tal que la posicion 7, j es el nimero de aristas que unen el nodo 7 con el nodo ;.

o N

Escribir la representacion matricial de los grafos de la figura 2.1.

Solucion

Las matrices de los grafos de la figura 2.1 son:

momy oy Ay
m [0 1 0 1 1 0 h iy Wy by i i By
|1 0 1 0 0 0 m |0 1 1 1 m( 0 1 1 1
LT 00 0L L0 1010 w1010
n, |0 0 1 0 0 1] n |1 0 0 0] m |1 1 0 1
ng| 1 0 0 0 0 0 n, |0 0 1 0 n, |1 0 1 0
2 [0 0 0 1 1

Una matriz de adyacencia tiene la propiedad de ser simétrica para un grafo no dirigido, sin bucles (véase matriz C).

S /

En las aplicaciones de grafos es muy importante saber interpretar el grafo como matriz y viceversa.

o B
Trazar el grafo que represente a las matrices siguientes:

h iy iy iy X momy Ny Hy 7

[0 1 1 0 0 m {0 1 1 0 1

n,| 1 0 0 1 0 n,| 1 0 1 1 0

A=n |0 1 0 0 1 | ,B=n |1 1 0 0 1

n,| 00 0 0 1 n,| 01 0 0 1

ng |1 0 1 1 0 ns |1 0 1 1 0

Solucion

El grafo lo trazamos de la siguiente forma. Como la matriz es de orden 5 X 5, significa que vamos a necesitar 5 nodos. Entonces,
colocamos los cinco nodos; tal vez la forma mas sencilla es que formen un pentagono. Después, vemos en qué intersecciones de
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filas con columnas la matriz tiene 1 y enlazamos estos nodos, to- Q) Q)
mando como origen la fila y punto final la columna. Es decir, como
as, =1, la flecha de enlace la iniciamos en el nodo 5 y la terminamos A
en el nodo 1. Asi, de manera sucesiva para todos los nodos, con lo @ 6 @ 6
que se obtienen los grafos de la figura 2.3.
En el caso de la matriz B podemos notar que es simétrica, por (@) (5) (@) ()

tanto el grafo es no dirigido sin bucles.
a) Grafo de la matriz A b) Grafo de la matriz B

Figura 2.3 Grafos de las matrices de adyacencia.

S /

En las relaciones binarias existe otra matriz que no necesariamente es cuadrada y que también sirve para representar a los grafos, por
lo que se utiliza en las primeras aplicaciones.

Matriz de incidencia. La matriz de incidencia es una matriz binaria (esto es, sus elementos solo pueden ser unos o
ceros) que se utiliza como una forma de representar relaciones binarias.

R N N

Supdngase que tenemos dos grupos que estan vinculados; el grupo 4 tiene cuatro habitantes y el grupo B tiene cinco habitantes;
la tabla 2.1 muestra como estan vinculados. Se pide representar la relacién o vinculo entre los habitantes de los dos grupos con
una matriz de incidencia.

Tabla 2.1 Vinculos entre los dos grupos
Grupo 4 1 ) Grup;) b 4 5 b b, by b b
. " " g |1 0 1 0 0
; T % 6, |0 1 1 0 1
3 v v a; | 1 0 0 1 0
4 / / g |0 1 0 0 1

Solucion

La matriz de incidencia se construye de la siguiente manera:

O Las columnas de la matriz representan a las personas del grupo B (podrian ser del grupo A).
O Las filas representan a las personas del grupo 4 (podrian ser del grupo B).

O Por cada vinculo entre habitantes ponemos un uno (1) en el lugar correspondiente y llenamos el resto de las ubicaciones de
la matriz con ceros (0).

Entonces, la matriz de incidencia para el ejemplo se muestra al lado derecho de la tabla 2.1.

S /

Nota : — Practicamente cualquier problema puede re-
En teoria de grafos, los elemegtos de una matriz df 1nF1denc1a pueden presentarse mediante un grafo, y su estudio tras-
tener valores enteros no negativos, pero en las aplicaciones que se ven . . , Lo

. . . ciende a las diversas areas de las ciencias exactas
en este texto nos restringimos a las dos condiciones anteriores, de mane- . . . .
. , y las ciencias sociales. En las secciones posteriores
ra que los elementos de una matriz de incidencia siempre seran solo ceros o unos. .
vemos algunos ejemplos.
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Teoria y bosquejo historico de grafos

El resultado mas importante que utilizamos sobre las matrices de adyacencia o la de incidencia cuadrada es el siguiente.

Potencias de una matriz de incidencia cuadrada
Si A es una matriz de incidencia 7 X n de un grafo dirigido, entonces:

O La ij-ésima componente de A? representa el nimero de enlaces 2 cadena del nodo 7 al nodo ;.

O En general, la ij-€ésima componente de A” representa el numero de enlaces 7 cadena del nodo 7 al nodo ;.

Ademds, sea g, la ij-¢sima componente de A”

o Si ai].(’”) = k, entonces hay exactamente  trayectorias 7 cadena, del nodo 7 al nodo ;.

a Si aij(f) =( para s < m, entonces la cadena mas corta desde el nodo 7 al nodo j es una trayectoria m cadena.
a Si aij(” =0 para 1 <5< 7, entonces no existe trayectoria desde el nodo 7 al nodo ;.

O La j-ésima componente de A” se puede calcular de AA™~!, A2A”=2, ..., A”"~!A, no importa si el resultado es el
mismo; entonces, del producto entre matrices:

n n n
_ (m=1) _ (2) (m=2) _ . _ (m-1)
0,5-'”)—2%% —2% I —"'—za,-k Bgo
k=1 k=1 k=1

T B N

Aplicar el teorema 2.1 a la matriz A del ejemplo 2.3, para encontrar los enlaces 2 y 3 cadena.

Solucion

Utilizando el resultado del teorema 2.1 y elevando al cuadrado la matriz A:

01100 01100 11011 212 21
10010 10010 01101 211 21
A’= 01 00 1 01 0011[=[20120|=>A=AA’= (03203
00001 00001 10110 02102
10110 10110 0210 2 412 41

Interpretando los valores de la matriz A? para los enlaces 2 cadena. Por ejemplo, para a(2:

Como vimos del producto entre matrices, el valor

de a? = 1; se obtiene de multiplicar la fila 1 por la co-
lumna 5 de A: Si se desarrolla la formula del producto para a2

5
(2) _
45 = Zalkaks
=

011010
1 0010 1 0011

A’= 01 0 0 1 01001 =0ay,015F Apylys 13055 10,405 10,5055
000071 00O0O00T1©1 =0x0+1x0+1x1+0x1+0x0
1o110) 101710 1
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El enlace 2 cadena para ir del nodo 1 al nodo 5 se obtiene de a,,a,,. Es decir, del nodo 1
vamos al nodo 3 y del nodo 3 vamos al nodo 5: 7, = 1, — n..

Nota

En el grafo de la figura
2.3a se puede apreciar
la trayectoria encontrada
sin ningun esfuerzo. Pero, recuérde-
se que los calculos que realizamos se

De igual manera, podemos interpretar las dos trayectorias posibles 2 cadena para ir del
nodo 3 al 1, al desarrollar la formula para a{? :

5
hacen a una escala muy pequefia. ag? = 2a3 T
En la realidad, este tema se aplica a k=1
miles de nodos; por tanto, querer re- _
’ ' = 031811t gyl + g3y t+ G308y t+ G3505)

solverlo de manera grafica seria un
error. Estos problemas se resuelven
al programar el producto entre ma- =2.
trices y al identificar los recorridos
con banderas, para que después se
regrese y se indique la trayectoria
que se debe seguir. 5505, It 11, — ng — n, (véase trayectoria en la figura 2.3a)

=0x0+1x1+0x0+0x0+1x1

Asi, tenemos que las trayectorias se obtienen de:

A5,0,,, It 1, — n, — n, (véase trayectoria en la figura 2.3a)

Asi, de manera sucesiva para todos los demas enlaces. En la matriz A? podemos apreciar que a,, = {2 = 0, esto indica que no
hay enlace ni uno cadena ni dos cadena. Ahora, elevamos al cubo y encontramos que aparecen dos trayectorias para ir del nodo
4 al nodo 2 y son 2 cadena, las cuales encontramos por formula, sin ver el grafo:

5
(3) _ (2)
Ay = Z Y
i1
_ 2 2 2 2
=a,09 +a,0P) + a0 +a,00) +a,08)
=0x1+0x1+0x0+0x0+1x2

=2.

Las dos trayectorias se obtienen de a,.a9, para esto requerimos las dos trayectorias 2 cadena a(:

5
(2) —
dsy = 2 )
k=1
= 851815+ Asyllyy + Gsylhyy + 85,8y + G555y
=1x1+0x0+1x1+1x0+0x0
=7
Es decir, las dos trayectorias uno cadena se obtienen de ag,a,, y ds,d,,, entonces las trayectorias 3 cadena:

51815, 1y - s - n - n,

Q_
Gysdsy’ = ys NN
U U g =l = )

Ahora si podemos regresar al grafo de la figura 2.3a y comparar resultados.

N

/

Para finalizar esta seccion, tenemos que la teoria de grafos es una rama aplicada de las matematicas discretas y computacion, ademas
de que es una disciplina que unifica diversas areas, como la teoria combinatoria, algebra, probabilidad, geometria de poligonos, aritmé-
tica y topologia. Por tanto, hoy dia ha tenido una mayor preponderancia en el campo de la informatica, las ciencias de la computacion

y las telecomunicaciones.

Los antecedentes historicos que se conocen acerca de la teoria de grafos se remontan al siglo xviil, cuando aparecio el primer
articulo cientifico relativo a grafos, escrito por el matematico suizo Leonhard Euler, en 1736. Euler se baso en el problema de los puen-
tes de Konigsberg (en la actualidad Kaliningrado) para escribir su articulo. El problema trata sobre los siete puentes que unen ambas
margenes del rio Pregel con dos de sus islas. Dos de los puentes unen la isla mayor con la margen oriental y otros dos con la margen
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occidental. La isla menor esta conectada a cada margen por un puente y el séptimo puente une ambas islas. El problema planteaba,
(es posible que al partir de un lugar arbitrario, se regrese al lugar de partida si se cruza cada puente una sola vez? Euler demostrd que
el grafo asociado al esquema de puentes de Kdnigsberg no tiene solucion; es decir, no es posible regresar al nodo de partida sin pasar
por alguna arista dos veces.

m Agencia de viajes

Un problema tipico de una agencia de viajes consiste en determinar las diferentes rutas existentes de viaje de una ciudad a otra, que
pueden ser directas o con escalas. Pues bien, las matrices pueden utilizarse para determinar todas las formas posibles de viaje de la
ciudad ¢, ala ¢, Para ejemplificar este problema mostraremos una situacion a escala entre tres paises con diferentes rutas de contacto.
El problema consiste en definir cudl es la mejor ruta para ir de una ciudad a otra.

S N\
Supodngase que las rutas entre paises estan programadas mediante las matrices de incidencia A, By D:
% % G
% S G 1 Y2 3 Cu
¢ |1 0 1
s |0 0 1 cg |0 1 1 0
¢, |0 1 0
A= ,B=¢ |1 1 0|yD=¢ |1 0 0 1
G110 0 1 1 00 1 1
c ¢
c, |0 1 1 ! 10

En este tipo de problemas debemos considerar lo siguiente entre matrices:

O Las matrices representan los enlaces directos que hay entre ciudades del pais que representen.

O Los productos entre matrices representan los enlaces indirectos de una ciudad de un pais a otra del segundo pais. Por ejem-
plo, AB representa los enlaces indirectos entre las ciudades ¢, c,, ¢, y ¢, del pais 4 entre las ciudades c, ¢, y ¢, del pais B; de
igual manera para BD.

O El producto ABD representa los enlaces entre las cuatro ciudades del pais 4 con las cuatro ciudades del pais D, con escala o
transbordo en el pais B.

O Los valores de las componentes de la matriz producto representan la cantidad de enlaces que existen entre una ciudad y otra.
La forma de tomar la mejor decision de enlazar una ciudad con otra depende de las condiciones y el costo; en este problema
se hace hincapié en la obtencion de enlaces.

Se pide determinar las rutas disponibles para ir:

1. Dela ciudad c, del pais 4 a la ciudad c,, del pais D.
2. Dela ciudad c, del pais 4 a la ciudad c;, del pais D.
3. Dela ciudad c, del pais 4 a la ciudad c,, del pais D.

Solucion

Para dar respuesta a las preguntas planteadas se requiere el producto ABD, ya que este representa a todos los enlaces entre las
ciudades del pais 4 con las ciudades del pais D. Realizando el producto:

1 G Gz Cu

c (1 0 2 3

Lot v 01 01140 c11111
ABD=| 0 1 0 110 1001 |="2

L0 (o1 1 0011 g | 1 1.2 2

01 1 al2 1 2 3
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1. De la matriz del producto ABD, tenemos que no existe enlace entre la ciudad ¢, del pais 4 con la ciudad c,, del pais D. Es
decir, no hay rutas para ir de ¢, a c,,.

2. Parairdela ciudad ¢, ala ciudad ¢, existe una ruta, la cual se obtiene de programar banderas en las operaciones matriciales
con productos diferentes de cero. La ruta se determina con el producto para obtener (abd),, = 1.

3
(abd),, = z(ab)y 12 = (ab)y, d, +(ab)yydy, +(ab)y;ds,
=

3 3 3
= [Z a3jbj1]d12 + [Z aSjijJdZZ +[Z aSjbj3jd32
=1 = j=l

= (a3,b)) + agyby, + a53by))d)y +(a3,b)y + a3ybyy + ay3b3)dyy + (a5,b)5 + a35by; + a33b33)ds,
=(Ix0+]x[1]+0x0)I]+(1Ax0+1x1+0x1D0+(1Ax1+1x0+0x1)0

=1, con banderas: a,,b,d,,.

Por tanto, para viajar de la ciudad c, del pais 4 a la ciudad c,, del pais D hay una opcion:
6= G, = i =

3. Para ir de la ciudad ¢, a la ciudad c,, existen tres rutas, las cuales se obtienen al programar banderas en las operaciones
matriciales. La ruta se determina con el producto para obtener (abd),, = 3:

3
(abd),, = z(ab)udm = (ab),,d, +(ab),,d,, +(ab),;d,
=

3 3 3
= [Zaubﬂjdm +[2a1jbj2]d24 "'(2“1,’%]“’34
=1 P =

=(ay,by, + @by, + a3 )+ (ay,by, + ayybyy + a13030)dy, + (@), Dy5 + ay,by5 + a,5b5)dy,

=(Ix0+0x1+1x0)0+(1x0+0x1+[1]xADA]+ ([A]x[1]+0x 0 +[1]x [1]))[1]

=3, con banderas: a,,b,,d,,, (a,,0,3, 4,30,,)d,,.

Por tanto, para viajar de la ciudad c, del pais 4 a la ciudad c,, del pais D hay tres rutas:
Rutal:c, = ¢, —c,— ¢,
IRG0TE 20 ) =5 @ = Gy = iy

R R e e ey 6y,

Con esta informacion, el agente de ventas de la agencia tiene respuesta en un instante para dar al turista todos los datos sobre las
rutas disponibles. La decision sobre la mejor ruta se evalua con respecto a los intereses del turista, su economia, tipo de medio
de transporte, etcétera. Lo que resolvemos con esta aplicacion es conocer las rutas; cuando existen muchas rutas posibles, al
problema se agregan las condiciones que sean necesarias, segun sea el criterio de decision que se emplee.

S /

m Propagacion de epidemias

En medicina, cuando aparece una nueva enfermedad o se reactiva el brote de alguna enfermedad, el problema que se debe atender,
aparte de descubrir la cura, consiste en determinar la manera en que pueden contagiarse otras personas, pueblos o incluso paises si no
se toman las medidas sanitarias correspondientes.
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e

Supongase una situacion en escala muy pequefia de un posible brote de un virus que aparece entre los habitantes de un pueblo,
cuyos efectos no son detectados de manera inmediata, sino que transcurre un tiempo corto para que aparezcan los sintomas,
por lo que el virus se propaga cuando los habitantes del pueblo 1 se comunican con los del pueblo 2 y estos a su vez con los del
pueblo 3, y asi sucesivamente. Los investigadores quieren conocer como fueron contagiados los habitantes de un pueblo.

Por medio de matrices, los investigadores representan la forma en que se relacionaron las personas; con el 1 indican si
hubo contagio y con el 0 si no lo hubo. Entonces, las matrices siguientes muestran los contactos directos que han tenido cuatro
pueblos, donde p;;representa a la persona i del pueblo ;.

Dy Py Py Py
Dy Py P33 Py3 Ps

Py Pn Py Py | 1 0 0 1
0 0 1 0 pp | 10000 py| 0 0 0 0
A= I 1 0 o |B=Pe| % b 01 C- 0 0 0 1
o 0 0 0 I |0 110 0| 1 0 0 0
Pa Py 1 0 0 1 1 Pay o1 o0 1
Ds3

En este tipo de problemas consideramos lo siguiente entre matrices:
O Las matrices representan los contagios directos que hay entre personas de dos poblados; en la fila se pone a las personas del
pueblo que contagia y en la columna a las personas del pueblo contagiado.

O Los productos entre matrices representan los contagios indirectos de los habitantes del pueblo 1 al 3 a través de los habitantes
del pueblo 2. Por ejemplo, AB representa los contagios indirectos que hacen las personas del pueblo 1 a las del pueblo 3, de
manera similar para BC.

O Elproducto ABC representa los contagios indirectos que hacen los habitantes del pueblo 1 al 4 a través de los habitantes de
los pueblos 2 y 3.

O Los valores de las componentes de la matriz producto representan la cantidad de formas en que se pudieron haber transmi-
tido los contagios entre personas.
Se pide determinar:
1. ;Como contagiaron las personas del pueblo 1 a las personas del pueblo 4 y a través de qué personas ocurrid?

2. (Quién de las tres personas del pueblo 1 contagié mas a las del pueblo 4?7

Solucion

Para dar respuesta a las preguntas se requiere el producto ABC, ya que este representa a todos los contagios indirectos de las
personas del pueblo 1 hacia las personas del pueblo 4. Si el producto:

Dy Py Py Py

1001
0010 é?g?g 000¢0]| P |0 0 01
ABC=| 11 0 0 0001 /|=p,] 2 0 0 1
01100
000 1), 4o 1000 pyl 2 1 0 2
0101

Del producto entre las matrices, ABC, tenemos a la persona 3 del pueblo 1, quien de manera indirecta pudo contagiar a mas
personas del pueblo 4, ya que tuvo contacto indirecto con las personas 1, 2 y 4 del pueblo 4. En tanto, la persona 1 es la que
pudo haber contagiado menos porque tuvo contacto indirecto solo con la persona 4 del pueblo 4. Para saber como fueron los
contactos indirectos, tenemos que hacer el producto y programar con banderas productos diferentes de 0. Por ejemplo:

~
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5
(abe),, = Z(ab)uf,-4 = (ab), ¢,y +(ab)y, ¢y +(ab)yyc3, +(ab) 00y +(ab) 5c5,
fil

4 4 4 4 4
= zaljbjl Ciat zaljbjz Cos T zaljbjS C34 T zaubﬂ CauT zaljbjs Cs4
j=1 j=1 7=l j=1 =1
=(a),by) + @by, + aybsy +ay,by)eyy +(ay,byy + @by + @13y +a,b)ey + (a0 + @by + a3t a4 by)ey,
+(@y,0y4 + aypbyy + by + a0y )0, + (a4, Dy5 + apabys + ay3bss + aby)es,

Debido a que c,, = ¢,, = 0, simplificamos su producto al eliminar:

=(0x1+0x0+1x0+0xDI+Ox0+0x0+[1x1]+0x0)[1]+(O0x0+0x0+1x0+0x 1)1

=1, con banderas: a,;b,.c,,.

Asi, la persona 1 del grupo 1 contagio a la persona 3 del pueblo 2, y esta, a su vez, contagio a la persona 3 del pueblo 3, quien
contagi6 a la persona 4 del pueblo 4.

Dy = Pz 2 P33 = Py

De igual manera, se interpretan todos los otros posibles contagios.

S /

m Ciencias sociales: dominancias entre grupos

La sociologia es una ciencia que estudia los fendmenos colectivos producidos por la actividad social de los seres humanos. Para esto,
los investigadores utilizan multiples técnicas interdisciplinarias, con el fin de analizar e interpretar desde diversas perspectivas teoricas
las causas, los significados y las influencias culturales que motivan la aparicidén de diversas tendencias de comportamiento en el ser
humano, en especial cuando se encuentra en convivencia social y dentro de un habitat compartido. En la actualidad, se puede decir
que analizan el comportamiento de los individuos en las redes sociales para determinar el grado de dominancia o al lider de la red.

Cuando un soci6logo estudia un grupo de 7 personas para poder determinar quién o quiénes pueden tomar decisiones o dirigir
al grupo, tiene que realizar un estudio, en el que de manera separada analiza en quién influye cada miembro del grupo. Con esta
informacion construye una matriz de adyacencia y mediante el teorema 2.1 puede dar respuesta a su pregunta sobre las dominancias
indirectas en el grupo.

o N

Supdngase que un socidlogo estudia un grupo pequefio de siete personas, con quienes realiza pruebas y determina las siguientes
dominancias:
domina a
b———>b

domina a

pz —>p3

domina a .
p;—> nadie

domina a

p4 —>p2

domina a

bs—>D,

domina a

p6—)p5

domina a

bhy———>P

Con esta informacion se pide construir una matriz de adyacencia y determinar cuél persona domina mas en este grupo.
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Solucion

Para la matriz de adyacencia, primero construimos una matriz con siete filas y siete columnas, para las siete personas del grupo.
Luego, asignamos un 1 al componente a;, cuando la persona i domina a la persona j, en caso contrario se asigna un 0:

b Py Dy Py Ps P Py

a0 00 0 0 1 0
|0 0 1 0 0 0 0
B0 0 0 0 0 0 0

A=p |0 1.0 0 0 0 0
|0 1 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 1 0 0
[0 1 .0 0 0 0 0

Utilizando el teorema 2.1 calculamos A?, A3, . . . para determinar quién tiene mayor dominancia.

pl p2 p3 }74 ps p6 p7

0 0 0 01 0 O 01 0 0 0 0 O pp| 0 01 00 0 0
0 0 0 00 0 O 00 0 00 0 O p,| 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 00 0 O 00 0 00 0 O | 0 0 0 0 0 0 O
A’={ 0 0 I 0 0 0 O0[,A%={0 0 0 0O O O O |, A*=p, | 0 00 O0O0 O O
0 01 0 0 0 O 00 0 0 0 0 O | 0 0 0 0 0 0 O
01 0 0 1 0 O 0 01 0 0 0 O | 0 00 0 0 O0 O
0 01 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O {0 000 O0O0 O

Con base en el material revisado en la seccion 2.2, podemos decir que tenemos un enlace 4 cadena (ultima matriz de dominan-
cia A%). De este modo, vemos que la persona p, domina de manera indirecta a cuatro personas, y que la Gltima persona en la
que influye indirectamente es p,. Para saber a través de qué personas domina a p,, otra vez tenemos que programar el producto
y poner banderas para conocer a las otras personas.

Realizar el trabajo como se hizo en los otros ejemplos es una tarea muy exhaustiva (pues se deben realizar 7° = 343 produc-
tos de cuatro factores de ceros y unos). Podemos aprovechar que las matrices tienen muchos ceros para realizar la busqueda de
productos con cuatro factores si se eliminan los productos cero.

Denotemos a las componentes de la matriz A* como al.(jk), para k=2, 3, ...;cuando k=1 no se pone el supraindice.

7 9 3
(4)_2‘1(3) 22“1(12) %3 Zzzalkakﬂﬁ%

i=1 j=1 i=1 k=1 k=1

De la matriz A, la tinica componente, a,,, de la fila 1 diferente de cero es k= 6. Bandera para a,;:

7 7
=22 6] Ji 13
i=1 j=1

De la matriz A, la tinica componente, o de la fila 6 diferente de cero es j = 5. Bandera para a,:

7
= Z Ul
=il
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De la tltima sumatoria y la matriz A, tenemos que la inica componente, a;,, de la fila 5 diferente de cero es i = 2. Entonces, las
ultimas banderas son para as, y ;.
Por tltimo, tenemos la secuencia de banderas: a,, d, as, Y a,;, que representan la secuencia de dominancias:

domina a domina a domina a domina a
> > > >
> > >

2 3

1 6 5

Con esto concluimos que la persona 1 es la que domina a cuatro de las otras seis personas del grupo.

S /

m Logistica: redes

En ingenieria industrial uno de los problemas clasicos que deben resolverse se relaciona con la logistica de distribucion de materiales.
Es decir, como hacer una mejor planeacion de la distribucion de materiales, ya sea dentro o fuera de la empresa. Pero, en general,
el problema es mas complejo debido a que relaciona costos, para los objetivos del texto es suficiente con dar respuesta a una parte del
problema en donde se pide probar si existe enlace entre un nodo y otro de la red. Es evidente que el problema esta pensado para cientos
o miles de nodos y que los nodos que se pretende enlazar no estén conectados de manera directa.

Para poder dar respuesta al problema, el ingeniero de logistica tiene que conocer todas las conexiones directas entre todos los
nodos (por obvias razones se excluye la conexion de un nodo con el mismo). Con esta informacion, el ingeniero construye una matriz
de adyacencia de orden 7 X n. El problema general de la red consiste, pues, en encontrar si existe conexion entre un par de nodos de la
red; en caso de que asi sea debe establecerse la ruta de recorrido.

T N N

Supdngase un problema de redes compuesto de ocho nodos que tiene la siguiente matriz de adyacencia:

<
v

ny ny s g 1y 7

1 0 0 1

w
- o © ©o © © o o .~
o o o = o ©o o o

0
0
1
0
0
0
1
0

S O O ©O o o —~= o

01 0 0
001 0
1 0 0 1
00 0 O
01 00
0 0 00
0 010

a) Por medio del producto entre matrices, determinar el primer enlace del nodo 3 con el nodo 1.
b) Por medio del producto entre matrices, determinar el primer enlace del nodo 2 con el nodo 5.

c) Encontrar los enlaces que tienen un orden mayor a 3 cadena.

Solucion
Si se eleva a diferentes potencias la matriz de adyacencia de la red, tenemos los diferentes tipos de enlaces.
a) Después de elevar la matriz de adyacencia al cuadrado, vemos que existe un enlace dos cadena entre el nodo 3 con el 1,

esto se debe a que la componente a{? = 1. Para determinar la ruta, tenemos que revisar como se realizé el producto entre
la fila 3 y la columna 1 de la matriz A:
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iy oy iy g Wy

it

)

0
0

0

1

1

0 0 0 0 O
1 0 0 0 O

0

1

0 0 0

0] 0 0

00 0 O

0] 0 0

00 0 O

0

0 0 1

1

0 0 0

0

0

0

1 0 0 0 O
0
0 0 0 0 O

0

0

0 0 0 O

1

1

0
0

0
1

0

1

0 0 0

0

0 0

0

0

1 00 0
0 0

0 0 0

0

0

0

0

0 0

1, se obtiene de multiplicar a, = 1 con ag, = 1, entonces la ruta es n, — n, — n,.

Del producto entre matrices, tenemos que a2

b) Con A2, todavia no tenemos enlace entre el nodo 2 y el nodo 5. Después de elevar la matriz de adyacencia al cubo, vemos

2. Para determinar las

que existen dos enlaces 3 cadena entre el nodo 2 y el nodo 5, esto se debe a que el componente a3

A’A, y el resultado es el mismo:

AA%Z0 A3

rutas, realizamos el producto entre matrices, pero ahora se puede hacer con A3

n, n, ns ng n, fg

,

— - O — O O O O
2 o o 2 = (= = &=
S - O ©O O — O —
— O = O O 0_
—_ O O - - O O O
S - ©O ©O O — O —
S O —- O O O O —
S O - O O O — O
oo o o o — ©
OSO|l— © © © O O O
— o O — O O O O
oS|I~ © O O O —
Ol © © O — O O
— o O - O O O O
S| O O©O — O O O
O OO O O O O

Il

o

:

Il
O - O O = = O
S O —H O O O O —
—_— O e H - O - O
— AN O — O — O —
S — - O O — O AN
— O - O - O
—_— O - - O O — O
—— O - O O O O
€ &% F

I

«

4,08+ ay,aD. Ahora, falta determinar las rutas 2 cadena

2, se obtiene de a?)

Q) =
25

Del producto entre matrices, tenemos que a

2 _ 2)_
aP=1ya?=1.

in in
N o0
S S
2 =2
S S
Il Il
A-/)~5 \WNHIS
oz e
< S
S O - O O O —H O S O —H O O O — O
S — O O O O O O S — O O O O O O
- o O — O O O O —_ O O — O O O O
S — O O O — O O S — O O O — O O
—_ O O — O O O O —_ O O — O O O O
O O O O —-H O O O S O O O - O O O
O O O O O O o - O O O O O O O —
O O —H OO © — O S O — O O O[O
O —H OO0 O O O O — O O © OoOlo|o
— O Ol O O O O — O O — O OO o
S O IO O O O — O O —H O O OO —
O — OO OO — O O S — O O O — | OO
— O Ol O O O O — O O — O O O O
O O OO0 - O O O S O O O — O oo
O O OO0 o © O — O O O O O OO —
82 S

a

a
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Entonces:
(3 = (2) @) =
g5 = yyys + ypfhys = Goyly3s5 + Gyllyels
Y las rutas son:
n,—n,—n
nz N 4 3 5
117 = 118 = 715
c) Con las matrices A, A2y A3 podemos observar que las parejas de nodos que siguen sin conectarse y, por ende, representan
los enlaces entre nodos mayores a 3 cadena son:

1y = Ny By =y, 1y =S, N =M, N Mg, T =N, B =y, B =M, 1 =1, Y 1y =1,

Todos los demas enlaces son inferiores a 3 cadena.

S /

Criptografia

El problema de crear sistemas o algoritmos que puedan utilizarse para transmitir mensajes sin que alguien ajeno a estos entienda
su contenido dio origen a la criptologia. En la actualidad, la criptologia es una parte de la ciencia que se ocupa de las técnicas que
alteran las representaciones lingtisticas de mensajes, mediante técnicas de cifrado o codificado, para hacerlos ininteligibles a lectores
no autorizados que los intercepten. La criptografia es una parte de la criptologia, cuyas raices provienen del griego kpvazw, oculto, y
ypapwC, escribir. escritura oculta. Asi, la criptografia se ocupa de las técnicas que pueden aplicarse al arte o la ciencia, para alterar las
representaciones lingiiisticas de mensajes, mediante técnicas de cifrado o codificado.

La historia de la criptografia se remonta al siglo v a.C., con el criptosistema conocido como “escitala”, un sistema de sustitucion
basado en la posicion de las letras en una tabla. Desde entonces, se cred una gran cantidad de algoritmos codificadores de mensajes,
cuyo objetivo es alterar la representacion de los mensajes para que no puedan ser descifrados por gente externa.

Al principio, las aplicaciones de los criptosistemas se utilizaban para guardar secretos durante los tiempos de guerra. Hoy dia,
con los avances computacionales este problema se extendio a situaciones mas cotidianas. Por ejemplo, los bancos requieren de mucha
seguridad en la transmision de la informacion de sus cuentahabientes, para que no pueda ser interceptada por terceras personas o
hackers informaticos.

En la actualidad, los grandes avances que se produjeron en la criptografia fueron posibles gracias a los avances en el campo de
las matematicas y la informatica. De manera que se han desarrollado muchos métodos para programar sistemas de codificacion de la
informacion con el objetivo de elevar los niveles de seguridad sobre la interseccion de la informacion. En esta seccion mostramos, de
manera breve. uno de estos, que se basa en el uso de las matrices para codificar informacién. Este tipo de método fue empleado por los
alemanes en el siglo pasado, y en el que propusieron una matriz de orden 6 X 6 para sustituir cualquier letra del alfabeto y los numeros
0 a9 con un par de letras que consiste de A, D, F, G, V o X.

El método de las matrices para codificar un mensaje consiste en denotar el mensaje que se quiere codificar por la palabra cadena.

1. Asignar a las letras del alfabeto un numero.
2. Descomponer cadena en bloques con # letras cada uno. Denotar con m a la cantidad de bloques.

Asignar a las letras de los m bloques construidos los nimeros del paso 1 y formar m matrices de orden 7 X 1. Sean estas matrices
B,B, .., B,
4. Proponer una matriz codificadora, A, de orden n X #, y realizar los productos C, = AB,, C,=AB,, ..., C_ = AB . Con los resul-
tados, volver a escribir una cadena de numeros, en el orden en que estan las matrices C, C,, ..., C,, conservando el orden de sus

componentes; asi, el resultado es el mensaje cadena, pero ahora ya codificado.

Antes de iniciar el método revisemos la siguiente definicion.

Matriz codificadora. Una matriz cuadrada A se dice que es matriz codificadora si todas sus componentes son en-
teros con determinante 1 0 —1.
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o B
Las siguientes matrices son codificadoras.
. A,= ; ? . Note que todas sus componentes son enteros y |A,,| = 1.
211
2. A,=| 1 1 1 | Notequetodas sus componentes son enterosy |A,,| =1.
0
4 2 4 3
|74 25 -
3. A,= Qa Note que todas sus componentes son enteros y |A,, | = 1.
25 91
S /
Revisemos un ejemplo para codificar un mensaje.
A B N\

Si se emplea el método de las matrices, codificar el siguiente mensaje:

UN EJEMPLO PARA CODIFICAR

1. Para bloques de longitud 2.
2. Para bloques de longitud 3.

Solucion

Sigamos los pasos mostrados antes.
1. En el caso de bloques de longitud 2.

a) Asignar un numero a las letras del alfabeto.

A B C D E F G H I J

K IL M N

[N}

1 3 4 3 6 7 8 10

\O

11 12 13 14

N (0) P Q R S T U A W

X Y Z

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

23 26 27 0

25+ 2 =12.5; es decir, 13 bloques.

b) Descomponer el mensaje en bloques con dos letras cada uno. Se tienen 25 caracteres con espacios, entonces se forman

U |N E|{J|IE|M|P|L|O P|A|R|A C

2211410 | 5|10 5 |13 1712|160 |17| 1 (19| 1 |0 |3

6|4(9(6|9(3|1]|19

c) Con las letras de los bloques se forman 13 matrices de orden 2 x 1.

o el el sl ol ol ¥

22 0 10 13 12 0
B = B = B.= B, = B.= B = B =
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d) Proponemos la matriz codificadora, A, = [ f i ] , ¥ con esta calculamos los productos:

C,=AB = 21 22 |_| S8 .C,=AB, = 5 C,=AB, = 25 C,=AB, = 43 ,
11 14 36 5 15 30
40 17 21 2 22
17 21 7 38

C10=AB10=[ 13 JiCu:ABu:( 15 ],C12=AB12=[ 4 j’C13=AB13=[ 19 J

Ahora, el mensaje codificado es:
58 36 5525 1543 30 40 28 17 17 21 20 2 1 22 19 17 13 21 15 7 4 38 19
2. En el caso de bloques de longitud 3, los pasos 1 y 2 son los mismos, cambia la cantidad de bloques.

b) Hay 25 caracteres con espacios, entonces se forman 25 + 3 = 8.33333; entonces, se tendran nueve bloques.

¢) Con las letras de los bloques se forman nueve matrices de orden 3 x 1.

22 5 13 16 1 0 4 9 19
B =| 14 \B,=| 10 |,B;=| 17 |.B,=| 0 |.Bs=| 19 |\Bs=| 3 |,B,=| 9 |,Bg=| 3 |,By=| 0
0 5 12 17 1 16 6 1 0
110
d) Proponemos la matriz codificadora, A,;=| 1 2 3 |, con esta calculamos los productos:
2 21
1 10 22 36 15 30 16
C=AB=| | 2 3 14 =| 50 |,C,=AB,=| 40 |,C;=AB,=| 83 |,C,=AB,=| 67 |,
2 21 72 35 72 49
3 13 12 19
C;=AB, = ,Co=AB,=| 54 |,C,=AB,=| 40 |, C;=AB;=| 18 |, C;=AB;=| |9
22 32 25 38

Ahora, el mensaje codificado es:

36 50 72 15 40 35 30 83 72 16 67 49 20 42 41 3 54 22 13 40 32 12 18 25 19 19 38
(& /

El problema de la decodificacion de un mensaje codificado es un proceso inverso al de codificacion, en el cual se debe conocer la
matriz de codificacion y la asignacion de los nimeros a las letras del alfabeto.

Supongase que conocemos la matriz de codificacion A, de orden 7 X n. Esto quiere decir que los bloques tienen una longitud #;
por tanto, la cantidad de nimeros que debemos tener en el mensaje codificado tiene que ser un multiplo de #. El multiplo encontrado,
m, es la cantidad de bloques que se formaron con los caracteres originales utilizados en la codificacion.

Sea la secuencia de numeros que codifican el mensaje:

Xy Xy oon X

Para poder determinar el mensaje original, se proponen los siguientes pasos.

1. Descomponer los niimeros en bloques con # niimeros cada uno y formar con estos las matrices C;, C,, ..., C,_ de orden n x 1. Sus

componentes se colocan en el orden en que aparecen en la secuencia de nimeros x,, x,, ..., ¥, .
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2. Calcular la matriz inversa de la matriz de codificacion A.
3. A partir de la matriz inversa de codificacion se calcula B, = A™'C,,B,=A"'C,, ...,B, =A"'C .

4. Se hace la correspondencia de nimero encontrado en B,, B,, ..., B, con la letra del alfabeto. El resultado es el mensaje original.

s B N

Empleando la asignacion de numeros a las letras del alfabeto y la matriz de codificacion del punto 2 del ejemplo anterior,
decodificar:

17 29 34 18 86 57 20 72 56 6 78 34 5 20 15 35 71 75 18 49 45 20 36 40.

Solucion

Sigamos los pasos mostrados antes, recuérdese que la matriz de codificacion utilizada fue:

A=

N — —
(NI NCR
—_— W O

1. Lamatriz de codificacion es de orden 3 x 3, entonces C,, C,, ..., C, son de orden 3 x 1. Por otro lado, tenemos 24 niimeros,
esto quiere decir que hay 24 + 3 = 8 matrices de orden 3 X 1.

17 18 20 6 5 35 18 20
C=| 29 |,C,=| 8 |,C;=| 72 |,\C,=| 718 |,\Cs=| 20 |,Cs=| 71 |\C,=| 49 |[\C;=| 36
34 57 56 34 15 75 45 40

2. Se realiza el calculo de la matriz inversa, se obtiene:

4 -1 3
Al=| 5 1 -3
2 0 1

3. Con la inversa de la matriz de codificacion se calcula B, = A”'C, B,=A"'C,, ..., B;=A"'C,.

4 -1 3 |[ 17 5 13 16
B=A'C,=| 5 1 3| 29 |=| 12 ||B,=A"'C,=| 5 |[B,=A"'C;=| 4 |,
2 0 1 )| 34 0 21 16
0 5 14 14 4
B,=A"C,=| ¢ |,B,=A"'C;=| o0 |,B,=A"'C;=| 21 |,B,=A"'C,=| 4 |,B;=A"C;=| 16
22 5 5 9 0

Entonces, se obtiene la secuencia de numeros del mensaje original:

5120135211641606225051421514494160

4. Se hace la correspondencia de los nimeros encontrados en B;, B,, ..., B, con la letra del alfabeto.

S (12|10 (13| 5|21(16| 4 (16| 0 |6 (225 |0 |5 |14(21|5 |14|4|9|4]|16/|0
E|L M|E|T|O|D|O F|U|E EIN|T|E|N|D|I|D|O

Por tanto, el mensaje original es:
EL METODO FUE ENTENDIDO
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m Cadenas de Markov

En el estudio de los eventos aleatorios es comun encontrar sucesos cuya ocurrencia depende solo del evento inmediato anterior. Estos
eventos son analizados mediante un método llamado cadenas de Markov, en honor al matematico ruso Andréi Andréyevich Markov
(1856-1922), quien introdujo el método en 1906. Una cadena de Markov es una secuencia de valores de una variable aleatoria en la
que el valor de la variable en el futuro depende del valor de esta en el presente, pero es independiente de los valores historicos de esta
variable.

Al principio, las cadenas de Markov se utilizaron para analizar procesos en fisica y meteorologia; una de sus primeras aplica-
ciones fue la prediccidén de los patrones del clima. Pero la restriccién sobre la dependencia exclusiva al suceso inmediato anterior
imposibilitaba las aplicaciones de las cadenas de Markov. Sin embargo, muchos eventos aleatorios pueden considerarse dentro de esta
restriccion; con esto, una gran parte de los fendmenos aleatorios pueden ser calificados como de este tipo, por lo que las aplicaciones
de las cadenas de Markov crecen de manera considerable. En la actualidad, las cadenas de Markov han ganado popularidad; a conti-
nuacion listamos algunas de sus principales aplicaciones:

O Investigacion de operaciones. En inventarios, mantenimiento y flujo de proceso.
O Simulacidn. Para proveer una solucion analitica a ciertos problemas de simulacion, como el modelo lineas de espera.

O Economia y finanzas. En modelos simples de valuacion de opciones, para determinar cudndo existe oportunidad de arbitraje, asi
como en el modelo de colapsos de una bolsa de valores o para determinar la volatilidad de los precios. En los negocios, las cadenas
de Markov se utilizan para analizar los patrones de compra de los deudores morosos, planear las necesidades de personal y analizar
el reemplazo de equipo.

O Fisica. En problemas de termodinamica y fisica estadistica. Ejemplos importantes se pueden encontrar en la cadena de Ehrenfest
o el modelo de difusion de Laplace.

O Meteorologia. Por lo general, en esta area de las ciencias se hace la consideracion de que el estado actual del clima de una region
solo depende del ultimo estado y no de toda la historia en si; por tanto, se usan cadenas de Markov para formular modelos clima-
toldgicos basicos.

O Modelos epidemioldgicos. En los procesos de Galton-Watson, para modelar el desarrollo de una epidemia.

Q Internet. El pagerank de una pagina web (usado por Google en sus motores de busqueda) se define a través de una cadena de
Markov, donde la posicion que tiene una pagina en el buscador esta determinada por su peso en la distribucion estacionaria de la
cadena.

Q Juegos de azar. El modelo de la ruina del jugador, el cual establece la probabilidad de que una persona que apuesta en un juego de
azar al final termine sin dinero, es una de las aplicaciones de las cadenas de Markov en este rubro.

O Genética. Para describir el cambio de frecuencias génicas en una poblacion pequeia con generaciones discretas, sometida a deriva
genética (véase el modelo de difusion de Moto-Kimura).

O Misica. Diversos algoritmos de composicion musical usan cadenas de Markov; por ejemplo, el software Csound o Max.

Para poder revisar algunas de las aplicaciones de las matrices a las cadenas de Markov, primero necesitamos introducir alguna termi-
nologia general que es necesaria en esta y las siguientes dos secciones.

Entendemos por proceso estocastico a una secuencia de variables aleatorias X, X,,..., X ,..., y decimos que un proceso estocasti-
co discreto cumple con la propiedad de Markov, cuando se conoce la historia del sistema de las variables hasta su instante actual. Su
estado presente resume toda la informacion relevante para describir en probabilidad su estado futuro.

Cadena de Markov. Una cadena de Markov es una secuencia de variables aleatorias X, X,..., X ,..., donde su do-
minio es llamado espacio estado y el valor de X es el estado del proceso en el tiempo 7, que cumplen la condicion
de Markov:

PX, =% | K=, X =0 =X =x) =KX, =%, | X,=x).
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Con base en lo expuesto antes, en una cadena de Markov necesitamos definir el sistema de trabajo y cudles seran los estados. Asi, en
una cadena de Markov uno de sus objetivos consiste en calcular la probabilidad de pasar de un estado a otro de la variable, lo que da
origen a la siguiente definicion.

Probabilidad de transicion. En una cadena de Markov con s + 1 estados, llamamos probabilidad de transicion de ir

del estado 7 al estado j en 7 pasos a la probabilidad de cambiarse de un estado a otro y la denotamos por:
pig.”) =PX,=j| X,=1),cuandon=1p,=RX,, =j| X,=1).

+1

A la matriz que se forma con estas probabilidades la llamamos matriz de transicion:

Py Py v Pos
T= p}o p.u 1’.15

psO psl pss

T - N

Identificar si el siguiente problema representa un sistema de Markov. En caso afirmativo, definir los estados y mostrar las pro-
babilidades y la matriz de transicion.

Seglin estudios realizados en 2013 en la ciudad de México, para conocer el nivel de audiencia de televidentes en una hora
determinada, la empresa 1 tiene 40%; la empresa 2, 45%, y la empresa 3, el restante 15% de televidentes. Para aumentar su
porcentaje de televidentes a cierta hora, la empresa 1 comenz6 a exhibir peliculas de estreno. Después de una semana de estre-
nos, se encontrd que 90% de televidentes de la empresa 1 sigue fiel a su programacion, 6% se cambi6 a la empresa 3 y 4% a la
empresa 2. Mientras que 40% de los televidentes de la empresa 2 se cambi6 de programacion a la empresa 1y 5% a la empresa
3 (55% sigue en la empresa 2). Al final, 30% de televidentes de la empresa 3 se cambi6 a la empresa 1 y 4% a la empresa 2 (66%
sigue en la empresa 3).

a) (Qué porcentaje de televidentes tiene cada una de las empresas televisivas después de una semana?
Si los porcentajes de personas que cambian de empresas televisivas se conservan igual que en la primera semana.

b) (Qué porcentaje de televidentes tiene cada una de las empresas televisivas después de dos semanas?

c) (Qué porcentaje de televidentes tiene cada una de las empresas televisivas después de tres semanas?

Solucion

En este problema tenemos a las empresas televisivas de la ciudad de México, que podemos definir como el sistema que vamos
a estudiar. En el sistema existen tres estados: Empresa 1, £, empresa 2, E,, y empresa 3, E. Por tanto, la variable aleatoria en
estudio X|: Estado en el que se encuentra el proceso en la semana 7, cuyo dominio es {E), E,, E,}. Con estas definiciones de
términos y la condicién de que los porcentajes de personas que cambian de empresas televisivas se conservan, podemos concluir
que se trata de un proceso de Markov.

Con la definicion del sistema y estados, las probabilidades de transicion:

p;=PX, =il X,=1)
Probabilidad de que en la semana #la persona esté en la empresa 7 y en la siguiente semana ¢ + 1 se cambie a la empresa j (un
paso),coni, j=1,23..yt=0,1,2,3....

py=AX =11 X,=1)=090;p,=PX,,

=21 X =1)=0.06;p,,= (X, =3 | X,=1)=0.04;
Py =PX, =11X=2)=040;p,=PX, =2 | X =2)=055p,=PX, =3|X=2)=005

py=PX,, =11 X,=3)=030,p,=PX,,,=2 | X,=3)=0.04 p,, = P(X,,, = 3| X,=3)=0.66.

+1
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Mientras que las probabilidades iniciales o no condicionales son:
q,=P(X,=1)=0.40; g, = P(X, = 2) = 0.45; ¢, = P(X,= 3) = 0.15
Por tltimo, la matriz de transicion del sistema esta dada por:
De\a E, E, E,

E (090 006 0.04
T= E, | 040 055 0.05

E, | 0.30 0.04 066
- %

Para poder dar respuesta a las tres preguntas del ejemplo anterior, podemos decir que en teoria de las probabilidades suelen utilizarse
los diagramas de arbol de probabilidades. Aunque este método es muy sencillo de entender, se vuelve un poco laborioso cuando se
quiere aplicar para conocer la probabilidad de cada estado después de s semanas. En general, en estos problemas se prefiere utilizar el
siguiente resultado.

Probabilidades de transicion de s pasos. Sea un proceso de Markov con s +1 estados y matriz de transicion T de
orden (s + 1) X (s + 1) (véase definicion 2.9) y matriz de probabilidades iniciales p,= (g, q;, ..., ) de orden 1 x (s + 1),
entonces la matriz de probabilidades de 7 pasos estd dada por: p® = pT".

Demostracion

Por condiciones de una cadena de Markov tenemos:

p=p,T

@ =pT = (p, T)T = p, T?
pPU=p 0 Py
p®=p?T = (p,T)T =p,T*

p®”=p" T =(p,T ")T =p,T".

T N

Resolver los tres incisos del ejemplo 2.13.

Solucion

Del teorema 2.2 y los resultados del ejemplo anterior tenemos:

0.90 0.06 0.04
p,=(0.40,0.45,0.15)y T=| 040 055 0.05
0.30 0.04 0.66

Donde las probabilidades buscadas son:

0.90 0.06 0.04
a) p=p,T=(0.40,0.450.15)| 040 0.55 0.05 |=(0.5850,0.2775,0.1375).

0.30 0.04 0.66
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0.90 0.06 0.04
p? =pT =(0.5850,0.2775,0.1375)| 0.40 0.55 0.05 |=(0.678750,0.193225,0.128025)
0.30 0.04 0.66
b)
0.8460 0.0886 0.0654
p® =p,T?=(0.40,0.45,0.15)| 05950 0.3285 0.0765 |=(0.678750,0.193225,0.128025)
0.4840 0.0664 0.4496
0.90 0.06 0.04
p® =p@T =(0.678750, 0.193225, 0.128025)| 0.40 0.55 0.05 |=(0.726572,0.152120,0.121308)
0.30 0.04 0.66
<)

0.81646 0.102106 0.081434
p® =p,T° =(0.40,0.45,0.15)| 0.68985 0.219435 0.090715 |=(0.726572,0.152120,0.121308)

0.59704 0.083544 0.319416

Es decir, después de tres semanas de estrenos, tendremos que la empresa 1 tiene 72.66%; la empresa 2, 15.21%, y la empresa 3,

12.13% de la audiencia de televidentes.

/

Al analizar los resultados de las probabilidades calculadas en el ejemplo anterior, entonces surge en forma natural la pregunta acerca
del valor limite para las probabilidades de p™, cuya respuesta se encuentra en la definicion 2.10 y el teorema 2.3.

e -

De acuerdo con el ejemplo anterior, encontrar la matriz estacionaria; es decir, los porcentajes de televidentes que tendra cada

Matriz y cadena de Markov regular. Una matriz de probabilidades T de orden 7 X 7 es regular si todas sus compo-
nentes de al menos una de las potencias T", con m =1, 2, 3,..., n, son diferentes de cero. Por su parte, una cadena de
Markov es regular si su matriz de transicion es regular.

SiT es una matriz de probabilidad regular, entonces lim T” es una matriz de probabilidad donde todas sus filas son

iguales.

Del teorema 2.10 se concluye que:

n—oo

p") ——— cualquier renglén de lim T*

Y se dice que p es una matriz estacionaria.

n—ro0

una de las empresas después de transcurrir # semanas, cuando 7 aumenta de manera considerable.

Solucion

Como la matriz de transicion la vamos a elevar a varias potencias, los calculos los realizamos en el paquete Matlab, con lo que

se obtienen los siguientes resultados:

~
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>> A=[0.90 0.06 0.04; 0.40 0.55 0.05; 0.30 0.04 0.66];
>> A5 >> A"20
ans = ans =
0.7909 0.1113 0.0978 0.7784 0.1134 0.1082
0.7581 0.1392 0.1027 0.7784 0.1134 0.1082
0.7094 0.1016 0.1890 0.7783 0.1134 0.1083
>> A™10 >> A*25
ans = ans =
0.7793 0.1134 0.1073 0.7784 0.1134 0.1082
0.7780 0.1142 0.1079 0.7784 0.1134 0.1082
0.7722 0.1123 0.1156 0.7783 0.1134 0.1083
>> A™15 >> A~30
ans = ans =
0.7784 0.1134 0.1082 0.7784 0.1134 0.1082
0.7784 0.1134 0.1082 0.7784 0.1134 0.1082
0.7778 0.1133 0.1089 0.7784 0.1134 0.1082
Como podemos observar, con la potencia 30 de la matriz de transicion sus renglones se estabilizan (es decir, son iguales) hasta
cuatro digitos. Por tanto, se concluye que si no existen cambios en la politica de programacion de las televisoras y se mantienen
los porcentajes de cambios entre estas por parte de los televidentes, entonces:
O Laempresa 1 tendra 77.84% de televidentes.
O La empresa 2 tendra 11.34% de televidentes.
O Laempresa 3 tendra 10.82% de televidentes.

N j

La matriz estacionaria de probabilidades también se puede obtener mediante los sistemas de ecuaciones lineales; tema que se aborda
en el capitulo 4. Sobre las cadenas de Markov existen varios conceptos y resultados de gran interés en los cuales aun se utilizan las
matrices; por ende, en las siguientes dos secciones se ven otras dos aplicaciones acerca de este tema.

m Cadenas de Markov y un modelo de lineas de espera

La teoria de lineas de espera en un sistema estudia factores como el tiempo de espera medio en las colas o filas o la capacidad de
trabajo del sistema sin que este llegue a colapsarse. La teoria de colas se estudia dentro de la investigacion de operaciones y tiene una
gama de aplicacion muy amplia en bancos, centros comerciales, lineas de produccion, procesos industriales, transporte y logistica o
telecomunicaciones, entre otros. Su creacion se atribuye al matematico danés Agner Krarup Erlang, quien era un trabajador de la Co-
penhagen Telephone Exchange; Erlang publicé su primer articulo sobre la teoria de colas en 1909. Asimismo, trabajo en el problema
de dimensionamiento de lineas y centrales de conmutacion telefénica para el servicio de llamadas. En la actualidad, en probabilidad
existe una distribucion que lleva su nombre, distribucion Erlang.
La teoria de lineas de espera estudia problemas que estan estructurados bajo el siguiente proceso:

1. Los clientes que requieren un servicio estan en una fase de entrada.
2. Los clientes entran al sistema y se unen a una cola.

3. En determinado momento se selecciona un miembro de la cola para proporcionarle el servicio mediante alguna regla, conocida
como disciplina de servicio.

4. Luego, selleva a cabo el servicio requerido por el cliente en un mecanismo de servicio, después de lo cual el cliente sale del sistema
de colas.
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La terminologia comun de las lineas de espera es:

O Fuente de entrada o poblacion potencial. Numero total de clientes que pueden requerir servicio en determinado momento. Puede
suponerse que el tamafio es infinito o finito.

O Cliente. Todo individuo de la poblacion potencial que solicita servicio.

O Capacidad de la cola. Maximo niimero de clientes que pueden estar en la cola.

O Disciplina de la cola. Se refiere al orden en el que se seleccionan sus miembros para recibir el servicio, que puede ser:
Q  First Come First Served (FCFS) o First In First Out (FIFO). Primero en entrar, primero en salir. Se atiende primero al cliente que

llegé antes.

Q Last Come First Served (LCFES) o Last In First Out (LIFO). Consiste en atender primero al cliente que llego al tltimo.

O Random Selection of Service (RSS) o Service In Random Order (SIRO). Selecciona los clientes de manera aleatoria, de acuerdo con
alglin procedimiento de prioridad o algin otro orden.

O Processor Sharing. Sirve a los clientes de la misma manera.

O Mecanismo de servicio. El mecanismo de servicio consiste en una o mas instalaciones de servicio, cada una de estas con uno o mas
canales paralelos de servicio, llamados servidores.

Las lineas de espera tuvieron gran auge en las aplicaciones a partir de 1950, sin embargo tenian problemas en las publicaciones de
los resultados, debido a que no existia una estandarizacion en la notacion. Por esta razon, en 1953, David G. Kendall introdujo una
notacién de colas A/B/C, la cual, desde entonces, se ha extendido a 1/2/3/(4/5/6), donde los numeros representan lo siguiente:

1. Un codigo que describe el proceso de llegada. Los codigos usados son:
M para “markoviano” (la tasa de llegadas sigue una distribucion de Poisson), lo que representa una distribucién exponencial
para los tiempos entre llegadas.
D para los tiempos entre llegadas “deterministicas”.

G para una “distribucion general” de los tiempos entre llegadas, o del régimen de llegadas.

2. Un codigo similar que representa el proceso de servicio (tiempo de servicio). Se usan los mismos simbolos que en el punto anterior.

3. Elntmero de canales de servicio (o servidores).

4. La capacidad del sistema o el nimero maximo de clientes permitidos en este, que incluye a los que estan en servicio. Cuando
el numero esta al maximo, las llegadas siguientes son rechazadas. Un caso particular de esta situacion es el modelo M/M/n/n
o Erlang-B, en el cual no hay cola de espera, sino # recursos (servidores) y hasta # usuarios como maximo; por tanto, si llega el
usuario 7 + 1 es rechazado. Este ultimo modelo es el que se aplica en telefonia convencional. Otro caso particular es el modelo
Erlang-C 0 M/M/n, donde la capacidad del sistema es ilimitada, aunque haya solo 7 recursos; en caso de llegar el recurso nimero
n+ 1, pasara a una cola de espera, pero no es rechazado.

5. Elorden de prioridad en la que los trabajos en la cola son servidos:

O First Come First Served (FCFS) o First In First Out (FIFO).
O Last Come First Served (LCFS) o Last In First Out (LIFO).
Q  Service In Random Order (SIRO).

O Processor Sharing.

6. Eltamafio del origen de las llamadas. El tamafio de la poblacion desde donde los clientes vienen. Esto limita la tasa de llegadas.

Como se puede observar, acabamos de revisar un resumen de las generalidades que deben cumplir los problemas que responden a las
lineas de espera. Ahora bien, para poder aplicar las matrices y cadenas de Markov debemos formular las suposiciones bajo las cuales
sera posible realizar esta aplicacion.

Primero, el problema de lineas de espera que vamos a resolver consiste en determinar el porcentaje de personas que se encuentran
en una cola, donde el sistema trabajard bajo el supuesto de que todo ocurre en periodos con la misma duracion y tendra las siguientes
caracteristicas:
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C1. Hay una probabilidad p de que una persona se agregue a la fila en un periodo.
C2. Hay una probabilidad ¢ de que una persona sea atendida en un periodo.

C3. Todos los eventos son independientes, de lo sucedido en periodos anteriores.
C4. Una persona no puede ser atendida en el momento que llega a la cola.

C5. A lo mas una persona de la cola puede ser atendida en un periodo.

C6. La cola se cierra cuando hay m personas esperando en la cola.

prem—

Identificar si el problema de lineas de espera con los supuestos anteriores representa un sistema de Markov. En caso afirmativo,
definir los estados y mostrar las probabilidades y la matriz de transicion.

Solucion

En este problema tenemos a las personas de la poblacion en las que se analizard la linea de espera, la cual podemos definir
como el sistema que vamos a estudiar. En el sistema existen 72 + 1 estados. Los estados estan representados por la cantidad de
personas en la cola 0, 1, 2, ..., m personas. Por tanto, la variable aleatoria en estudio es X;: Estado en el que se encuentra la cola en
el periodo 1, la cual tiene como dominio a {0, 1, 2, ..., m}; con esta definicion, podemos notar que las X, son dependientes. Con
estas definiciones de términos y la caracteristica C3, podemos concluir que se trata de un proceso de Markov.

Cabe hacer notar que las llegadas de las personas a la fila son independientes, entonces con la definicion del sistema y
estados, las probabilidades de transicion son:

pij:P(XtJrl:j | Xz:i)

Probabilidad de que en el periodo ¢ estén en la cola 7 personas y después en el siguiente periodo £+ 1 ... se encuentren j personas
en la cola (un paso), cons,j=0,1,2,...,myt=0,1,2,3,....
Por las condiciones del problema, las probabilidades de transicion se calculan en tres bloques:

B1. Probabilidades del renglon 1. En este caso son pyy, gy -+ By,

Pyp=PX,,,=01X=0)=1-p. No llegaron personas a la fila. No ocurre que atiendan).
Py =HRX,,=11X=0)=p. (Lleg6 una persona. No ocurre que atiendan).
py=PX, =jl X,=0)=0paraj=2,3, ..., m (No puede llegar mas de una persona).

B2. Probabilidades del renglon 7 + 1. En este caso sonp, ., p, .1, .., B,

Pom1=PX,  =m=-1]X=m)=gq. (No se permitio entrar en la fila y se atendi6 una persona
de la fila).

P =PX,  =m| X =m)=1-gq. (No se permitio entrar en la fila y no se atendi6 a nadie
de la fila).

b= KX, =jl X=m)=0paraj=0,1,2,...,m-2. (No pueden atender mas de una persona).

B3. Probabilidades del renglon £ con k=2, 3, ..., m. (En este caso son p,; con i=1,2,3,...m-1yj=0,1,2, ..., m).

p; =PX,  =i-1|X=0)=(1-p}q (No llegaron personas y se atendid una persona de la fila).

p,=PX =il X=0)=1-pNl-9q)+pq. (No llegaron personas y no se atendi6 a ninguna de la fila o llego
una persona y no se atendio a nadie de la fila).

Py =PX,  =i+1| X =i)=p(-q). (Llegd una persona y no se atendi6 a nadie de la fila).

p,= KX, =jl X,=i)=0paraj<i-1. (No pueden atender mds de una persona o j > 7 + 1 no puede

llegar mas de una persona).

~
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Por tltimo, la matriz de transicion del sistema esta dada por:

0 1 2 m—1 m

0 l1-p J/ 0 0 0

1 (I-p)g (A-p)1-9)+pq p(1-9) 0 0

T= 2 0 (1-p) (I-p)l-9)+pg - 0 0
m-1 0 0 0 - (=p-9)+pg p(1-q)

m 0 0 0 q 1-¢

/

Se puede probar que las matrices, como la obtenida en el ejemplo anterior, son regulares si p y ¢ son diferentes de 1, ya que en T™ todas
sus componentes son diferentes de cero. Con este resultado, podemos aplicar el teorema 2.3 para calcular la matriz de probabilidades
estacionaria. Esta matriz representara los porcentajes de personas que estaran en la fila en un periodo.

R B N

Supdngase un sistema de lineas de espera, como el propuesto en el ejemplo anterior, donde tenemos que la fila se cierra cuando
hay seis personas y la probabilidad de que llegue una persona es 0.45, mientras que la probabilidad de que una persona sea
atendida es de 0.40. Calcular los porcentajes de que en la cola se encuentren 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6 personas, respectivamente.

Solucion

Calculando las probabilidades por renglon tenemos:

B1. Probabilidades del renglon 1
Py=PX, =0 X=0)=1-045=0.55
Py =PX,=11X=0)=p=045
POj:P()(t+1:f | X,=0)=0paraj=2,3,...,6.

B2. Probabilidades del renglon 7:
pes=PX, =51 X =6)=0.40
P=PX,,,=61X=6)=1-0.40=0.60
pész(XHI=j | X,=6)=0paraj=0,1,2,3,4.

B3. Probabilidades del renglon £con k=2, 3, ..., 7. Parapl,]. coni=1,2,...,5y7=0,1,2,...,6.
p; =PX,  =i-1|X=0)=(1-p)g=(1-045)0.40=0.55x0.40=0.22
p;=PX =il X=0)=1-p)(1-¢q) +pg=(1-0.45)1-0.40) +0.45 x 0.40 = 0.51
Py =PX,  =i+1] X,=1)=p(1-¢9)=0.45(1-0.40) = 0.27.

Con estas probabilidades podemos formar la matriz de transicion:

0 1 2 3 4
055 045 0 0 0
022 051 027 O 0

0 022 051 027 O
0 022 051 027 0
0 0 022 051 027 0
0 0 0 022 051 027
0 0 0 0 040 0.0
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Para la matriz estacionaria de probabilidades utilizaremos el paquete Matlab, para calcular las potencias de la matriz de transi-
cion hasta que se estabilicen todos los renglones.

>> T"145

ans =
0.0495 0.1013 0.1243 0.1526 0.1873 0.2298 0.1551
0.0495 0.1013 0.1243 0.1526 0.1873 0.2298 0.1551
0.0495 0.1013 0.1243 0.1526 0.1873 0.2298 0.1551
0.0495 0.1013 0.1243 0.1526 0.1873 0.2298 0.1551
0.0495 0.1013 0.1243 0.1526 0.1873 0.2298 0.1551
0.0495 0.1013 0.1243 0.1526 0.1873 0.2298 0.1551
0.0495 0.1013 0.1243 0.1526 0.1873 0.2298 0.1551

Conclusion

Hasta la potencia 145 se estabilizaron los renglones con cuatro digitos, lo que arrojo el siguiente resultado: en cada periodo la
persona que atiende la cola:

1. 4.95% del tiempo esta sin trabajo. 2. 10.23% del tiempo tiene una persona en la fila.
3. 12.43% del tiempo tiene dos personas en la fila. 4. 15.26% del tiempo tiene tres personas en la fila.
5. 18.73% del tiempo tiene cuatro personas en la fila. 6. 22.98% del tiempo tiene cinco personas en la fila.
S 7. 15.51% del tiempo se tiene que cerrar la fila ya que se rebasa su capacidad.
J

m Cadenas de Markov y un modelo de inventarios

La mayoria de las empresas tienen la necesidad de cumplir a tiempo con una demanda, para tal efecto, con frecuencia, mantienen en
existencia sus productos, lo que da origen a los inventarios. En general, el objetivo de los modelos de inventarios consiste en deter-
minar logisticas para reducir al minimo los costos relacionados con el mantenimiento de existencias y poder cumplir con la demanda
de los consumidores.

Por lo regular, el control de inventarios debe responder a las siguientes preguntas:
QO ;Qué productos pedir? O ;Cuanto se debe pedir de cada producto?
O ;Cuando se debe hacer el pedido?

Por otro lado, para establecer los modelos de inventarios se requiere conocer:
O Caracteristicas de los productos y empresa. O Necesidades de la empresa.

QO Entorno de la empresa. Q Visién a futuro de los productos por parte de la empresa.

Mientras que los pasos a seguir para llevar a cabo el control de inventarios son:
1. Conocimiento del sistema.
O Objetivos O Componentes O Variables O Operacién
2. Construccion del modelo que lo representa.

3. Solucion del modelo.

De manera que si se hace un control de inventarios adecuado se tienen las siguientes ventajas:
O Ahorro por adquisicion anticipada. O Disminucidn de la penalizacién por déficit.

O Reduccion de costos por abastecimiento. O Mejora del servicio al cliente.
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No obstante, hacer un control de inventarios adecuado también tiene las siguientes desventajas:

O Costos por controlar el inventario.
O Inversién improductiva.
O Obsolescencia de los articulos almacenados.

QO Deterioro de los articulos almacenados.

Los modelos de inventarios deben ser capaces de trabajar y controlar:

O Caracteristicas. Un modelo de inventario se tipifica por aplicarse a un solo producto o a varios.
O Déficit. En un modelo de inventarios el déficit de los productos puede ser nulo, con ventas pendientes y ventas perdidas.
O Demanda. Un modelo de inventario puede tener demandas deterministicas y estocdsticas unitarias, y compuestas.

O Tiempo de entrega. Un modelo de inventario puede tener tiempos de entrega nulos, constantes o aleatorios.

O Periodo. Un modelo de inventario se puede establecer con periodos simples o compuestos.

En la teoria de inventarios se tiene una gran cantidad de modelos, que van desde modelos deterministicos hasta probabilisticos, y mas
en general con procesos estocasticos. En esta aplicacion son de interés los problemas de inventarios estocasticos que puedan modelarse
con las cadenas de Markov.

T N

Supongase que se tiene un problema de inventarios con un solo articulo y ventas perdidas. Las unidades del articulo estan en el
almacén de la empresa y se conoce que las 6rdenes de este se producen durante un periodo que puede ser una semana, un mes,
etcétera, y que el tiempo de entrega puede considerarse nulo. Denotamos por D,, D,, D,,... las demandas durante el primer,
segundo, tercer,..., periodo. Se supone que las demandas D, son variables aleatorias independientes y distribuidas de manera
idéntica con distribucion de Poisson con parametro media u. Sea X, el nimero de unidades del articulo que se tiene al iniciar
el proceso, X, el numero de unidades del articulo que se tiene al finalizar el primer periodo, X, el nimero de unidades del
articulo que se tiene al finalizar el segundo periodo y, en general, X, el nimero de unidades del articulo que se tiene al finalizar
el periodo iconi=1,2, 3, .... Se supone que X, = m , es decir, iniciamos €l proceso con m unidades del articulo. EI conteo del
inventario se lleva a cabo al final de cada periodo y la empresa tiene la politica de hacer 6rdenes de pedidos si en el conteo resulta
que no se tienen unidades del articulo en almacén; en caso de hacer la orden, se piden 7 unidades del articulo, pero si hay en
existencia unidades del articulo en el almacén, entonces no se realiza el pedido.

Probar que este problema corresponde a un proceso de Markov y encontrar sus estados, probabilidades y matriz de
transicion.

Solucion

En este problema tenemos a las demandas de cada periodo en las que se analizara el problema de inventario, que podemos de-
finir como el sistema que estudiaremos. En el sistema existen 72+ 1 estados. Los estados estan representados por la cantidad de
unidades del articulo en el almacén a la hora de hacer el inventario 0, 1, 2,..., m unidades del articulo. Definimos a la variable
aleatoria X: “El nimero de unidades del articulo que se tiene al finalizar el periodo i” (antes de hacer la orden), que tiene como
dominioa {0, 1, 2,..., m}, podemos notar que estas variables aleatorias son dependientes, ya que los valores de X, , dependen de
los valores de X.. Con estas definiciones de términos y el supuesto de que el pedido depende solo del estado en que se encuentra
el almacén al final de cada periodo, podemos concluir que se trata de un proceso de Markov.

Antes de iniciar el calculo de las probabilidades, veamos el proceso estocastico del que hablamos. Establecimos que {X,}
parat=0, 1,2, 3, ... es un proceso estocastico en el que las variables aleatorias son dependientes, entonces por el supuesto de
ventas perdidas los valores posibles son:

max {m-D, ,,0},s1 X,=0

X, = ] ) parat=0,1,2,3, ...
max{X,—-D, ,0},siX>1
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Cabe hacer notar que las demandas son independientes con distribucion de Poisson con media u. De la teoria de las probabili-
dades es conocido que:

P(Dz+1=k)=_ i

Entonces, de la definicion del sistema y estados, las probabilidades de transicion son:

pz] P( 1 letZZ)

Probabilidad de que al final del periodo ¢ existan en el almacén 7 unidades del articulo y cuando termina el siguiente periodo
t+ 1 existan j unidades del articulo en el almacén (un paso), 7,7=0, 1, 2, ..., myt=0,1,2, 3,....

Por las condiciones del problema las probabilidades de transicion se calculan en dos bloques:

B1. Cuando al final del periodo # no se tenga unidades del articulo en existencia. Como al final del periodo ¢ no se tiene uni-
dades del articulo se hace una orden de tamafio , y se tendran m unidades del articulo en inventario al inicio del periodo
t+ 1. Entonces las probabilidades son:

mlk

w=PX,,=01X,=0)=P(D,, 2m)=1-P(D,, <m-1)=1- e‘”z—

t+1
Explicacion

Si al final del periodo #+ 1 no hay unidades del articulo, entonces se entiende que hubo una demanda de al menos 7 unidades
del articulo.

: N

=j1X,=0)=P(D,, =m-j)= =)

e paraj=1,2,..,m

t+1

p()j :P(X

Explicacion

Si al final del periodo ¢+ 1 se tienen j unidades del articulo, esto quiere decir que hubo una demanda de m — j unidades.

B2. Cuando al final del periodo ¢ se tiene al menos una unidad del articulo en existencia, no se hace una orden. Por tanto al
inicio del periodo £ + 1 se tienen las mismas unidades que con las que termino el periodo ¢. Entonces las probabilidades son:

i-1
= P(X,,, =0|X, =i)=P(D,, >i)=1-P(D, <i-1)=1-¢ 2% parai=1,2,...m
£=0

Explicacion
Sial inicio del periodo ¢+ 1 hay 7 unidades en el almacén y al final del mismo quedan 0 unidades del articulo, significa que hubo
una demanda de al menos 7 unidades del articulo.

i

(i-!

p;= P(X, =jlX,=i)=P(D,, =i ])— e# para i=1,2,..,myl<j<i.

Explicacion
Si al inicio del periodo £+ 1 hay / unidades en el almacén y al final del mismo quedan j unidades del articulo, significa que hubo
una demanda de 7 — j unidades del articulo.
pij=P( =/ 1 X=)=0,parai=1,2,... , mei<j<m
Explicacion

Si al inicio del periodo ¢+ 1 hay 7 unidades en el almacén, entonces al final del mismo no pueden quedar mas unidades que al
1nicio.
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Por tltimo, la matriz de transicion del sistema esta dada por:

N

m-1
l-e#) — a et
o k!l (m=1)!
Lk 1-1
l—e )y — K et
0 k! 1-n!
2-1 & 2-1
1-e*y — ad et
T= o k! 2-1!
m=2 b m-1-1
1—e# £ _H e
o kU (m—-1-1)!
m=1k m-1
1 — e‘ﬂz ’u_ ’u g‘ﬂ
okl (m-1)!

”m—Z - Ium—(m—l) - [um—m -

(m-2)! (m—(m-1))! (m—m)!
0 0 0
2-2

B pu 0 0
2-2)!

m—1-2 m=1-(m—
'u ' eH .. ‘ui(l) e

(m—-1-2)! (m—1—-(m—1))!

lum—2 > lum—(m—l) > [um—m »

(m-2)! (m—(m—1))! (m—m)!

Simplificando los resultados la matriz de transicion resulta:

,um—l ~ Ium—Z ~
e e ...
m-1!"  (m-2)!
et 0
ue et
m=2 m=3
“ et “ M ...

@ Grar

m—1 m-2
“ e M U eH ...

m-1!"  (m-2)!

/

Se puede probar que las matrices, como la obtenida en el ejemplo 2.18, son regulares. Entonces, podemos aplicar el teorema 2.3 para
calcular la matriz de probabilidades estacionaria. Esta matriz representa los porcentajes de unidades del articulo que tendremos en el

almacén en un periodo.

prem—— -

2, 3,4y 5 unidades del articulo.

Solucion

Calculando las probabilidades por renglon para m =

Supongase que en el modelo de inventario del ejemplo 2.18 la orden del inventario es de cinco unidades y la demanda promedio
de la distribucion de Poisson por periodo es de dos unidades. Calcular los porcentajes de que en el almacén se encuentren 0, 1,

Syu=2:

~
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B1. Probabilidades del renglén 1:

-2 —

-2 _

25—1
pOl=P(Xt+1=1|Xt=0)=(5_1)!€
25-2
Pp=PX,,=21X = 0)‘m€’
25-3
p03=P(Xt+l=3|Xt=0)=(5_3)!e
25—4
Py =PX,, =4lX, = 0)—(5_4)!e
5-5
p05: ( t+1 SlX 0)_(5_5)|
B2. Probabilidades de los demas renglones:
2k
po=P(X,, =0lX =1)=1- 3‘22 e
2) ok 3)
21_1 2 2
1’11=P(Xt+1=1|Xx=1)=(1_l)!€_ =
3-1 k
P =P(X,, =01X =3)=1- 6‘22 [=1-5¢7
23—1 5 5
p31=P(X[+I=1|X[=3)=(3_1)!g‘ = D¢~
4) 5)
Vi s
p32=P(Xt+I=2|Xi=3)=(3_2)!€ =2e
23
py=P(X,, 3|Xt:3):(3_3)!6’_ =

-2 -2

m_lﬂk 4 2k
poozzﬂ(xm=0|Xt:0):1—wzg:1-(22;=1—7e72
k=0 k=0 %

4-a)°

2t ’2=Ze’2
41 3
_Z_Sefzzﬂefz
3! 3
2
%e’z—Ze
1
,'12' e2=2¢2
?)(16—2_62
Py =P, =01X =2)=1- 6‘22 —1—3e-2
kO
22-1 > >
p21=P(XH1=1|Xt=2)=(2_1)l€ =2e
22—2 5 5
p22:P( t+1 2|X— )_(2_2)'6 =
1ok 19
po=P(X,, =01X =4)=1-¢ -22161_1—?
k=0
24-1 > 5
Pu =P X =HX == =3¢
py=P(X, 221X, =4)= 222052
42 t+1 (4_2)'
=P(X, =3|X =4)= 27 29,
p43 t+1 (4_3)|
24—4 5 5
py=PX, =41X =4)= =

-2
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Con estas probabilidades podemos formar la matriz de transicion:

1-7e2 %e’z —e2 20 2¢% o2

I—Be‘2 ée‘2 202 2% 2 0
3 3
1-7e2 ze‘2 ée‘2 22 2¢2 2
3 3

Para calcular la matriz estacionaria de probabilidades, utilizamos el paquete Matlab. Elevando a la potencia 7 la matriz de
transicion, hasta que se estabilicen todos los renglones.

>> T

T =
0.0527 0.0902 0.1804 0.2707 0.2707 0.1353
0.8647 0.1353 0 0 0 0
0.5940 0.2707 0.1353 0 0 0
0.3233 0.2707 0.2707 0.1353 0 0
0.1429 0.1804 0.2707 0.2707 0.1353 0
0.0527 0.0902 0.1804 0.2707 0.2707 0.1353

>> T715

ans =
0.3333 0.1675 0.1678 0.1585 0.1207 0.0522
0.3333 0.1675 0.1678 0.1585 0.1207 0.0522
0.3333 0.1675 0.1678 0.1585 0.1207 0.0522
0.3333 0.1675 0.1678 0.1585 0.1207 0.0522
0.3333 0.1675 0.1678 0.1585 0.1207 0.0522
0.3333 0.1675 0.1678 0.1585 0.1207 0.0522

Conclusion

Hasta la potencia 15 se estabilizaron los renglones con cuatro digitos, lo que arrojo el siguiente resultado:

Al término del periodo el almacén mantiene:

Cero unidades en inventario, 33.33% del tiempo se hace el pedido.
Una unidad en inventario, 16.75% del tiempo.

Dos unidades en inventario, 16.78% del tiempo.

Tres unidades en inventario, 15.85% del tiempo.

(]
a
]
(]
O Cuatro unidades en inventario, 12.07% del tiempo.
]

Cinco unidades en inventario, 5.22% del tiempo.
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m Calculos para las aplicaciones de matrices con Matlab

Los modelos matematicos que se ajustan a la vida real, en general involucran una gran cantidad de variables, de manera que los
célculos con matrices resultan bastante laboriosos. En esta seccion introducimos otras funciones y comandos de Matlab para realizar
operaciones entre funciones.

La ventaja que presenta Matlab sobre otros programas de calculos matematicos es que tiene la opcion de programar con facilidad
empleando los comandos: for, while, if, entre otros, y crear funciones que no estén definidas para facilitar los calculos. A conti-
nuacién se describe el cuerpo de las sentencias de programacidén en Matlab y después como crear funciones.

Uso de las declaraciones for, while e if en Matlab

A continuacion se describe de manera breve la sintaxis que emplea cada una de las sentencias con ciclos y condicionales.

Declaracion for

El comando for permite ejecutar un grupo de instrucciones un numero determinado de veces, para lo cual se debe introducir el nu-
mero de iteraciones. La sintaxis es la siguiente:

for variable = expresién
<Instruccidén>

< Instruccidén >
end

Declaracion while

El comando while permite repetir una serie de instrucciones de manera indefinida mientras que se cumpla alguna condicién. La
sintaxis es la siguiente:

while <Condicién>
<Instruccién>

< Instruccidén >

end

Declaracion if

El comando if es uno de los mas sencillos en programacion, ejecuta una serie de instrucciones en caso de que la condicion logica
sea verdadera.

if < condicidén ldégica >
<Instrucciones a realizar si la expresidén es verdadera>
end

El comando if presenta algunas variantes, también se pueden especificar las instrucciones a realizar en caso de que no se cumpla la
condicion 1ogica, la sintaxis es la siguiente:

if < condicidén ldégica >

<Instrucciones a realizar si la condicién légica es verdadera>
else

<Instrucciones a realizar si la condicidén ldégica es falsa>
end
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Otra opcion del comando 1f es que permite evaluar una serie de condiciones hasta ejecutar la que sea verdadera.

if < Condicién légica 1>
<Instrucciones a realizar si la condicién ldédgica 1 es verdadera>
elseif < Condicidén loégica 2>
<Instrucciones a realizar si la condicidén ldégica 2 es verdadera>
elseif < Condicidén légica 3>
<Instrucciones a realizar si la condicién ldégica 3 es verdadera>
elseif

else
<Instrucciones a realizar si ninguna condicién légica es verdadera>
end

Operadores de relacion numérica y logica en Matlab

Los comandos anteriores, por lo general, utilizan los siguientes operadores relacionales de Matlab; los cuales, si son verdaderos, Mat-
lab regresa 1, pero si son falsos regresa 0. Si el operador se encuentra dentro de un comando de programacion, ejecuta cierta accion si
resulta verdadero sin desplegar necesariamente ningun valor.

Tabla 2.2
Operadores .. Operadores ..
P ., Significa p, . Significa
de relacion logicos
< menor que & | ~ And or not
. . Determina los indices de la matriz
<= menor o igual a find . o,
que verifica una expresion logica.
> mayor que all Se explica en el capitulo 4.
>= mayor o igual a any Se explica en el capitulo 4.
= = igual a x0T Es el conectivo o exclusivo.
= ~ no igual a

Creacion de funciones en Matlab
Para crear una funcion se deben seguir los siguientes pasos:

1. En la pestafia HOME seleccionar New Function (véase figura 2.4).

]
W (meeple
h [hiki

:g.m Syulemn Dol

Figiite

Figura 2.4 Pantalla de Matlab
del mend New.
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2. Se despliega la pantalla Editor-Untitled como se muestra en la figura 2.5.

Sl e g e

(Rt iy  CAmpars = : = s
4 I h i1 4 L
% . E » 2
- o
- - o
e = k
'I'nhu.nna.:n | suspur acgse | AnpuE_sEge

i
a2 AR ITLEE Summemiy wE Yhie I e cem W
£l Is Eacas. % TAGiERALLsR JFER RWsw
&
Figura 2.5 Pantalla de Matlab o Lo Agqui se escribe el
del mend New en la opcion de | = nombre de la funcion
g

function.

Los valores de salida de la funcién (output _args) se declaran entre corchetes [ | y separados por comas; por su parte, los argumentos
de la funcion o valores de entrada (input args) se declaran después del nombre de la funcion.

3. Elnombre con el que se guarda la funcion y el nombre de la funcién deben ser iguales; la funcion debe ser guardada en el direc-
torio donde se encuentra Matlab (véase figura 2.6).

=& PO oeT—— [ e e
B el o - P -
s + . Fav i.-:.-:-. 'i.r-.“ -4 '.
e 3= e,
LT ]
B v ©oea | £l nombire con el que se guarda el
- e . archivo debr ser igual al nombre
ooy con el que se declara la funcién
s e -
Figura 2.6 Pantalla de Matlab Resan BUTTER z
e sy .
de la carpeta donde se guardan o J
las funciones.
T N

Desarrollar un programa en Matlab que determine

a) los enlaces 1 cadena de la matriz A del ejemplo 2.3.

b) los enlaces 2 cadena de la matriz A del ejemplo 2.3.

iy iy iy i

m |0 1 1 0 0

m |1 0 0 1 0
A=m |0 1 0 0 1
m |0 0 0 0 1

ng |10 1 1 0

Solucion

a) Se crea una funcion donde para cada interseccion de fila 7 con columna j de la matriz, si esta es igual a 1, se debe desplegar
en pantalla: ‘Nodo, ‘7 ,conexo con nodo, ;.
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Funcion cadena 1

o° o o°

end

function cadenal (Matriz A).
Parametro: recibe una matriz cuadrada.
Salida: muestra los nodos conexos 1 cadena.

function [ ]=cadenal (A) %la funcidén se llama cadenal.

m = size(A, 1); % devuelve el nUmero de renglones de la matriz A.

n = size (A, 2); % devuelve el numero de columnas de la matriz A.

if ( (m-n)~=0)

$si la diferencia entre m y n es distinta de cero, despliega el mensaje de error.
error (‘Introduzca una matriz cuadrada’).

end

for i=1:m;

$la iteracidén comienza en el rengldn i=1 y termina en el rengldén i=m

for j=1:n;

%$la iteracién comienza en la columna j=1 y termina en la comuna Jj=n
if A(1, J) ==

$si cada componente de la matriz es igual a uno, despliega el mensaje de respuesta.

respuesta=sprintf (‘El nodo %d es conexo con el nodo %d’, i, j);
disp (respuesta)

end

respuesta=i; j; %sprintf es un comando de impresién.

end %para cada comando declarado debe haber un end.

end i Toda funcion debe ser

‘s‘ guardada en el directorio
de Matlab con el nombre

de la funcién.

Resultados en Matlab al ejecutar la funcion

>>
>>
El
El
El
El
El
El
El
El
El
El

A=[01100;,170010;01001;00001;120110]; %se introduce la matriz A.
cadenal (A) $se ejecuta la funciédn.

nodo 1 es conexo con el nodo 2.
nodo 1 es conexo con el nodo 3.
nodo 2 es conexo con el nodo 1.
nodo 2 es conexo con el nodo 4.
nodo 3 es conexo con el nodo 2.
nodo 3 es conexo con el nodo 5.
nodo 4 es conexo con el nodo 5.
nodo 5 es conexo con el nodo 1.
nodo 5 es conexo con el nodo 3.
nodo 5 es conexo con el nodo 4.

b) Solucion

Se crea una funcién donde para cada interseccion de fila / con columna j de la matriz A% (llamada B), si esta es mayor o igual a
uno se determina el producto de la fila / de la matriz A con la transpuesta de la columna ; de la matriz A, elemento a elemento,
lo que da como resultado un vector, y para cada posicion £ de este vector diferente de cero, se debe desplegar en pantalla la
trayectoria 2 cadena: del nodo, 7, al nodo, &, y del nodo, &, al nodo, ;.

En caso contrario, si la interseccion de fila 7 con la columna j de la matriz A2 es cero se despliega el siguiente mensaje: nodo,
7, no conexo con nodo, 7, 2 cadena.

Esta

funcion es muy similar a la funcion cadenal, por lo que simplemente se comentaran los comandos agregados.
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Funcion cadena 2

function cadena?2 (Matriz A)

Parametro: recibe una matriz cuadrada

Salida: Muestra los nodos conexos 2 cadena

function [ ] = cadena?2(A) %la funcién se llama cadena?2

m = size(A, 1)

n = size (A, 2)
-n

o° o° o°

’
’

if (0 ~= (m-n))

error (‘Introduzca una matriz cuadrada’)
end
B = A"2; %se calcula A? y se almacena en B.
for i=1:m;

for j=1:n;

if B(i,3j) >=1 % si el componente de la matriz B es mayor o igual a uno:
r=A(i,: ); c=A(:,] ); c’;

$r es igual al rengldén i de A, c es igual a la columna j de A, se calcula la
% transpuesta de c.
Producto = r.* c’; %realiza el producto elemento a elemento entre r y c’
% (obteniendo un vector llamado producto)
for k=1:m %$la iteracién comienza en la columna k=1 y termina en la columna k=m
if producto (1, k)~=0
si la columna k del vector producto es diferente de cero se despliega el
mensaje trayectoria.
Trayectoria = i; k; j;
Trayectoria = sprintf(‘'Del nodo %d al nodo %d y del nodo %d al nodo %d’,i,k,%k,3);
disp(trayectoria)
end
end
else %de lo contrario (si la columna k del vector producto es igual a cero)
%$se despliega el mensaje de la siguiente linea.

o\ o

Trayectoria = 1i; J;

Trayectoria = sprintf (‘El nodo %d no es conexo con el nodo %d dos cadena’, 1i,3);
Disp(trayectoria)
pause %detiene el despliegue en pantalla hasta recibir un enter.

end
end
end
end

Resultados en Matlab al ejecutar la funcion

>> cadena? (A) %se ejecuta la funcién. (La matriz A se introdujo previamente)
Del nodo 1 al nodo 2 y del nodo 2 al nodo 1

Del nodo 1 al nodo 3 y del nodo 3 al nodo 2

El nodo 1 no es conexo con el nodo 3 dos cadena

Del nodo 1 al nodo 2 y del nodo 2 al nodo 4
Del nodo 1 al nodo 3 y del nodo 3 al nodo 5
El nodo 2 no es conexo con el nodo 1 dos cadena

Este es el ejemplo resuelto
en el libro.

\

Del nodo 2 al nodo 1 y del nodo 1 al nodo 2
Del nodo 2 al nodo 1 y del nodo 1 al nodo 3
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El nodo 2 no es conexo
Del nodo 2 al nodo 4 vy

Del nodo 3 al nodo 2 y
Del nodo 3 al nodo 5 y

El nodo 3 no es conexo
Del nodo 3 al nodo 5 vy
Del nodo 3 al nodo 2 vy
Del nodo 3 al nodo 5 vy
El nodo 3 no es conexo
Del nodo 4 al nodo 5 vy
El nodo 4 no es conexo
Del nodo 4 al nodo 5 vy
Del nodo 4 al nodo 5 vy
El nodo 4 no es conexo
El nodo 5 no es conexo
Del nodo 5 al nodo 1 y
Del nodo 5 al nodo 3 vy
Del nodo 5 al nodo 1 y
El nodo 5 no es conexo
Del nodo 5 al nodo 3 vy
Del nodo 5 al nodo 4 vy

con
del

del
del

con
del
del
del
con
del
con
del
del
con
con
del
del
del
con
del
del

el nodo 4
nodo 4 al

nodo 2 al
nodo 5 al

el nodo 2
nodo 5 al
nodo 2 al
nodo 5 al
el nodo 5
nodo 5 al
el nodo 2
nodo 5 al
nodo 5 al
el nodo 5
el nodo 1
nodo 1 al
nodo 3 al
nodo 1 al
el nodo 4
nodo 3 al
nodo 4 al

dos cadena
nodo 5

nodo 1

\/

nodo 1

dos cadena
nodo 3
nodo 4
nodo 4
dos cadena
nodo 1
dos cadena
nodo 3
nodo 4
dos cadena
dos cadena
nodo 2
nodo 2
nodo 3
dos cadena
nodo 5
nodo 5

Este es el ejemplo resuelto
en el libro.

/

e

Desarrollar una funciéon empleando los comandos de programacion en Matlab, considerando tres paises con diferentes rutas de
contacto (matrices de incidencia A, By D) y determinar las banderas que representan las rutas para ir de las ciudades del pais

A alas ciudades del pais D, con un transbordo en el pais B. Considerar las matrices A, B y D.

Solucion

Se desarrolla una funcioén que recibe como argumentos de entrada tres matrices: A, B y D, calculando primero el nimero de
renglones y de columnas de cada matriz para verificar que el producto AB y BD esté definido. El producto ABD es almacenado
en la matriz P. Para cada interseccion de fila 7 con columna j de la matriz P si esta es mayor o igual a uno se extrae la columna
j de la matriz D, con lo que se almacena esta columna en el vector cp. Para cada posicion & del vector cp diferente de cero, se
determina el producto de la fila i de la matriz A con la transpuesta de la columna £ de la matriz B elemento a elemento, lo que
da como resultado un vector llamado producto, y para cada posicion g del vector producto diferente de cero se debe desplegar
en pantalla: Enlace de la ciudad i a la ciudad “ciudad” del pais D, con las banderas obtenidas: ‘BANDERAS :
a(iq)b(gk)d(kj)’ con los respectivos valores de: i, g, k, ;. En caso contrario sila interseccion de fila i/ con columna
7 de la matriz P no es mayor o igual a 1 se despliega el siguiente mensaje: *‘NO HAY ENLACE ENTRE LA CIUDAD i DEL

=2 = = =

O N

_— O O

PAIS A a LA CIUDAD “ciudad” DEL PAIS D.
En este caso, todos los comandos se han explicado en los ejemplos anteriores.

€ G G
¢ |0 0
| 1 1
c, | 0 1

11

—_

C

2 ‘3 Cu
1 1 0
0 0 1
0 1 1

~
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Funcion enlace: Programa con banderas

function enlace (Matriz A)

Parametro: recibe tres matrices A, B, D que representan las diferentes rutas de

contacto entre estas ciudades.

Salida: muestra las banderas que representan las rutas para ir de una ciudad a otra.

function [ ]=enlace(A,B,D)

RA = size(

CA = size(A,2

RB = size(B,1

CB = size(B,2
(D, 1
(D, 2

o o° o° o°

RD = size
CD = size
if (CA ~= RB)
error (‘E1 producto AB no esta definido’)
if (CB ~= RD)
error (‘E1 producto BD no esta definido’)

end
end
P=A*B*D;
for i=1:RA
for j=1:CD
if P(i,3) >=1
Cp:D(:Ij )

for k=1:RD
if cp(k,1) ~=0
r=A(i,: ); c=B(:,k ); c’;
producto=r.* c’;
for g=1:RB
if producto(l, g) ~=0
ciudadD=RA+CA+RB+7;
enlace=1i;ciudadD; j
enlace=sprintf (‘Enlace de la ciudad %d a la ciudad %d del pais D’,i, ciudadD);
disp (enlace)
banderas= 1i;q9;k;7;
banderas=sprintf (‘Banderas: a(%d%d)b(%d%d)d(%d%d)\n ‘, 1 ,q, g9, kX, k, J);
disp (banderas)
end
end
end
end
pause
else
ciudadD=RA+CA+RB+7;
enlace=i;ciudadD; 7;
enlace=sprintf (‘NO HAY ENLACE ENTRE LA CIUDAD %d DEL PAIS A a LA CIUDAD %d DEL PAIS D
\n’,1i,ciudadD) ;
Disp (enlace)
pause
end
end
end
end




Aplicaciones de matrices

Resultados en Matlab al ejecutar la funcion

%$se introducen las matrices A, B y D.
>> A=[101;010;110;011]; B=[001; 110;011]; D=[0110;1001;0011];
>> enlace (A, B, D) %$se ejecuta la funcidn.

Banderas:

Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:

Enlace de
Banderas:

Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:
Enlace de
Banderas:

a(l3)b(32)d(21).

NO HAY ENLACE ENTRE LA CIUDAD 1 DEL PAIS

la ciudad 1 a la ciudad 13 del

a(ll)b(13)d(33)
la ciudad 1 a la
a(l3)b(33)d(33)
la ciudad 1 a la
a(l3)b(32)d(24)
la ciudad 1 a la
a(ll)b(13)d(34)
la ciudad 1 a la
a(l13)b(33)d(34)
la ciudad 2 a la
a(22)b(22)d(21)
la ciudad 2 a la
a(22)b(21)d(12)
la ciudad 2 a la
a(22)b(21)d(13)
la ciudad 2 a la
a(22)b(22)d(24)
la ciudad 3 a la
a(32)b(22)d(21)
la ciudad 3 a la
a(32)b(21)d(12)

la ciudad 3 a la
a(32)b(21)d(13)
la ciudad 3 a la
a(31)b(13)d(33)
la ciudad 3 a la
a(32)b(22)d(24)
la ciudad 3 a la
a(31)b(13)d(34)
la ciudad 4 a la
a(42)b(22)d(21)
la ciudad 4 a la
a(43)b(32)d(21)
la ciudad 4 a la
a(42)b(21)d(12)
la ciudad 4 a la
a(42)b(21)d(13)
la ciudad 4 a la
a(43)b(33)d(33)
la ciudad 4 a la
a(42)b(22)d(24)
la ciudad 4 a la
a(43)b(32)d(24)
la ciudad 4 a la
a(43)b(33)d(34)

ciudad 13

ciudad 14

ciudad 14

ciudad 14

ciudad 11

ciudad 12

ciudad 13

ciudad 14

ciudad 11

ciudad 12

ciudad 13

ciudad 13

ciudad 14

ciudad 14

ciudad 11

ciudad 11

ciudad 12

ciudad 13

ciudad 13

ciudad 14

ciudad 14

ciudad 14

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

del

A a LA CIUDAD 12 DEL PAIS D

pais
pais
pais
pais
pais
pais
pais
pais
pais
pais

pais

pais
pais
pais
pais
pais
pais
pais
pais
pais
pais
pais

pais

Enlace de la ciudad 1 a la ciudad 11 del pais D

D

D

\J

Este es el ejemplo
resuelto en el libro.
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T N

Desarrollar una funcion empleando los comandos de programacion en Matlab para resolver el ejemplo de las epidemias. Las
matrices A, B y C muestran los contactos directos que han tenido cuatro pueblos, determinar la relacion que tuvieron las perso-
nas del pueblo 1 con las del pueblo 4 y mostrar esta relacion mediante banderas.

Dy Py Py Py
Dy Py P33 Pyz Psy

P Pp Py Py |10 0 1
P[0 0 1 0 P | 10 000 Py |0 0 0 0
A=p |1 1 0 o B2 DO L0 e 0 0
= ’ P, 0 1 1 0 0 »
Pa |0 °0 Ly 1 000 1 ! " (1) (1] g (1)
Ps;

Solucion

En este caso, el desarrollo del programa es el mismo que el del ejemplo 2.19, puesto que este también se basa en el producto de
tres matrices, lo inico que cambia son los mensajes de salida.

Propagacion de epidemias

function relacion(Matriz A, B, C)

Parametro: recibe tres matrices A, B, C que representan las

relaciones entre las personas de dos poblados.

Salida: Muestra las banderas que representan las relaciones indirectas entre los
habitantes del pueblo 1 con el pueblo 4 a través de los habitantes de los pueblos 2 y 3.
function [ ] = relacion (A, B, C)

o® o© o° o° o©

(A, 1
CA = size(A,2
RB = size(B,1
CB = size(B,?2
RC = size(C,1
CC = size((C,2

)

error (‘el producto AB no esta definido’)
if (CB ~= RC)
error (‘el producto BD no esta definido’)

end
end
P=A*B*C;
for i=1:RA
for j=1:CC
if P(i,3) >=1
cp=C(:,3 );
for k=1:RC
if cp(k,1) ~=0
r=A(i,: ); c=B(:,k ); c’;
producto=r.* c’;
for g=1:RB

if producto(l,q) ~=0
relacion=sprintf (‘Relacién: de la persona %d del pueblo 1 con la persona %d del pueblo
4",1,3) 7
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disp(relacion)

disp (banderas)
end
end
end
end
pause
else
relacion=sprintf (‘NO RELACION:
pueblo 4’ ,1,7);
disp(relacion)
pause
end
end
end
end

banderas=sprintf (‘Banderas: a(%$d%d)b(%d%d)d(%d%d)\n ‘,1i ,q,9,k,k,3);

de la persona

%d del pueblo 1 con la persona %d del

Resultados en Matlab al ejecutar la funcion

C=[1 001;0000
B,
la
la
la

;0001;1000 ;
C).
persona 1 del pueblo 1 con

>> relacion( A,
NO RELACION: de
NO RELACION: de
NO RELACION: de

persona 1 del pueblo 1 con
persona 1 del pueblo 1 con

Relacidén: de la persona 1 del pueblo 1 con la
Banderas: a(l3)b(33)d(34).

Relacién: de la persona 2 del pueblo 1 con la
Banderas: a(21)b(11)d(11)

Relacién: de la persona 2 del pueblo 1 con la
Banderas: a(22)b(24)d(41)

NO RELACION: de la persona 2 del pueblo 1 con
NO RELACION: de la persona 2 del pueblo 1 con

Relacién: de la persona 2 del pueblo 1 con la

Banderas: a(21)b(11)d(14)
Relacién: de la persona 3 del pueblo 1 con la
Banderas: a(34)b(41)d(11)
Relacién: de la persona 3 del pueblo 1 con la
Banderas: a(34)b(44)d(41)
Relacién: de la persona 3 del pueblo 1 con la
Banderas: a(34)b(45)d(52)

NO RELACION: de la persona 3 del pueblo 1 con

Relacién: de la persona 3 del pueblo 1 con la

Banderas: a(34)b(41)d(14)
Relacién: de la persona 3 del pueblo 1 con la
Banderas: a(34)b(45)d(54)

%se introducen las matrices A, B y C, y se ejecuta la funcién.
> A=[0010;,1100, 0001]; B=[10000; 01010;01100;1001T17];
010171;

la persona 1 del pueblo 4
la persona 2 del pueblo 4
la persona 3 del pueblo 4

Este es el ejemplo

persona 4 del pueblo 4
5
resuelto en el libro

persona 1 del pueblo 4
persona 1 del pueblo 4
la persona 2 del pueblo 4
la persona 3 del pueblo 4
persona 4 del pueblo 4
persona 1 del pueblo 4
persona 1 del pueblo 4

persona 2 del pueblo 4

la persona 3 del pueblo 4
persona 4 del pueblo 4

persona 4 del pueblo 4
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Ejercicios de repaso

2.1 ;Qué es un grafo y para qué se utiliza?
2.2 (Cuando un grafo es dirigido?

2.3 ;Qué es una trayectoria en un grafo?
2.4 ;Qué es una matriz de incidencia?

2.5 Defina una matriz de adyacencia.

2.6 ;Qué diferencias existen entre una matriz de incidencia y
una matriz de adyacencia?

2.7 Defina una matriz de transicion.

2.8 ;Como se obtiene la matriz estacionaria de probabilidades
en una cadena de Markov?

2.9 (Qué propiedad del producto entre matrices se utiliza para
la solucion del problema de la agencia de viajes?

2.10 Con las aplicaciones revisadas en este capitulo, mencione
dos problemas diferentes en donde sea posible aplicar las

matrices.

2.11 Si una empresa tiene 40 distribuidores, cada uno con 25
rutas diferentes que deben llevar la mercancia a 10 lugares,
(coémo se podria resolver el problema para encontrar la me-

jor ruta de la empresa a un lugar determinado?

2.12 En el problema de criptografia, ;/la matriz codificadora po-
dra tener componentes negativos?

2.13 En las cadenas de Markov, ;como son las variables aleato-

rias del proceso?

2.14 En las lineas de espera revisadas en este capitulo, jcuales
son los estados?

2.15 En el modelo de inventarios revisado en este capitulo, jcua-

les son los estados?

2.16 Si en el modelo de inventario las demandas eran indepen-

dientes, ;por qué las variables del proceso son dependientes?

Ejercicios con grado de dificultad uno

Resuelva los siguientes ejercicios:

2.17 Las matrices siguientes son de incidencia de un grafo, se
pide determinar:

O Si existe enlace entre el nodo 2 y el nodo 5.
O Todos los enlaces 2 cadena y sus recorridos.

O Si existen nodos sin enlazarse.

01010)(00101)[000101
001100
o0110f[1001o|/ %0800
10000[] 00010
000011
00001 {[ooror| 0020l
r1o00/lortooo){gr o900

2.18 Represente los siguientes grafos en su forma matricial.

Figura 2.7

2.19 Suponga que las rutas entre ciudades estan en las matrices
de incidencia A, B y D.

[ .
o (1 01 8 % o
s |1 0 1
¢, | 0 1 0
A: 9 B= C6 0 ]. 0 5
;| 1 0 0
¢, |0 1 0
¢ | 00 1
4 Gy G3 Gy
g | 1 0 0 0
yD=¢ |0 0 1 1
c 0 1 0 0

Determine todas las rutas para ir de la ciudad 2 a las cuatro
ciudades del pais D.

2.20 Las siguientes matrices de incidencia representan la rela-
cion que tuvieron los individuos de 4 pueblos, donde by
representa a la persona 7 del pueblo ;.

by Py Py Py

Py |1 0 1 0
A=p, |0 0 1 0
|0 1 0 0



Aplicaciones de matrices

2.21

222

2.23

2.24
2.25
2.26

D3 Py P33 Py Psy
(0 1 0 0 0
Lo |0 10 1 0
| 1 0 1 0 0
ol 0 0 0 1 0
Dy Dy Py Py
(0 1 0 0
b0 0 0 1
yC=p,10 0 0 0
ps| 1 0 0 0
s 0 0 1 0

Encuentre qué relacion tuvo la persona p,; con las demds
personas del pueblo 4.

Explique si es posible que a,;=a;= 1 en una matriz de ad-
yacencia para la dominancia entre grupos.

Las siguientes matrices de adyacencia representan una red
dirigida, demuestre sin la grafica si todos los nodos estan
conexos y cual es el enlace mas corto para que estén de esta
manera.

001000 011000
100001 000010
A=| 000100 5 000100
000001 100000
101000 000001
001000 010000
000010 000010
000010 100100
c-{100000| H 000001
000010 101010
010000 010001
001000 001010

Trace la gréfica de red para cada una de las matrices del
ejercicio anterior.

Proponga dos matrices de codificacion de orden 2 x 2.
Proponga dos matrices de codificacion de orden 3 X 3.

Proponga dos matrices de codificacion de orden 4 X 4.

Ejercicios con grado de dificultad dos

2.27

Las rutas entre paises estan programadas a través de las
matrices de incidencia A, By C.

2.28

2.29

G G G
C, €, ¢
a0 1 1 g8 Co O
(1 01
|1 01
A= ,B=¢ |0 1 0
;| 0 1 1
¢, |0 0 1
¢ |1 0 1
4y S G3
¢ [0 0 0 1
yC=¢ |1 0 0 1
C 1 1 1 0

10

Sitoma en cuenta las mismas consideraciones entre matri-
ces del ejemplo 2.6, se pide determinar las rutas disponibles
para ir:

a) de la ciudad c, del pais 4 a la ciudad c,, del pais C.
b) dela ciudad c, del pais 4 a la ciudad c,, del pais C.
c) dela ciudad ¢, del pais 4 ala ciudad c,, del pais C.

Las rutas entre paises estan programadas mediante las ma-
trices de incidencia A, B, C y D.

(4 4 C.

5 7

=
—_ = o =

0
1
0
0

C

oo“
_ o
o —_
(== ]
—_ o

o
[
o
o
{7}
— o O
[T
—_ O o —

Si toma en cuenta las mismas consideraciones entre matri-
ces del ejemplo 2.6, se pide determinar las rutas disponibles
para ir:

a) dela ciudad c, del pais 4 a la ciudad c, ; del pais D.
b) dela ciudad c, del pais 4 a la ciudad ¢, del pais D.
c) dela ciudad ¢, del pais 4 ala ciudad c, del pais C.

Las siguientes matrices representan las relaciones de conta-
gio entre las personas de tres ciudades:
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Py Py Py Py
(0 1 0 o0
Ao by |1 0 1 0 ,
py | O 1 1 0
Py (1 0 0 1
Pz Py3 P33 Pz Ps3
(0 0 1 0 1
g2 |l 0 0 1 0
po |0 0 1 0 1
2y l0 1 0 1 0
Dy Py Py Py
;|11 0 0
Py | O 1 1 0
yC=p, |1 0 1 0
|1 0 0 1
1 1 0 0

Con base en los supuestos del ejemplo 2.7, se pide determinar:

a) ;Como contagiaron las personas de la ciudad 1 a las
personas de la ciudad 4 y a través de cuales personas
ocurri6?

b) (Quién de las cuatro personas de la ciudad 1 contagio
mas a las de la ciudad 4?

Las siguientes matrices representan las relaciones de conta-
gio entre las personas de cuatro ciudades:

by Py Py Pp
s (1 0 0 0
Ao 7y |0 1T 1 0 ’
|0 0 1 1
0 1 0 0
D3 Py P33 Pgz Ps
s, (1 0 0 0
B=p, |1 1 0 0 ,
00 0
Py Py Py Py
Py |1 1 0 0
|0 1 1 0
C=p,|1 0 1 0
Py | 1 0 0 1
Ps; | 1 1 0 0

2.31

2.32

b5 Pys Pss

a0 0 1
ypPu| 0 L0
|1 0 1

P |0 1 0

Con base en los supuestos del ejemplo 2.7, se pide deter-
minar:

a) (Como contagiaron las personas de la ciudad 1 a las
personas de la ciudad 5 y a través de cuales personas
ocurrio?

b) (Quién de las cuatro personas de la ciudad 1 contagio
mas a las personas de la ciudad 5?

Suponga que un socidlogo estudia un grupo pequeio de
nueve personas, con quienes realiza pruebas y determina
las siguientes dominancias:

domina a

pl —>p4 ypg

domina a

23 > Py
domina a

2 > Py

domi :
ps———— nadie

domina a
Ps D)

p7 domina a nadie

Con esta informacion construya una matriz de adyacencia y
determine qué persona es quien domina mas en este grupo.

Suponga que un socidlogo estudia un grupo pequefio de
nueve personas, con quienes realiza pruebas y determina
las siguientes dominancias:
domi ’
p———"—nadie

domina a

pz %pl yp7

domina a

pS——)pj,

domina a di
p, —nadie

domina a
b—n
domina a

pg——)p7
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2.33

2.34

Con esta informacion construya una matriz de adyacencia y
determine qué persona es quien domina mas en este grupo.

Suponga un problema de redes compuesto de 10 nodos que
tiene la siguiente matriz de adyacencia:

moom o ny s g My fg My 1y,

m {0 001011001
n, |0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
n, {0 00 01 0 01 00
n, 10 01 0010010
e ns {0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
ne |0 001 00 O0O0O0O0
n, 10 00 0O0O0O0T1T1TO0
ng |1 000100000
g |1 0001 000 01
m |1 000100000

a) Por medio del producto entre matrices, determine el
primer enlace del nodo 4 con el nodo 7.

b) Por medio del producto entre matrices, determine el
primer enlace del nodo 8 con el nodo 3.

c) Encuentre los enlaces que tienen un orden mayor a 6
cadena.

Suponga un problema de redes compuesto de nueve nodos
que tiene la siguiente matriz de adyacencia:

mony, f; #, Hy By 1, Hy 1
o1 01000 0 1
m1oo0 01001 0 0
101 00100 1 0
00 10010 0 1

A=n |01 00000 0 1
n |00 01000 0 0
m | 10 00001 1 0
n |00 00100 01
L 00 00010 0 0

a) Por medio del producto entre matrices, determine el
primer enlace del nodo 3 con el nodo 9.

b) Por medio del producto entre matrices, determine el
primer enlace del nodo 2 con el nodo 5.

c) Encuentre los enlaces que tienen un orden mayor a 7
cadena.

2.35

2.36

2.37

2.38

2.39.

2.40

Con la asignacion de nimeros a las letras del alfabeto dada
en el ejemplo 2.11 y utilizando la matriz de codificacion

-8 5

EL DOMINGO INICIA EL PROCESO PLANEADO

] , codifique el siguiente mensaje:

Con la asignacion de nimeros a las letras del alfabeto dada
en el ejemplo 2.11 y si utiliza la matriz de codificacion

1 10
1 23
2 21

LA CONTRASENA DE USUARIO ES REPITA

A= , codifique el siguiente mensaje:

Resuelva los dos ejercicios anteriores, pero ahora utilizan-
do la matriz de codificacion:

[NCIN CREG TN
(O, I NS S )
O W N
— = U W

Con la asignacion de nimeros a las letras del alfabeto dada
en el ejemplo 2.11 y si utiliza la matriz de codificacion

Al 12
25
como:

40 96 26 52 39 87 33 80 8 5 62 146 5 10 41 91
21 52 39 97 2 5 10 25 60 139 50 117 1 2

] . Encuentre el mensaje original codificado

Con la asignacion de nimeros a las letras del alfabeto dada
en el ejemplo 2.11 y si utiliza la matriz de codificacién
1
A=|1
2
do como:

28 65 61 22 86 58 2 70 26 19 33 38 15 40 35 30
83 72 16 70 50

27 32 54 24 83 66 31 55 67 24 29 48 24 80 65
26 74 61 39 74 83

1 0
2 3 |.Encuentre el mensaje original codifica-
2 1

Seglin estudios realizados en 2013 en la ciudad de México
para conocer el ranking de televidentes en una hora de-
terminada, la empresa 1 tiene 38%, la empresa 2, 48%, la
empresa 3, 7% de televidentes, la empresa 4, 5% de televi-
dentes y la empresa 5, 2%. Para aumentar su porcentaje de
televidentes a dicha hora, la empresa 1 comienza a mostrar
peliculas de estreno. Después de una semana de estrenos,
se encuentran las proporciones de televidentes por empre-
sa, como se muestra en la siguiente matriz:
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2.41

E E, B E; £
E | 084 011 0.03 0.01 0.01
E, | 012 0.84 0.01 0.02 0.01
E, | 016 0.05 0.70 0.07 0.02
E, | 024 0.11 005 0.55 0.05
E, | 012 0.08 0.04 0.01 0.75

a) (Qué porcentaje de televidentes tiene cada una de las
empresas televisivas después de una semana? Si los por-
centajes de personas que cambian de empresas televisi-
vas se conservan igual que en la primera semana.

b) ;Qué porcentaje de televidentes tiene cada una de las
empresas televisivas después de tres semanas?

c) (Qué porcentaje de televidentes tiene cada una de las
empresas televisivas después de un afio?

Hoy dia, en varias ciudades del mundo que tienen proble-
mas de saturacion del flujo vehicular se implementa un set-
vicio de bicicletas en las afueras de algunas estaciones del
metro, para que el usuario pueda desplazarse a su destino.
El servicio consiste en rentar una bicicleta en uno de los
modulos de atencion que podra entregarla en el mismo o
en otro modulo. Suponga que se han registrado los porcen-
tajes diarios de la entrega de bicicletas en los modulos, de
lo que resulto la siguiente matriz de probabilidades:

o ity Uy Wy Wy Uy iy g
m | 060 0.08 005 0.12 0.10 0.05 0.00 0.05
m, | 002 084 003 0.01 0.00 005 0.02 0.03
my | 015 011 046 0.06 0.10 0.05 0.02 0.08
m, | 0.04 011 0.03 0.56 0.07 0.15 0.05 0.00
ms | 0.08 0.10 0.03 0.01 0.70 0.05 0.00 0.03
mg | 0.10 0.00 0.10 0.10 0.00 0.65 0.05 0.00
m, | 0.00 0.00 0.05 0.05 0.00 0.00 0.80 0.10
mg | 003 0.04 0.03 0.10 0.08 0.00 0.00 0.72

2.42

La matriz se interpreta de la siguiente forma: Si una bicicle-
ta es rentada en el modulo 1, 60% de las veces se regresa al
modulo 1, 8% al médulo 2 y asi sucesivamente para todos
los modulos. A la larga, ;qué porcentaje de bicicletas ten-
dra cada uno de los modulos?

Suponga un sistema de lineas de espera, como el propuesto
en el ejemplo 2.16, donde la fila se cierra cuando hay 10
personas y la probabilidad de que llegue una persona es
0.25, mientras que la probabilidad de que una persona sea
atendida es de 0.22. Calcule los porcentajes de que en la
cola se encuentren 0, 2, 4, 6, 8 y 10 personas.

2.43

2.44

2.45

2.46

2.47

Suponga un sistema de lineas de espera, como el propuesto
en el ejemplo 2.16, donde la fila se cierra cuando hay 15
personas y la probabilidad de que llegue una persona es
0.30, mientras que la probabilidad de que una persona sea
atendida es de 0.25. Calcule los porcentajes de que en la
cola se encuentren 0, 3, 6, 9, 12 y 15 personas.

Suponga un sistema de lineas de espera, como el propuesto
en el ejemplo 2.16, donde la fila se cierra cuando hay 20
personas y la probabilidad de que llegue una persona es
0.55, mientras que la probabilidad de que una persona sea
atendida es de 0.40. Calcule los porcentajes de que en la
cola se encuentren 0, 5, 10, 15 y 20 personas.

Suponga que en el modelo de inventario del ejemplo 2.18
la orden del inventario es de seis unidades y la demanda
promedio de la distribucién de Poisson por semana es de
tres unidades. Calcule los porcentajes de que en el almacén
se encuentren 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6 unidades del articulo.

Suponga que en el modelo de inventario del ejemplo 2.18
la orden del inventario es de ocho unidades y la demanda
promedio de la distribucion de Poisson por semana es de
cuatro unidades. Calcule los porcentajes de que en el alma-
cén se encuentren 0, 2, 4, 6 y 8 unidades del articulo.

Suponga que en el modelo de inventario del ejemplo 2.18
la orden del inventario es de 10 unidades y la demanda
promedio de la distribucion de Poisson por mes es de seis
unidades. Calcule los porcentajes de que en el almacén se
encuentren 0, 2, 4, 6, 8 y 10 unidades del articulo.

Ejercicios con grado de dificultad tres

2.48

2.49

2.50

2.51

2.52

Demuestre que si A es una matriz de incidencia 7 X n de
un grafo dirigido y a{) = 0 para 1 <s < #, entonces no existe
trayectoria desde el nodo 7 al nodo ;.

Desarrolle el modelo de inventario visto en el ejemplo 2.18,

pero considere que el pedido se hace cuando todavia queda
una unidad en inventario.

Demuestre que cualquier matriz del modelo de lineas de
espera del ejemplo 2.16 es regular.

Demuestre que cualquier matriz del modelo de inventario
del ejemplo 2.18 es regular.

(Es posible desarrollar un modelo de inventario como en
el ejemplo 2.18 para dos articulos con demandas indepen-
dientes? En caso afirmativo desarrolle el modelo.

Ejercicios complementarios con uso de Matlab

2.53

Resuelva los ejercicios que requieren de calculos de matri-
ces con ayuda de Matlab.
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I. Disene un modelo de lineas de espera para los usuarios del metro (en grupos de 50 personas) en la estacién Pantitlan, durante
las mafanas de los dias laborables, cuando se tiene que cerrar por algunos momentos el acceso al metro.

II. Desarrolle una funcidn; utilice los comandos de programacion en Matlab que determinen todos los enlaces 3 cadena de una
matriz cuadrada.

ITI. Desarrolle una funcion; utilice los comandos de programacion en Matlab que determinen los enlaces 3 cadena de una matriz
cuadrada para un renglén 7 y columna j especificados por cada usuario.

IV. El ejemplo 2.22 de la funcion enlace (4, B, C) muestra la respuesta mediante banderas. Modifique el programa de manera que
la respuesta esté dada mediante ciudades; es decir, que los resultados se organicen como se muestra a continuacion (llame a la
funcion rutas):

Rutas: De Cl ---> C7 --->C9 --->Cl11

No enlace entre la ciudad Cl del pais A con la ciudad Cl2 del pais D
Rutas: De Cl1 ---> C5 --->C10 --->C13

Rutas: De Cl ---> C7 --->C10 --->C13

Rutas: De Cl ---> C7 --->C9 --->Cl14, etcétera.

V. Desarrolle una funcion; utilice los comandos de programacion en Matlab que desplieguen en pantalla las rutas para ir de la
ciudad 7 a la ciudad j, donde 7 y j son definidas por el usuario dentro del cuerpo de la funcion.

VI. Las matrices A, By C muestran los contactos directos entre cuatro pueblos; desarrolle una funcién con los comandos de progra-
macion en Matlab para determinar la relacién que tuvieron las personas del pueblo 1 con las del pueblo 4. Llame a la funcion
personas, la respuesta debe mostrar la relacion que cada persona 7 del pueblo 1, tuvo con la persona g del pueblo 2, y asi de
manera sucesiva como se muestra;

NO RELACION: de la persona 1 del pueblo 1 con la persona 3 del pueblo 4.
Relacién: de la persona 1 del pueblo 1 con la persona 4 del pueblo 4
P11 -->P32 -->P33 -->P44.

Relacién: de la persona 2 del pueblo 1 con la persona 1 del pueblo 4
P21 -->P12 -->P13 -->P14, etc.

VII. Resuelva el proyecto anterior, de manera que solo se despliegue en pantalla la relacion entre la persona 7 del pueblo 1 con la
persona j del pueblo 4, donde 7y j son definidas por el usuario dentro del cuerpo de la funcion.






Determinantes

Los arreglos con orden siempre presentan propiedades

que pueden parecer que no estan relacionadas.

Objetivos generales

Mostrar que en la actualidad los determinantes tienen gran importancia en el cdlculo de areas y volimenes, ademas de haberse
ampliado su uso a las funciones.

Explicar cuales son las propiedades mas importantes en el célculo de los determinantes y cémo pueden ayudar a resolver mas
rapido los determinantes.

Objetivos especificos

0000000 0O0O0DOD

Explicar qué es una permutacion.

Definir y ejemplificar el calculo de los determinantes de orden 2 x 2.

Explicar cémo calcular los determinantes con la formula de Leibniz.

Resolver determinantes con el método de Sarrus.

Definir a los menores y cofactores de una matriz.

Explicar cémo calcular los determinantes por cofactores.

Describir cudles son las propiedades mas importantes en el cdlculo de los determinantes.
Explicar cuando y cémo se calcula un determinante por bloques.

Explicar por medio del determinante cémo establecer cuando una matriz es invertible.
Calcular el determinante de algunas matrices particulares: diagonal, triangular, ortogonal, Vandermonde, etcétera.
Resolver ejercicios de operaciones en el calculo de los determinantes en forma general.

Realizar cdlculos de los determinantes con ayuda del paquete Matlab.
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m Introduccion

En este capitulo introducimos otra herramienta matematica mas del algebra lineal, que en sus origenes también se utilizo para la
solucion de los sistemas de ecuaciones lineales (tema que se aborda en el capitulo 4), la cual recibe el nombre de “determinante” y se
aplica a las matrices cuadradas.

Hoy dia, esta herramienta matematica por si sola presenta propiedades y aplicaciones interesantes.

La historia acerca del inicio de los determinantes da cuenta de que estos aparecieron antes que las matrices; su origen lo esta-
blecieron en forma empirica los matematicos chinos del afio 300 a.C. a 200 a.C., en el capitulo séptimo, “Ni mucho ni poco”, del
libro Arte de las matematicas (Jiu Zhang, Suan Shu). Aunque esto se mantuvo casi oculto por alrededor de dos mil afios, antes de su
publicacion formal a cargo del matematico japonés Takakasu Seki Kowa (1642-1708), el primero en publicar un trabajo sobre este
tema en 1683, al que tituld Método para resolver los problemas disimulados, y en el que se incluyen algunos métodos matriciales expuestos
en forma de tablas, al mas puro estilo de los matematicos chinos de esa época. Sin contar con un término que corresponda a la idea
de determinante, Seki los introdujo y ofrecid métodos generales para calcularlos. Métodos basados en ejemplos concretos, con los que
era posible calcular el determinante de matrices cuadradas hasta orden 5. La aparicion de determinantes de 6rdenes superiores tardo
ain mas de 100 afios en aparecer.

La aparicion de la nocién de determinante en Europa fue durante ese mismo afio de 1683, en una carta de Gottfried Leibniz a
Guillaume de L’Hopital (1661-1704), donde le explica que cierto sistema de ecuaciones lineales tiene solucion. Leibniz us6 la palabra
“resultante” para ciertas sumas combinatorias de términos de un determinante y probo varios resultados sobre estos, incluido uno que,
en esencia, es la conocida regla de Cramer. Leibniz también conocia que un determinante se puede expandir si se usan columnas, lo
que hoy se conoce como la expansion de Laplace y estudio los sistemas de ecuaciones lineales a través de sus coeficientes, en especial
aquellos ligados a las formas cuadraticas en las que usé los determinantes.

En 1678, Leibniz escribio un determinante de orden 4 correcto en todo salvo en el signo. Leibniz no publico este trabajo, el cual
pareci6 quedar olvidado hasta que los resultados fueron redescubiertos en forma independiente 50 afios més tarde. En el mismo perio-
do, Kowa Seki publicé un manuscrito sobre los determinantes, con férmulas generales dificiles de interpretar. Parece que las formulas
son correctas para determinantes de tamafio 3 y 4, aunque de nuevo los signos estuvieron mal para los determinantes de tamafio
superior.

En 1730, Colin Maclaurin (1698-1746) escribio su Tratado de dlgebra, publicado en 1748, dos afios después de su muerte. En este
trabajo aparecen los primeros resultados sobre determinantes y se prueba la regla de Cramer para sistemas pequefios, 2 x 2y 3 X 3;
ademads, se indica como deducir el caso para determinantes 4 x 4.

Mas adelante, en 1764, Etienne Bézout (1730-1783) demuestra nuevos métodos para calcular determinantes; lo mismo que
Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) en 1771.

Por su parte, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), en un articulo sobre mecanica, publicado en 1773, estudia algunas identidades
para determinantes funcionales 3 x 3 y descubre la relacion entre el calculo de los determinantes y el de los volimenes. En efecto, se
prueba que el tetraedro formado por el origen O(0; 0; 0) y los tres puntos M(x, y, 2), M (x,, ¥, 2,) Y M,(x,, ¥,, z,) tiene volumen:

[z(x1y2 - ylxz) + Zl(yxz - xyz) + Zz(xyl _ny)]/é

El término determinante fue usado por primera vez por Gauss en sus Disquisitiones arithmeticae, obra publicada en 1801, donde estudia
las formas cuadraticas. En 1815, Gauss publico su memoria sobre determinantes; sin embargo, afios antes, en 1812, Cauchy introdujo
el término determinante en el sentido moderno. Este trabajo de Cauchy es el mas completo de la época sobre determinantes, ya que en
este no solo se prueban algunos resultados bien conocidos, sino también otras nuevas propiedades sobre menores y adjuntas. Asimis-
mo, en esta obra se prueba, por primera vez, el teorema de la multiplicacion para determinantes:

det(AB) = det(A)det(B)

En 1825, Heinrich F. Scherk public6 nuevas propiedades de los determinantes. Entre las propiedades halladas estaba la de una matriz
en la que una fila es combinacion lineal de varias de las demas filas de la matriz y el determinante es cero.

En 1841, el matematico aleman Carl Gustav Jacobi (1804-1851) publico tres tratados sobre determinantes y fue con él con quien
la palabra determinante gané la aceptacion definitiva. Estos trabajos alcanzaron singular importancia, pues en estos aparecid, por
primera vez, una definicién algoritmica del determinante, con la novedad de que las entradas en el determinante no eran especifica-
das, con lo que sus resultados son de igual forma aplicables, tanto al caso en que las entradas eran nimeros como cuando estas eran
funciones de varias variables. Mas tarde, Sylvester llam¢ jacobiano a este determinante.
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En 1841, Cayley publicé la primera contribucion en idioma inglés de la teoria de determinantes. En este articulo se usaron dos li-
neas verticales sobre ambos lados del arreglo de los coeficientes de la matriz para denotar el determinante, una costumbre que algunos
autores aun utilizan. Cayley también probd que una matriz cuadrada A es invertible si y solo si det(A) # 0.

El cuadro matricial es introducido en los trabajos de Cayley y James Joseph Sylvester. Ademas, Cayley también es el inventor de
la notacion de los determinantes mediante barras verticales (1847) y fue quien establecid la formula para el calculo de la inversa
de una matriz mediante determinantes (1858). La teoria se refuerza por el estudio de determinantes que tienen propiedades de simetria
particulares, asi como por la introduccion del determinante en nuevos campos de las matematicas, como el wronskiano en el caso de
las ecuaciones diferenciales lineales.

La definicion axiomatica del determinante que hoy conocemos como la (Unica) funcion multilineal alternada, y que toma el valor
1 en la matriz identidad, se debe a Kronecker y Weierstrass. Las conferencias de Weierstrass fueron publicadas después de su muerte
en 1903; en ese mismo aflo, también se publicaron las conferencias de Kronecker sobre determinantes, también como obra postuma, en
las que se introduce el producto tensorial de espacios vectoriales. Con estas dos contribuciones, la teoria moderna de determinantes
comenz6 a ocupar un lugar preponderante en la teoria de matrices.

Por su parte, Turnbull y Airen escribieron influyentes libros sobre esta materia entre 1930 y 1940, mientras que sir Thomas Muir
(1844-1934) nos legd una descripcion general de la historia de la teoria de determinantes, desde su descubrimiento por Seki y Leibniz,
desde 1683 hasta 1920.

Con base en el desarrollo de la historia de los determinantes, durante este capitulo primero revisamos la definicion bésica de este.
Después de tratar las complejidades sobre el calculo del determinante, estudiamos otras formas de calculo mas sencillas. Asi, iniciamos
con el método de Sarrus para los determinantes de orden 3 x 3, para después introducir otro método general, llamado cofactores, en el
que es necesario definir con antelacion a los menores de una matriz; con estos nuevos conceptos, entonces podemos introducir las pro-
piedades basicas en el calculo de los determinantes, por medio de las transformaciones elementales entre filas o columnas. Hacemos
notar que existen algunas matrices con una presentacion muy particular que simplifica de manera amplia los calculos, nos referimos a
las matrices triangulares, transpuestas y matrices en bloques, entre otras. Al final, revisamos algunas aplicaciones de los determinantes:
célculo de la matriz inversa, calculo de areas, volumenes, wronskiano, etcétera. El capitulo termina con una lista de ejercicios que
ayudan a la mejor comprension del material propuesto.

m Definicion basica de un determinante

Antes de aparecer las matrices, ya se tenia conocimiento de arreglos cuadrados (conocidas en la actualidad como matrices cuadradas),
que se introdujeron para resolver sistemas de ecuaciones lineales de orden 2 X 2 (que se abordan en el capitulo 4) y se utilizaron para
determinar las cantidades por columnas que eran necesarias para resolver el sistema. De esta manera, surge la definicion formal de
un determinante, misma que muestra una serie de propiedades matematicas, ademas de generalizar el concepto de determinante y
hacerlo aplicable en diferentes disciplinas.

Determinante de una matriz. Sea A una matriz de orden # X n, llamamos determinante de la matriz A al nimero
que denotamos por det(A) o |A| y que se calcula mediante la siguiente formula:

n! n n
det(A) =Y (-1)" H a,,, endonde o= erj(i) (3.2.1)

j

Donde:
r].(z): permutaciones del segundo subindice para obtener el orden del primero, (1, 2, 3,..., 7).

o; representacion de la suma de todas las permutaciones correspondientes al indice ;.

La definicién 3.1 de determinante también es conocida como formula de Leibniz; aunque no es muy prdctica para su aplicacion, esta
puede utilizarse para entender algunos de los métodos y propiedades que se estudian para efectuar el calculo de los determinantes.
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A continuacion, explicamos de manera breve como utilizar esta definicion, aunque en lo subsiguiente, para el calculo de los de-
terminantes, se emplea el material que se expone mas adelante.

En el caso mas sencillo # = 1, el determinante de la matriz A = (a) con a €R es igual al numero a. Por ejemplo, det(4) = 4,
det(-8) = -8, etcétera.

n
En general, H a_ . representa todos los # productos con el primer subindice ordenado 1, 2, 3,..., ny el segundo es una de las 7!
=1

zrj(i)

Donde rj(l) y rj(2) representan

2
permutaciones posibles con 1, 2, 3,..., n. Por ejemplo, para n = 2, la expresion H By iy = Y yar (2 -
i=1 J J J

las 2! = 2 permutaciones posibles entre 1 y 2 para el segundo subindice de a. Entonces, de (3.2.1) tenemos:

det(A)=| T 2 |2 3.2.2
et(A) = = ay10y ~ by (3.2.2)
Gy Gy

v

3
Para n = 3, la expresion H By iy = Y yar (%0 (3)- DoOnde, rj(l), rj(2) y rj(3) representan las 3! = 6 permutaciones posibles entre 1,
i=1 7 7 J J

2'y 3 para el segundo subindice de a. Es decir, a,,a,,d,,, @,,0,305), G,)0y,053, G1,05505,, G;38yG3,, Y G130,,d5,. Las permutaciones para el
segundo subindice de a las podemos representar en forma tabular para facilitar contar la cantidad de cambios necesarios para transfor-
mar la permutacion dada en el orden 1, 2 y 3 (véase tabla 3.1).

Tabla 3.1
j 1 2 3| o Intercambios j 1 2 3| o Intercambios
1 1 2 3 0 4 2 3 1 2 | 2z21y3=2
2 1 3 2 1| 322 5 3 1 2 2 | 3=1y3=2
3 2 1 3 1| 221 6 3 2 1 1| 321
Donde el intercambio i = j significa que el subindice 7 se pasa al lugar del subindice j y viceversa.
Gy Gy 93
Entonces, de la formula (3.2.1) para A=| 4, a,, a,, |tenemos:
43 Gy 4y
det(A) = a,,8,)a5; + 01,0305, + @130, 85y = (01,305, + 8,)0y, 35 + @130,05,) (3.2.3)

4
= 10 —3 ' = 1 ‘_
Para n =4, la expresion g aﬂj 0 an], (1)“211. (2)“3rj (3)a4tj @ Donde ‘L’j(l), rj(2), rj(3) y ‘L’j(4) representan las 4! = 24 permutaciones posi

bles entre 1, 2, 3 'y 4 para el segundo subindice de a. Es decir, a,,4,,a,, a,, 4,,4,,d,,4,,, €tcétera.

Tabla 3.2

j 1 2 3 4 | o Intercambios j 1 2 3 4 | o Intercambios

1 1 2 3 4 10 13] 1 4 | 2 3 2 | 423322

2 1 3 2| 4 1| 322 14| 1 4 3 2 1| 422

3 2 1 3] 4 1| 221 51 2| 4 1 3 3221422423
4 2 3 1 4| 2 221322 6| 2| 4 3 1 2 | 221422

5 3 1 21 4] 2| 3=22=1 171 3 4 | 2| 2| 3=21422

6 3 2 1 4 1] 321 18] 3 4 | 2 1 3| 321,422,423
7 1 2 41 3 1| 423 9] 4 1 2 3 3| 421422423
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8 1 3 4 2 2 | 322423 20| 4 1 3 2 2 | 421422

9 2| 1| 4| 3| 2|2=21:423 20 4| 2| 1| 3| 2|4=1:423

10 2] 3] 4] 1] 3|2=213=224=3 |2 4| 23| 1| 1]|4=1

1| 3| 1] 4] 2|3 |3=213=224=3 [23| 4| 3| 1| 2| 3 |4=1;322423
12 3 2 4 1 2 321423 24 4 3 2 1 2 | 421322

Con las 24 permutaciones se puede establecer la formula para calcular el determinante de la matriz de 4 x 4, que resulta de 12 permu-
taciones positivas y 12 negativas, obtenidas de cantidades pares e impares de intercambios entre subindices, para llegar al orden 1, 2,
3y 4 en cada permutacion.

A continuacion, se proporciona el calculo de algunos determinantes, para la mejor comprension de la definicion basica de un
determinante.

o - N\
Empleando la férmula (3.2.2), calcular los siguientes determinantes.
L2 2 =0m-x)=57.
-4 7

2 5| v (sxiy -
2. ‘1 2‘_(2)(2) G)X1)=-1.

3. Con la formula (3.2.3), calcular el determinante de 3 x 3.

10 -2
32 -1 [=(M@)O0)+(0)=1)(4)+(=2)3)=3) - (D(-1)(=3)+(0)3)(0) + (=2)(2)(4))
4 -3 0
=0-0+18-(3+0-16)=31.
N /

Como se puede apreciar, calcular los determinantes de esta forma seria una tarea demasiado extenuante. Asi, a continuacion vemos
que debido a la forma de estructurar los 7! términos para calcular un determinante se pueden proponer otras formas mas sencillas de
calculo.

| Ejercicios 3.1

I Calcule los siguientes determinantes por medio de las formulas (3.2.2) y (3.2.3).

I 11 x 2 11 -1
i 0 2 314 3 5001 2
210
|2‘1—1 11 -1
21 4101 2
21 -1

m Regla de Sarrus para determinantes de 3 x 3

Primero, notemos que la definicion de determinante implica que los factores de cada término se obtienen de elegir una fila y una
columna, sin repetir. De lo que resulta que los determinantes tienen en total #! términos; una mitad ocurre con una cantidad par de
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intercambios, mientras que la otra mitad con una cantidad impar. En 1833, Pierre Sarrus publicé un articulo en el que se obtiene una
forma muy sencilla de calcular un determinante de orden 3 X 3.

Método de Sarrus para los determinantes 3 x 3

Renglones. Escribir la matriz, repitiendo abajo del tercer renglon los dos primeros renglones. Los tres términos con permutaciones
pares se obtienen de los productos en diagonal hacia abajo (véase ecuacion 3.3.1):

a12 3
Gy o] 2

= 00y lyy + 0y O3y 1 3,815 0. (3.3.1)

a4y Gy

Los tres términos con permutaciones impares se obtienen de los productos en diagonal hacia arriba (véase ecuacion 3.3.2):

= (a5,8,)03 + ay,85)0,, + 05,0, 03). (3.3.2)

De (3.3.1) y (3.3.2) se obtiene el valor del determinante:

[A| = a,,8,)055 + 0,050 3 + 43,0,y = (83,8503 + 403503 + 0y, 0,5055).

Columnas. Escribir la matriz, repitiendo a la derecha de la tercera columna las dos primeras columnas y realizando el producto en
diagonal hacia abajo (véase ecuacion 3.3.3):

4y Gyy | = Oy g3 T 0yyy303) + G130, sy (3.3.3)
G 9y
Los tres términos con permutaciones impares se obtienen de los productos en diagonal hacia arriba (véase ecuacion 3.3.4):
4 Gy %
1 @) Oy | = {385 + sy, + 03305, 3;5) (3.3.4)
G
Nota ] . »
Pierre Frédéric Sarrus naci6 el 10 de marzo de
1798 en la localidad y comuna francesa Saint- De (3.3.3) y (3.3.4) se obtiene el valor del determinante:
Affrique, localizada en la region de Mediodia-
Pirineos. Sarrus introdujo esta regla para el calculo de los - _
! glap |A | = a,,ya55 + @))0,305) + 0,30,3) = (03,0,0,5 + d30y30,, + 8330,,0,5).

determinantes de orden 3 X 3 en su articulo “Nouvelles
méthodes pour la résolution des équations”, publicado en

, : A continuacion se muestra un par de ejemplos que ilustran el uso del
Estrasburgo en 1833. Muri6 el 20 de noviembre de 1861.

método de Sarrus.
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T a N\
Calcular el determinante del ejemplo 3.1.
Solucion
Primero, utilizamos el método de la regla de Sarrus por renglones:
Q Producto hacia abajo: Q Producto hacia arriba:
0 -2 10
O] - (- 3 216D gy
@@:3_3_2 @@:—1—3—1
B)(=3)(=2)+ ME)ED+
LRI 1 {ayox-n OIo}2 | | ay010
32 2 -1
=0+18+0=18. =—(-16+3+0)=13.
Por ultimo, al sumar ambos resultados de los productos, tenemos:
|[A| =18+13=31
Este coincide con el valor obtenido con la definicion del determinante, formula de Leibniz.
- /
T - N\
Calcular el determinante de la matriz:
2 -1 0
A=l1 3 -1
2 0 -2
Solucion
Primero, utilizamos el método de la regla de Sarrus por columnas:
Q Producto hacia abajo: QO Para el producto hacia arriba:
A2 -] [@3-2+ 2 11 0@ [@e0+
1 3] |2 o [={cDEn@+ 1 [3] D|[2] 0 |=-1O-D@)+
2.0 @[0]] |©Ox2)0) © 1 3 (~2)1)(-1)
=-12+2+0=-10. =—(0+0+2)=-2.
Por ultimo, al sumar ambos resultados de los productos, tenemos:
|A| =-10-2=-12
- /
| Ejercicios 3.2
Nota -
! Calcule los siguientes determinantes de orden 3 x 3. IS C8 SR se emp &2
solo para los determinantes de
| 11 =1 61 0 orden 3 X 3; para cualquier otro
Ll1o1 2 212 2 2 orden no se cumple el método.
1 21 -1 01 1
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0 -1 2 00 2 I-x 2 1
3.0 1 2 50121 1 7 2 x1

4 -1 2 21 -1 -1 11

01 9 ¥ 0 -2 -1 0 «x
4. 12 26 6. |21 1 8 | 2x 1 1

1 1 3 1 30 2 x 0

m Calculo de los determinantes por cofactores

En esta seccion describimos un método de tipo recursivo para calcular los determinantes de cualquier orden que se basa en los deter-
minantes de 6rdenes inferiores. Es decir, para calcular el determinante de orden 5 x 5 se requieren los determinantes de orden 4 X 4 y
para estos se requieren los determinantes de orden 3 X 3; por ultimo, se necesita de los determinantes de orden 2 x 2. Antes de aplicar
el método, primero vamos a revisar dos definiciones.

Definicion 3.2

Menor de una matriz. Sea A una matriz de orden 7 X #, si eliminamos la fila / y la columna j de A se obtiene una
matriz de orden (1 — 1) X (# - 1) que llamamos el 7 menor de A y lo denotamos por M; n

T B
En la siguiente matriz, encuentre sus menores:
2 -1 0
A=l1 3 -1
2 0 -2

Solucion

Para el menor M, |, quitamos la fila 1y la columna 1 de la matriz A:

2 -1 0 3
A=|1 3 1 :>M”=[0—2]
0 -2
De igual forma, para los demds menores.
Menor 12: Si se elimina la fila 1 y la columna 2 tenemos:
2 -1 0 1 -1
A= 1 3 -1 =:»M12=[2 _2]
0 -2

Menor 13: Si se elimina la fila 1 y la columna 3 tenemos:

2 -1 0
A=l 1 3 -1 =>M13=[; gj
2 0 =2
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Menor 21: Si se elimina la fila 2 y la columna 1 tenemos:

Menor 32: Si se elimina la fila 3 y la columna 2 tenemos:
2 -1 0

A= 13
2 0 -2

Menor 33: Si se elimina la fila 3 y la columna 3 tenemos:

2 -1 0
A=l 1 3 -1 :>M33—(f _31]
2 0 -2
\ J

Cofactor de una matriz. Sea A una matriz de orden 7 X n, llamamos el i cofactor de A al nimero que denotamos
por 4,y se calcula por el determinante del menor correspondiente, IM, [, multiplicado por 1 si i+ es par y por —1
si i+ jes impar. En general:

A= =1)H| M,

T B N

En la matriz del ejemplo 3.4, calcular todos sus cofactores.
Solucion

Para simplificar el trabajo, primero utilizamos los menores encontrados en el ejemplo 3.4.

Cofactor 11: 4, =(-1)"*! ‘M“‘ = 3 _; =1(-6-0)=-6. Notese que la potencia 1 + 1 =2 (par).
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Cofactor 12: 4, =(-1)"**M

12‘ = —’ ; :; ’ =-1(-2+2)=0. Notese que la potencia 1 + 2 = 3 (impar).

1 3

Cofactor 13: A13=(—1)1+3‘M13‘= -

‘ =1(0-6)=—6 . Notese que la potencia 1 + 3 =4 (par).

Cofactor 21: 4, =(-1)*! ‘Mm‘ = —‘ _01 02 ‘ =-1(2-0)=-2. Notese que la potencia 2 + 1 = 3 (impar).

Cofactor 22: A4, =(-1)** ‘Mzz‘ :‘ ; 02 ‘ =1(-4-0)=-4. Notese que la potencia 2 + 2 = 4 (par).

=-1(0+2)=-2. Notese que la potencia 2 + 3 = 5 (impar).

Cofactor 23: A23=(—1)2*3‘M23‘=—’ ; —01

Cofactor 31: 4, = (—1)3“|M

_‘ 10
e

1 =1(1-0)=1. Notese que la potencia 3 + 1 =4 (par).

2 0

Cofactor 32: 4,, = (-1)*+2 ‘M32‘ = —’ L ‘ =-1(-2-0)=2. Notese que la potencia 3 + 2 = 5 (impar).

Cofactor 33: 4, =(-1)*|M

‘ 2 -1 ’ =1(6+1)=7 . Notese que la potencia 3 + 3 = 6 (par).

33‘= 1

S /

Método de cofactores para calcular el determinante

Sea A una matriz de orden 7 X n, su determinante se puede calcular al elegir una sola fila o una sola columna de la matriz. Después
de esta eleccion, se calcula con (3.4.1) o (3.4.2), segun se elija, una fila o columna, respectivamente:

A=Y a,4,=a,4, +a,4,++a,4,; késimafia, (3.4.1)
=1
‘A‘ = Zal,kAl.k =a,4,+ayA,,t+a, 4, ; k-€simacolumna. (3.4.2)
=1

Justificacion

El método de cofactores en efecto calcula un determinante. Esto se debe a que al elegir una fila tenemos # términos ak].Akj, j=1,2,
... n. Para cada uno de estos, también se tiene 7 — 1 términos que se multiplican con los a,;y asi de manera sucesiva. Luego, resultan
n(n—1) --- (2)(1) = n! términos, donde cada uno se obtiene de un producto con # factores; por la forma de definir los cofactores, es-
tos factores no tienen interseccion entre filas y columnas. Los signos de los 7! términos resultan de la alternancia que tienen en los
cofactores y dependen de la cantidad de permutaciones. Entonces, vemos que el método de cofactores cumple con la definicion del
determinante de Leibniz.

Calcular el determinante de la siguiente matriz por cofactores y 2 -1 0
demostrar que el resultado no depende de la fila o columna elegida. A=| 1 3 -1
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Solucién
Para simplificar los calculos, primero utilizamos los resultados de los ejemplos anteriores.
1. Alusarlafila 1, de la formula (3.4.1) del método anterior tenemos:
[A| =a,A4;, + a4, +a;;4,,=(2)(=6) + (=1)(0) + (0)(-6) =12
2. Alusarlafila 2, de la formula (3.4.1) del método anterior tenemos:
|A| = ay A4, + ayd,, + ay,4,, = (1)(=2) + 3)(-4) + (-1)(-2) =-12
3. Alwusarlafila 3, de la formula (3.4.1) del método anterior tenemos:
Al = 4y, Ay, + appdy + agpdyy = (D) + (0)2) + (2)(T) =12
4. Alusarla columna 1, de la formula (3.4.2) del método anterior tenemos:
[A| = a4, +ay 4, +ay4; = (2)(-6) + (1)(=2) + 2)(1) =-12
5. Al usar la columna 2, de la formula (3.4.2) del método anterior tenemos:
[A| =a,A4,,+a,d,, +a,4;, = (=1)(0) + (3)(-4) + (0)(2) = -12
6. Al usar la columna 3, de la formula (3.4.2) del método anterior tenemos:

[A| =a,4,5+ ay,4,, + a4, = (0)(=6) + (=1)(=2) + (=2)(7) = -12

& 34733 T

elegida para calcularlo por el método de cofactores.

(3.4.3)

(3.4.4)

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

(3.4.8)

Por ultimo, de (3.4.3) a (3.4.8) podemos concluir que en efecto el valor del determinante no depende de la fila o la columna

/

Del ejemplo 3.6 se puede concluir que para calcular un determinante por cofactores es conveniente
elegir la fila o la columna que tenga la mayor cantidad de ceros, ya que en dicha circunstancia el Nota
coeficiente del término del cofactor vale cero y esto ayuda a simplificar en gran medida los célcu-
los. Los siguientes dos ejemplos muestran la importancia de esta conclusion, para una mejor com-
prension de cuanto se simplifican los calculos al elegir una fila o columna con la mayor cantidad

por primera vez por el matema-
de ceros. tico francés Pierre de Laplace
(1749-1827).

El desarrollo de un
determinante por co-
factores fue empleado

prriempm _
Calcular el determinante por el método de cofactores de la siguiente matriz:
-2 1 -1 0
A= 0 2 1 -3
-1 0 0 2
1 1 4 1

Solucion
cofactores es conveniente elegir la tercera fila y de (3.4.1) tenemos:
4
‘A‘ = Z 4y = ay Ay +ap Ay + a3, di tay 4y,
i=1

=(-1)4;, +04;, +04,, + 24,
=—d; +24,,.

Como se puede apreciar, la tercera fila del determinante tiene dos componentes cero. Por tanto, para efectuar los calculos con

~

(3.4.9)
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Donde los cofactores que interesa conocer son 4, y 4,,. Por tanto, lo primero es encontrar los menores:

Menor 31: Si se elimina la fila 3 y la columna 1 de A tenemos:

0 ; 1 -3 b0
1ogg | e 2L

y 1 4 1
1 1 4 1

Menor 34: Si se elimina la fila 3 y columna 4 de A tenemos

-2 1 -1 0 201 -1
0 2 1 -3 S>M,=| 0 2 I

-1 0 0 2 11 4
1 1 4 1

Aqui tenemos dos determinantes de orden 3 X 3 que se tienen que resolver.

1 -1 0
Cofactor 31: 4, =(-1)*" ‘M31‘ =| 2 1 -3|,notese que la potencia 3 + 1 =4 (par).
1 4 1

Para calcular este determinante, elegimos otra vez el método de cofactores a través de la primera fila:

Ay =160 e ‘13’=(1—(—12»+<2—<—3>)=13+s=18
-2 1 -1
Cofactor 34: Ay, =(-1*[M,|=—| 0 2 1 |, nbtese quela potencia 3 +4 =7 (impar).
1 1 4

Para calcular este determinante utilizamos el método de la regla de Sarrus por columnas.

Q Producto hacia abajo: Q Producto hacia arriba:

=2 2 1| (CDQE@+ 1 1] |O@ED+
.5 [0] 2 /= (MDMD+ 20| [0 2 = {(OME2)+
1 1[4 O] |Dox) O]l 1 1| @00

=-16+1+0=-15. =—(-2-2+0)=4.

==

Si se suman ambos resultados de los productos tenemos:
Ay =—(-15+4)=11
Por tltimo, sustituyendo 4, y 4,, en (3.4.9) resulta:
|A| =-4, +24,,=-18+2(11)=4
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T B
Calcule el determinante de la siguiente matriz por el método de cofactores:
8§ 1 -2 3 4
0 2 3 -1 3
0 3 11 2 -2
0 5 0 0 0
0 -10 2 2 0

Solucion

Como se puede apreciar, la primera columna del determinante tiene todos sus componentes iguales a cero, excepto a,,
(que vemos encerrado en un circulo). Entonces, al elegir la primera columna para los cofactores, es suficiente con calcular el
cofactor 4,,, que resulta en un determinante de orden 4 x 4.

En el determinante resultante vemos que es conveniente elegir la fila 3, porque todos sus componentes son iguales a cero,
excepto el de la columna 1, que esta encerrado en un circulo. Entonces, resulta un solo cofactor de una matriz de orden 3 x 3.

1 2 3 -4 . | ;
0 2 3 -1 3 3 11 2 -
0 3 11 2 -2[=8-DH! ~ Al elegirla fila 3
& 0 0 0
0 5 0 0 O 0 2 2 o0
0 -10 2 2 0
3 -1 03
=8x5-1)*| 11 2 ) Al elegir la columna 3
2 2 0
=40[3(—1)1+3 11 ; +(=2)(-1)*3 ; _21 j Cofactores de 2 x 2
=40(3(11x2-2x2)+2(3x2-2x(-1)) Se simplifica
=40(3%x18+2x8) Se abre paréntesis
=22800 Valor del determinante
\_ %
i Ejercicios 3.3

I Calcule los siguientes determinantes por el método de cofactores.

l 2 30 0 l—x 0 0 2 3
|2 220 3.0 2 x0 5. |1 -6
[ 0 5 4 6 1 0 -5
32 80 32

0 2

11 -1 4 Sx «x 3 2
2001 2 400 2 1 6. |0 0
21 -1 0 0 3x 32

4 0

~ L o
S O O O

—_0 O |
[ee]
W O 3 O\ W

|
—

1 21 20

3 24 6 3
7..10 2 0 6 2
32 0 0 -2
4 2 0 -1 2

S NN O W o
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m Propiedades de los determinantes

El calculo de los determinantes es una tarea ardua que requiere de mucho tiempo de computo. Por este motivo, desde un inicio se
buscaron propiedades que faciliten el calculo del determinante. Entre las mas comunes tenemos las siguientes.

Propiedad 1. Renglon o columna nula
Cuando una matriz tiene un renglén o columna donde todos sus componentes son cero, el determinante vale cero.
Demostracion

La comprobacion se obtiene en forma directa de la eleccion del renglon o la columna donde todos sus componentes valen cero; des-
pués, se resuelve el determinante por cofactores.

o - N
Los siguientes determinantes valen cero.
4 32 -8
0 3| 0, primera columna es cero. 0 0 0 |=0, segunda fila es cero.
0 24
-9 \/g x
- /

Propiedad 2. Transformacion elemental entre filas o columnas

En esta propiedad se revisa el resultado del determinante de una matriz que ha sido sujeta a una transformacion elemental. Para sim-
plificar la notacién en estas propiedades, las transformaciones se denotan por:

Q A, ., lamatriz que resulta de intercambiar el renglon 7 con el j en A.
=Y

a ARZ')—) R la matriz que resulta de cambiar el renglon 7 por un multiplo de este en A.
a ARZH Ri+ Ry la matriz que resulta de cambiar el renglén 7 por este mas el multiplo del renglon jen A.

O Etcétera.
De igual manera, para las columnas.

a) Intercambio entre dos filas o columnas. Cuando se intercambian dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo. Es
decir:

det(ARi - R]_) = det(ACi = )=—]A]|
Demostracion

Por ejemplo, en el caso M,, tenemos:

a, a a, a a. a
T _ % Y| | %y 9y
. =a),ay, = ay 0, =—(=a,,0,, +a5,0,) = =

a 2 4y

21 a

2 %

Para el caso general A € M, , queremos intercambiar el renglon 7 con el renglon k. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

i< k. Ahora, supongase que para pasar deia kexistenm=1, 2, ..., n—1 renglones. Donde el regreso, es decir, pasar de 7+ 1 a k, existen
m— 1 renglones. Por tanto, en total se realizan 2m — 1 intercambios para pasar de a k. Si denotamos a la matriz B=A, &, (ENeMOs:
=

det(A) = z a;4; Determinante de A en el renglon
j=1

det(B) = Zb@,B@, Determinante de B en el renglon £
I=
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Pero los cofactores Bkj =(=1)2" ’IAZ.J, = —Al.j y rengldn i de A es igual al renglén % de B:

n

==Y a.A.
i
=1
=—det(A).
2 N
Si se conoce el valor de los determinantes, encontrar el valor del otro determinante.
Solucion
a Si 48 -3 ‘:—4, entonces al intercambiar columnas:
-3 4
=—(4
A
18 32 -34 18 32 -34
O Si| 42 11 71 |=14430,entoncescon R, 2 R,; | 28 14 19 [=-14430.
28 14 19 42 11 71
. %

b) Multiplicacion de una fila o columna por un niimero. Cuando se cambia una fila o columna por un multiplo de esta, el determi-
nante queda multiplicado por dicho numero.

Demostracion

Sila fila k es la que se multiplicé por el nimero ¢ € R, entonces:
det(ARkHch) =Y (@) A, =cY ad, =c ‘ A"
i=1 i=1

De igual forma por columnas.

T B N

Si se conoce el valor de los determinantes, encontrar el valor del otro determinante.

— _ 4 =
asi| 4 B3|-syc a0, enonces| 4 2|l 4 A\ _yy- 6
-8 -8 20| | -8 40
18 32 -34
0 Si|42 11 71 |=14430yR, - 0.5R,, entonces
28 14 19
9 16 -17| | 0.518) 0.5(32) 0.5(-34)
21 7|5 2 1 7 |=0514430)=7215.
28 14 19 28 1419
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c) Cambio de un renglon o columna por el mismo mas otro. El determinante tiene el mismo valor si se cambia un renglon por el
mismo mas otro. De la misma manera, para las columnas.

Demostracion
En la propiedad 6 se muestra una demostracion mas general.

T - B
18 32 -34 60 43 37
Dado el determinante A=| 42 11 71 |=14430, encontrar el valorde: | 42 11 71 |.
28 14 19 28 14 19
Solucion

Se puede notar que:

60 43 37| |18+42 32+11 -34+71
£2 11 715 42 1 71 =|ARIHR1+R2
28 14 19 28 14 19

(N %

=‘A‘ =14 430.

Propiedad 3
Si A, By C difieren solo en la columna , pero ¢, = a, + b, para toda i, entonces |C| = [A| + |B|. De igual manera para las filas.

Demostracion
Primero, calculamos el determinante de C utilizando la columna % y notando que los cofactores correspondientes a esta columna en
las 3 matrices son iguales C,, = 4, = B,, ya que son idénticas, excepto en la columna que se elimina para los cofactores:

‘C ‘ = thcikcik = Zf(aik +b,)C, =§4aikAzk +§bikBik =‘A ‘ +‘ B ‘

A N N
18 32 -34 18 18 -34 18 50 -34
Si‘A|= 42 11 71 =14430y‘B|= 42 9 71 |=-10230, calcule | 42 20 71
28 14 19 28 16 19 28 30 19
Solucion

Podemos notar que:

18 50 -34| |18 32+18 -34
2 2 71 |=| 4 11+9 71 |=|A|+|B|=14430-10230=4200.

28 30 19 28 14+16 19
(& /

Propiedad 4. Determinante de una matriz con dos filas o columnas iguales
Sila matriz A tiene dos filas o columnas iguales, entonces:

Al =0
Demostracion

Suponiendo que las filas 7 y json iguales: A, _ , =A = det(ARi _ &)= |Al. Pero, por otro lado, de la propiedad 2, inciso a), sabemos

que det(A, _ .)=-|A[. Entonces, estas dos igﬁaldades se cumpleﬁ solo cuando |A| = 0. De igual forma, para las columnas:
1=
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Los siguientes determinantes valen cero:

18 32 18 75 -78 43
42 11 42 |=0 Columnas 1y 3 iguales. 28 14 31 |=0 Filas 2y 3 iguales.
28 14 28 -28 14 31

Propiedad 5. Determinante de una matriz con dos filas o columnas proporcionales

Si la matriz A tiene dos filas o columnas proporcionales, entonces:

[Al=0
Demostracion
Suponiendo que las filas i y j son proporcionales: R, = cR]. con ¢ # 0; entonces, de la propiedad 2, inciso b), la matriz A |  tiene dos
filas iguales. Por la propiedad 4 se concluye: Rio ki
detf A | |=0
R JJ—)ER g
De igual modo, para las columnas.
Los siguientes determinantes valen cero:
18 32 -36 -114 45 135
42 11 -84 |=0, porque C,=-2C,. -38 15 45 |=0, porque R, = 3R,.
28 14 -56 -82 14 31

Propiedad 6. Cambio de un renglon por el mismo mas el miltiplo de otro

Cuando un renglén o una columna se cambia por el (la) mismo(a), mas el proporcional de otro, el determinante no cambia:

det(ARt)—) Rl'+ CR]') = | A |
De igual manera para las columnas.
Demostracion
De la propiedad 3: det(ARlH R, +ch) =|A] + det(ARiH ch); pero, de la propiedad 5 resulta: det(ARZH ij) =0, con esto se concluye que:
det(AR[»—)Ri+ch) = 1Al
o N
Comprobar que los siguientes determinantes son iguales.
6 51 6 —5+26) =28 La columna 2 es igual a C, + 2C,.
2 3 2 3+2(2)
2 1 0 2 1 0
0 =2 5|= 0 ) 5 =-49 La fila 3 esigual a R, - 3R,.
-3 3 1 -3-3(0) 3-3(-2) 1-3(5)
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Propiedad 7. Determinante de A’

Sea A una matriz cuadrada, entonces |A’| = |A].

Demostracion

En la definicién de Leibniz, para |A| se tienen todos los n! términos posibles, con la caracteristica de que no existan intersecciones
entre filas y columnas de los factores en cada término. Entonces, al aplicar esta definicion a | A?| resultan los mismos términos que en
|A], solo que en diferente orden de la suma, de donde: |A’| = |A].

Comprobar que los siguientes determinantes son iguales.

2 1 0|2 0 -3
‘2_35H_65§=28 0 -2 5|=|1 =2 3|=-49.
3 3 1[1]0 5 1

Propiedad 8. Matrices en 4 bloques

Primero, definimos qué es una matriz en 4 bloques.

Definicion 3.4

Matrices en 4 bloques. Una matriz esta representada en 4 bloques, si es de la forma: [ A B ] ,donde AeM ,
BeM,  CeM, yDeM, cD

En general, en una matriz con 4 bloques no es necesario que A y D sean cuadradas. Pero, en el caso de los determinantes, se va a
requerir que sean cuadradas.

Supongase que se tiene una matriz en 4 bloques, segun la definicion 3.4, ademas de que al menos una de las matrices
B o C es la matriz cero; en general, en estas condiciones:

det[ A B ]zdet[ A0 ]zdet(A)det(D).
0 D CD

Demostracion

El determinante contiene a todos los productos por fila y por columna que no repitan una fila o una columna. Por
esta razon, todos los productos que tengan una fila y una columna del bloque cero, seran cero. Ademas, cuando se
tienen estos componentes en la permutacion, entonces también abarcan los componentes del bloque correspondiente
en diagonal y resulta que todos estos productos valen cero.

Por otro lado, cuando se eligen en la permutacion los componentes de la matriz A, para completar los facto-
res de la permutacion, se deben elegir de la matriz de la diagonal correspondiente D. De esta forma. se concluye
la demostracion.

Calcular el determinante de las matrices A y B.
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1 3 2 11 23
0 2 3 15 45
A=l 3 1 -1 67 5
0 0 0 3 6
00 0 2 38

Solucion

Notese que la matriz A es posible representar en 4 bloques,
donde uno de estos es un bloque cero. De esta forma. el de-
terminante de la matriz que resulta se calcula con facilidad:

1 3 2 11 23
02 3 1545 |1 3 2
\A\=31—1675=0—23‘;§‘
00 0 3 6| (31 -1

00 0 2 8

= (38)(12) = 456.

N

2 0 20
|5 0 3 0
34 1 65 2
89 2 72 3

Solucion

Notese que la matriz no ofrece mucha ayuda al representar
en 4 bloques (pues no hay bloques de ceros). Pero, realizan-
do la transformacion C, = C;, obtenemos una matriz en
4 bloques cuyo determinante se puede resolver con facilidad
por bloques:

2 2 0 0

B 5 30 02_‘2-2‘1-2
3465 1 2| |5 3| -2 3
89 72 -2 3

=—(6+10)(3-4)

=16.
/
Una generalizacion de las matrices por bloques la estudiamos en la secciéon 3.7.
Propiedad 9. Determinante del producto entre dos matrices
Debido a su importancia, esta propiedad la podemos formular como un teorema.
Nota

Determinante del producto entre matrices. Sean A y B dos matrices cuadradas del

mismo orden, entonces |AB| = |A| |B].

Demostracion

De la propiedad 8 tenemos que:

En 1812, el matema-
tico francés Agustin-
Louis Cauchy (1789-
1857) escribi6 una memoria de
84 paginas que contenia la pri-
mera demostracion del teorema:

det(AB) = det(A) det(B).

alsl A ¢
-1 B

n
Utilizando las transformaciones R, = R, + Z a,R , parai=1,2,...,n, perolosrenglones n + k estan formados por los renglones de B
k=1
y de -I; entonces, en el bloque de A queda 0, mientras que en el bloque 0 arriba de B quedan los componentes a, b, que corresponden
a las componentes de la matriz AB (misma que se analiza en la seccion 1.5). Es decir:

AB||-I|=(-1)"(-1y"

Lzl O 48|y AB| B

AB 0
:—1”
50|

Dados los determinantes de las matrices A y B, verifique que |AB| = |A||B]. 7
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|A‘= 0 -2 5 =—49y‘B‘= ; 21 _21 =21 Al multiplicar las matrices.
-3 3 1 0 3 0
5 0 3
|AB|=| 6 11 2 |=-1029=(-49)(21) Se comprueba la propiedad 9.
6 12 9
S /

Propiedad 10. Determinante A~
Si A es invertible, entonces |A™!| = |[A|1=1/]|A].

Demostracion

Sabemos que A"A=I= |A'A| = |I], pero |I| =1 puesto que la tinica permutacion diferente de cero es a,,a,...a, =1, porque todas
las componentes de la diagonal principal son 1. Por otro lado, de la propiedad 9, el determinante del producto |A'A| = |[A~'| | A].
Conesto |A7!| |A| = 1. Después de dividir entre | A | se concluye la demostracion.

o N
Dada la matriz A y su inversa A~!, verificar la propiedad 10.
2 10 11715
A=| 0 -2 5 |coninversa A= o 15 =2 10 Al calcular los determinantes.
-3 3 1 6 9 4
2 10 17 1 -5
Al=| 0 2 5 =—49y‘A‘1‘=4—93 15 22 10 Propiedad 2 b).
-3 3 1 6 9 4
= L(—2 401) = L Se verifica la propiedad 10
19° 19 prop '
- /

Propiedad 11. Suma entre dos matrices

A diferencia del producto, el determinante de la suma de matrices no es la suma de los determinantes; en general: |A+B| # |A| + |B].

Demostracion

Es suficiente con mostrar un ejemplo.

A= 2 1 yB= 35 Se calculan los determinantes.
3 -2 -3 2

=21 Se suman las matrices.

=2 1 ]_ | 3 5
AT Sl S

‘A+B|=

(1) 8‘=0¢1+21=22. De donde |A+B| # |A| + |BI.
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e

Con las propiedades de los determinantes, calcular el determinante en cada caso.

1.

2.

&8 16 2
17 37 45
9 18 2

Solucion

Podemos notar que mediante la propiedad 6 aplicada a la columna 2 con la transformacion C, = C, - 2C, y al resolver por
cofactores:

8 0 2 g 2
17 3 —45 =3‘ - =3(16-18)=-6.
9 0 2
88 43 56 36
117 22 25 15
87 43 56 36
243 21 29 21
Solucion

Podemos notar que mediante la propiedad 6 aplicada al renglon 1 con la transformacion R, = R, — R, y al resolver por
cofactores:

1 0 0 O
22 25 15 22 25 15
117 22 25 15 |_ 43 56 36|=|"0 2 0 l|=2 22 15 = 2(21)(22-15) = 294,
SR 21 29 21 21 29 21 21 21
243 21 29 21
R2>—>R2—R1—R3
Si ‘A‘: a b ‘:4,calcular los siguientes determinantes:
¢
a) |39 b |=3la|-12 0 | 42 bI_|A|-4.
3¢ d c+2d d
b) 2a 6b|_, a 3b =2><3‘A’=24. d |2 c=4a|_|a c :‘A":‘A|:4.
c 3d c 3d b d-4b b d
SiAeM,,BeM,, |[A| =-3y |B| =2. Calcular los siguientes determinantes:

241 2[A| g3 4

Ve O ] 58] 30
ol (L)1) 1 ‘4A"1‘_43‘A‘1‘_ 128
K ‘(ZA)I“‘EAI‘[EJ(ZJ"Q OBz s

0 [3A1|=3|At|= 27[_%} =-9 g) [2A%] -23B!| =2°|A?| - 2(3%)|B!| = 8(9)-2(81)/2=-9

d) |A?| =(=3?=9 h) \SA-IAt HB—I ]:53]A-1 HAf HB—l ]:125(1)(%]:62.5

~
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5. Si|A|=4yBestal que AB =1, calcule | B|. Calculando el determinante en ambos lados de la igualdad y al contemplar que

|AB| =|A||B| e |I| =1, entonces |A||B| =1, como |A| =4 podemos dividir entre |A| y obtenemos ‘B‘=’—=0.25.

1
Al

6. Si|A|=4yBestal que AB=23Ideorden2 X2, calcule |B|. Calculando el determinante en ambos lados de la igualdad tene-

9 9
mosIABI:IAI|B|y|31|—32,entonces|A||B|:9,c0mo|A|:4podemosdividirentre|A|yobtenemos‘B‘=m=Z.
_ J
i Ejercicios 3.4
I Calcule los siguientes determinantes.
45 690 —345 4 73 85 2 7. SiACMy BeMy [4A7|
I 32 -37 43 4 |Al=4y |B| =6. £)
L 567 1134 -567 4 Calcule los siguientes 3‘ B_1’
73 36 42 7 U
-456 7341 450 i
I 9 110 127 -2 determinantes. ¢) 12A%] -2]3B1]
a 3B)| | A3 = _
x3 x2 —2x6 4 7 85 2 ) I( )|| | h) |8A1||2B1|—|3Bt|
210 2 0 5. 12 -3 43 4 b) 3B+ Al ) IAlIB] - B
2x2 —x 2x4 0 0 1 -1 C) |(3B)71|_|2A;|
00 3 -2
d) 2|A71||B?
41 73 85 1200
3. 132 -37 43 6.3 300 9 |-28'|
7336 42 ¢ b 22 |3A]
c d 1 4

m Determinantes de matrices particulares

En el calculo de los determinantes existen algunas matrices que cumplen ciertas caracteristicas que facilitan el calculo del determinan-
te. En el estudio del algebra lineal también se revisan algunas matrices tradicionales.

Matriz diagonal
El determinante de una matriz diagonal es igual al producto de las componentes de la diagonal principal.

Demostracion

El tnico producto de las permutaciones que puede ser diferente de cero es el de las componentes de la diagonal principal.

Por ejemplo, el determinante:

500
0 -2 0[=0)-2)3)=-30.
00 3

Matriz triangular

El determinante de una matriz triangular es igual al producto de las componentes de la diagonal principal.
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Demostracion

El tnico producto de las permutaciones que puede ser diferente de cero es el de las componentes de la diagonal principal.
Por ejemplo, el determinante:

4 34 87
0 2 21|=(42)1D)=8.
00 1

Matriz )

El determinante de la matriz cuadrada de unos es cero.

Demostracion

Como J, todas sus filas y columnas son iguales; de la propiedad 4: |J| =0.

Matriz antisimétrica

Si A es una matriz antisimétrica, entonces: |A| =(-1)"|A].

Demostracion
De la definicién de matriz antisimétrica sabemos que A’=—A; donde: |A| = |A!| = |-A| =(-1)"|A].
Notese que cuando 7 es impar |A| =—|A| = |A] =0.

Matriz idempotente
Si A es una matriz idempotente: |[A| =00 1.

Demostracion
A’=A = |A?| = |A|; al pasar al lado izquierdo |A| y al factorizar |A |, tenemos |A|(]A| —-1)=0; donde: |A| =00 1.

Matriz involutiva
El determinante del cuadrado de una matriz involutiva es 1.

Demostracion

Sabemos que una matriz es involutiva si A% =I; entonces: |A?| = |I| = 1.

Matriz ortogonal
Si A es una matriz ortogonal; entonces: |A| =10-1.

Definicion 3.5

Matriz ortogonal. Una matriz A se llama ortogonal si A~' = A”,

Demostracion

De la definicion 3.5 tenemos que I = A’A, entonces de la propiedad 9 se cumple que |I| = |A’| |A|. Ahora, de la propiedad 7:
|A|?2=1, donde |A| =+1.
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Nota

Alexandre-Théophile

Vandermonde nacio el

28 de febrero de 1735
en Paris y muri6 el 1 de enero
de 1796. Musico y quimico fran-
cés que en 1771 proporciond el
calculo del determinante de la
actual matriz de Vandermonde.

Matriz de Vandermonde

La matriz que representa una progresion geométrica en cada columna o cada fila se llama matriz
de Vandermonde y al determinante correspondiente se le conoce como determinante de Vander-
monde.

2 .. n-1
1 % x ¥
2 .. n—1
V = 1 x, x X
n . . .
1 x «2 x1
n n n

Tanto la matriz como el determinante de Vandermonde tienen aplicaciones en la interpolacién de polinomios, la interpolacion poli-
noémica de Hermite, transformada discreta de Fourier, etcétera.

Se puede demostrar que:

Demostracion

El determinante de Vandermonde se obtiene de ‘V ‘ = H(x -x;)

de la siguiente forma:

n-1 n
\A =H H (xj—xl,), paran>2

i=1 j=i+l

Vn—l

2 .. n—1

1 % x|
2 . n—1

1 x, x x}

‘ V= : Lo

" : : :
2 n—1
1 xn—l xn—l xn—l
1 «x x2 o oyl

n n n

Con la transformacion entre columnas C,+ C,—x C, | para k> 2:

_ 2 _ n-1 n-2
1 x-x, XXX, = x
_ 2 _ n—1 _ an-2
1 x-x Xy =Xy, X=X,
1 x -x x2 -x_x - x"l—x"lx
n— n n— n— n n—. n
1 0 0 0

Al resolver por cofactores y al considerar el ultimo renglén (7, 1) tenemos:

(g —x )1 (y—x)x, - (x-x)x?
B L I A
('xn—l - xn )1 (xn—l - xn )xn—l o (xn—l - xn )x:tl:IZ
Se factoriza en cada renglon el factor comuin (x~x ) =—(x —x), k=1,2,.. ., n.
1 x % X2
1 x, xy2
= (D)D), = ), =) (3, = x, ) = : : :

1 ox,, %, %)
1 xn—l xn—l o x:zl:lz




Determinantes

El coeficiente se puede simplificar mediante (-1)**!(-1)"~1 = (-1)*" = 1:

n-1
= H (xn - xi)
i=1

V.|

Con esta formula recursiva se concluye el resultado.

Ejercicios 3.5

I Calcule los determinantes indicados.

1.

345 690 45 111 0 15 -8 L1
0 0 67 30a b o« 5|10 -=20 7.]a a a a
0 0 45 @ B =20 -3 2NN

8 0 3 0 63 6'3 (:3 6'3
#0000 0 -a b 1000
2 320 40a 0 ¢ 6.0 300 8. (Cuil es el valor de |A|
202 —x 24t b~ 0 0.0 20 siA =A%

00 04

Determinante de matrices por bloques y otras matrices

En la propiedad 8 de la seccion 3.5, sobre los determinantes, se estudian las matrices en 4 bloques. Este concepto se puede generalizar

para mas bloques, que pueden ayudar a calcular determinantes de una forma mas rapida.

e _

Las siguientes matrices son triangulares por bloques.

Definicion 3.6

Matrices triangulares por bloques. Una matriz cuadrada A se dice que es una matriz triangular en bloques si es de
la forma:

B, B, - B B, 0 - 0
A= 0 B_ZZ B_ZS superioro A =| 2! B?Z ~ | inferior.
0 0 - B, B, B, - B_

Donde, todos los 0 son las matrices cero y todas las B_ son matrices cuadradas, aunque no necesariamente del mismo
orden.

a) Triangular superior por bloques

1 5 ab ¢ 1 5iaib ¢
2 3d e f 2 3idie f
A= 0O 0 2 g h ,efectivamenteA= OOZgh
0001 2 0 0:0:1 2
0002 -1 0 0:0i2 -1
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Donde s = 3 y las matrices cuadradas de la diagonal son:
1 5 1 2
B11=[ ) 3 ], B22=(2)YB33=[ ) 1 ]
b) Triangular inferior por bloques
20100000 2 0 110 0/0 00
-1 110 0 000 -1 1. 1{0 0:0 0:0
0 01 0 0 0O0TO 0 0 1:0 0:0 0:0
a b ¢ 2-1000 ’ a b ci2 -1:0 01:0
C: d e f 3 _2 0 0 O ,efectlvamentecz d e f § 3 _23 0 0 30
g h i j k150 g h iij ki-15:0
F'mnop 140 Aomnio pit1 40
g r st w y z 3 g r sit wiy z:3
Donde s =4 y las matrices cuadradas de la diagonal son:
2 01
By=| -1 11 B22:[§ :; j’Bssz[ :1 i]yBM:O)'
0 01
- /

El calculo de los determinantes para las matrices triangulares en bloques se simplifica de manera considerable gracias a la generaliza-
cion del teorema 3.1 sobre el determinante de una matriz en 4 bloques.

Determinante de una matriz triangular por bloques. Sea A una matriz triangular por bloques, como se muestra en
la definicion 3.6; entonces:

[A| =B, ||B,| ... [B_|
Demostracion

La demostracion se lleva a cabo de modo similar a la utilizada en el teorema 3.1.

A continuaciéon mostramos un ejemplo que ilustra el uso del teorema 3.3.

T - N

Calcular el determinante de las matrices del ejemplo 3.22.

Solucion

Considerando el hecho de que las matrices son triangulares por bloques y que se tienen identificadas las matrices cuadradas de
la diagonal, tenemos:

a) ’A’=’B11”BZZHB33’=

; 53 ‘| 2" ; 21 ‘=(—3—10)(2)(—1—4)=130. Sin importar los valores de las literales que hay

en la matriz.
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2 01 ) 1
0 [ef=[B, B By B |-| - 1 1] 2 ]
0

_i Z " 3| =(2)(-1)(1)(3) =-6. Sin importar los valores de las literales

que hay en la matriz.

El resultado de las matrices por bloques, para el calculo de los determinantes, se puede generalizar aun mas para matrices que tengan
en un bloque de filas o columnas un bloque cuadrado y los demas componentes cero.

Determinante de una matriz por bloques. Sea A una matriz cuadrada por bloques, como se muestra a continuacion:

B, B, B,
B, B, B, A= 0 B 0 ol @ m
0 B 0 B, B, B, B. B. B

31 P3x

A =

21
Al representar por X = suma de las filas + columnas de la matriz B en A, entonces:

|A1 ‘ =(_1)Z’BHB11B13 )

B, B
A2|=(_1)2‘BHB21B23‘ 0’A3‘=(—1)2|B‘ BH B13 .
3i0P%

La formulacion del teorema se conserva para las columnas.

Demostracion

La demostracion se lleva a cabo de modo similar que en el teorema 3.1.

A continuacion mostramos un ejemplo que ilustra el uso del teorema 3.3.

T B
Dada la siguiente matriz, calcular su determinante.
1 -1 a b 1
2 -1 ¢ d 1
A= 0 0 2 3 0
001220
2 2 e f -1

Solucion

Primero, identificamos que la matriz tiene la forma de una matriz por bloques, como las del teorema 3.4:

¢ G ¢ C C

R([1 -lia b i1
R |2 -lic dil
A= R |0 0i2 30
R, |0 i 2| @
R, | 2 e fi-1
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Donde:
1 -1 b 1
B“z[z -1 J’an[? dj’Buz[l]’B“:U 2)By=( e f)By=CD,
G G

Ry (2 3
B= yE=(3+4)+(3+4)=14.
R, |1 =2

Es importante hacer notar que para calcular el determinante de A, las matrices B, y B,, no influyen en el resultado. Ahora bien,
para poder emplear el teorema 3.4 tenemos que calcular:

[B|=| 2 3 |=4-3=-7
1 =2
B. B 141 1 -10 B
Bl=l2 112 10 —‘1 1‘=—1—(—2)=1.
Ba B | 1272750 |2 2 | 127
0y,

Por ultimo, al conjuntar los resultados anteriores y el teorema 3.4 resulta:

o B, B
[Al=cvE[B]

= (DT =T

31 33

N

/

Existen algunas matrices simétricas que suelen ocurrir en el analisis multivariado, cuando se calcula la llamada matriz de varianzas
y covarianzas. El calculo del determinante se hace al relacionar por sumas o restas los renglones y/o columnas, para después obtener

factores comunes. Véase el siguiente ejemplo.

o _
Dada la siguiente matriz, calcular su determinante.
I+x 1 1 1 1 1
I I+x 1 1 1 1
A=| 1 1 1+x 1 1 1
1 1 1 1+x 1 1
1 1 1 1 1+x 1
1 1 1 1 1 1+«

Solucion

Para calcular el determinante, primero hacemos las transformaciones R, R, - R, parai=2, 3,..., 6:

I+x 1 1 1 1 1
-x x 0 0 0 0
‘A|: -x 0 » 0 0 0
-x 0 0 x 0 0
-x 0 0 0 x 0
-x 0 0 0 0 «
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6
Ahora, al transformar la columna 1 con C, = C, + ZC], resulta:
j=2

6

X

=(6+x)x°.

o o o o o +
S O O O R O
S O O R O =
O O R O O =
O R O O o
R O o o o~

S /

También existen matrices un poco mas generales que la anterior, las cuales se caracterizan porque cada renglon tiene las mismas 7
componentes, pero en diferentes 6rdenes. El calculo del determinante se hace de manera similar al relacionar por sumas o restas los
renglones y/o columnas, para después obtener factores comunes.

T N

Dada la siguiente matriz, calcular su determinante.

>

1l
— = O R
_—O R
o v = =
Bo= = S

Solucion

Notese que las cuatro filas tienen las mismas componentes, pero en posiciones diferentes. En estas matrices, al sumar todas sus
filas o columnas, obtenemos el mismo resultado, el cual después se puede factorizar:

x 1 10| [x+2 110 1110 1 1 1 0
Prop.2b —
|A’:Ox11:x+2x11=(x+2)1x11:(x+2)0x101
1 0 x 1 x+2 0 x 1 1 0 x 1 0 -1 =x-11
110 x) |x421 0 x 110 «x 0 0 -1 «x
C=C+Cy+C3+Cy R;HR;—Ry; coni=2,3,4
x-1 0 1 - N
=(x+2)| -1 x-1 1 =(x+2)l(x—1) x‘l +‘0 "‘1 H:(x+2)[(x—1)(x2—x+1)+1]
0 -1 «x - -
= (x+2)[(F° -2 +20) = (22— x+ 1) +1] = (r + 2)(2° - 262 + 2) = x(x+ 2)(x? — 22+ 2).
. J
i Ejercicios 3.6

I En cada matriz dada calcule su determinante.

12 46 24 67 34 54

1 2.5 0 00 35 22 78 82 23 24 05 0 0 2

1 1 0 00 00 2 7 56 87 01 0 0 3

. A=| 124 145 2 1 0 2. A= 3. A= 045 3 1 0
i 0 0 6 2 87 89

12 -2 3 1 0 00 0 0 23 56 0 42 1 -1 -7

357 =37 —64 89 5 00 0 0 76 34 4 78 87 54 5
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0 0 4 2 34 54 01 1 «
3278 82 23 24 6 Al x 0 11
4 A-l 13 1 3 5687 1 x 01
00 2 2 87 8§ 11 x 0
00 0 0 3 5
000 0 2 4 Lol oay ay o a,,)  ag,
01 1 x 12 ay a, - Bon-y  %n
5 A=| 1 x 01 ; ~ 00 1 2 B3n-1)  H2m)
’16 (1) ch (1] w00 2 3 Yon-1y  Ban)
00 0 0 « 1 =
o0 0 0 - n (n+1)?

KXl Calculo de la matriz inversa con determinantes

En el capitulo 1 se estudia un método basado en reducciones entre renglones para determinar si una matriz es regular (tiene inversa) o
es singular (no tiene inversa). En caso de que la matriz sea regular, también ahi se ve cdmo encontrarla. Por otro lado, en este capitulo
(en la propiedad 10 de los determinantes) se demuestra que si una matriz tiene inversa, entonces el determinante de la matriz inversa
esta dado por: |[A'| =1/|A|. Con base en estos conocimientos, en este momento ya es posible formular un teorema que muestre la
condicion necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada tenga inversa. Pero, antes de formular el teorema, damos una definicion.

Definicion 3.7

Matriz adjunta. Sea A € M_: llamamos matriz adjunta de A a la transpuesta de la matriz formada con los cofactores

nn’

de Ay la denotamos por adj(A).

De la definicion 3.10, tenemos que dada la matriz A resulta:

An A12 Aln
B= Ay Ay 4y,
Anl AnZ o Ann
Entonces:
adj(A) =B
T a N

Encontrar la matriz adjunta de las siguientes matrices.

1. A=| 9 0
c d

Solucion

Al calcular los 4 cofactores de A:
Q 4, =C-D"|d| =d

Q 4,=)"cl =—

Q 4, =16l =-b

Q 4,=(-1?lal =a
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Donde:
B= d -c
b a
Entonces:
adj(A):B’:[ d -b ]
- a
2 0 1
- A=l 4 1 2
1 -10
Solucion

Al calcular los 9 cofactores de A:

133

a A“:(—I)IH o ‘:2. a A21:(_1)2+1 o —_1. Q A31:(_1)3+1 ) -1
4 2 2 1 2 1
a A12=(—1)1+2 1@ ‘:2, ] A22=(—1)2+2 - ‘=_1_ Qa A32=(—1)3+2 4 ‘:O.
4 1 2 0 2 0
a A13 =(_1)1+3 L ‘=_5. ) A23 =(_1)2+3 _— =2. a A33 =(_1)3+3 1 =
Donde:
2 2 -5
B=| 1 -1 2
-1 0 2
Entonces:
2 -1 -1
adjA)=B=| 2 -1 0
-5 2 2
%
Determinante de una matriz inversa. Sea A € M, , entonces A es invertible siy solo si |A| #0. Ademas:
A= ﬁadj(A) 3.81)

Demostracion

En la propiedad 10 se demuestra que si A es invertible, entonces |A||A~!|=1, donde se concluye que tanto |A |
como | A~!|deben ser diferentes de cero.

Ahora, falta demostrar lo contrario, es decir si |A | # 0, entonces A es invertible. Para esto, primero probamos
que dadas las componentes de A por a,y sus correspondientes cofactores Al.j, entonces:

Y. 0,4, =0, parai#j (3.8.2)
k=1
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La comprobacion de (3.8.2) resulta directamente de proponer la matriz A* que sea igual a la matriz A, excepto en la
filaj, con la fila j de A* igual a la fila i/ de A. Es decir, la matriz A* tiene dos filas iguales y por la propiedad 4 de los
determinantes | A*| = 0; ademas, cualquier cofactor 43 =0 para k# 7 0 j. Esto se debe a que todos estos cofactores se
obtienen de los determinantes de menores que tienen dos filas iguales; entonces, de la propiedad 4 de determinantes
valen cero.

Notese que cuando 7 =7, (3.8.2) representa | A |, que por condiciones es diferente de cero.

Para verificar (3.8.1) realizamos el producto C = Aadj(A) y por ser la adjunta la transpuesta de la matriz de
cofactores B, entonces:

Pero, al sustituir (3.8.2) y la observacion de |A | cuando i =

:{‘A|,sii=j

0, sii#j
Entonces:
Aadj(A)=|A|I Se divide entre |A |
% =1 Por definicién de matriz inversa resulta

Al= ﬁadj(A) Se concluye la demostracion.

prem—S

Calcular la matriz inversa por cofactores de las dos matrices del ejemplo 3.27.
En este caso, los calculos se simplifican debido a que ya se calcularon las adjuntas.

1. A=| @ b
c d

Solucion

En el ejercicio 1 del ejemplo 3.27 se encontrd que adj(A) = [ d -b ] . Entonces, si |A| # 0 tenemos una férmula para
la matriz inversa en el caso M, ,: ¢ a

-1
I R R (3.8.3)
c d ‘A| - a
2 0 1
2. A=l 4 1 2
1 -1 0
Solucion
2 -1 -1
En el ejercicio 2 del ejemplo 3.27 se encontr6 que adj(A)=| 2 -1 (o |.Ahora, falta calcular su determinante. Al

realizar la transformacion R, = R, + R, tenemos: -5 2 2
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2 0 1 2.0 1

‘A‘: 4 1 21=l5 0 2 se elige la segunda columna
1 -1 0 1 -1 0
=(-1)3+2(—1)‘ § 1 ‘=-1.

Por ultimo, de (3.8.1) sustituyendo la adjunta y el determinante de A resulta:

135

1 1 2 =l =l -2 1 1
Al=—adj(A)=—| 2 -1 0 |=| 2 1 0
Al
=5 2 2 5 =2 =2
(&
oS _

En las matrices siguientes, aplicar el teorema 3.6 para encontrar el valor de x para que la matriz sea invertible.
En cada caso, primero resolvemos | A | # 0 para encontrar los valores con los que la matriz si es invertible.

1. A:(?’ 2]
5 x

Solucion
Al resolver el determinante se tiene:
‘ 32

=3x-1020 = xiy.
5 x 3

Por tltimo, la matriz A es invertible para toda x e R — {?}

2. A=| ¥ 7O
10

Solucion
Al resolver el determinante se tiene:

* 61 0-(-6)=6%0.

El determinante result6 6 para cualquier valor de x; entonces, la matriz A es invertible para toda x € R.

2 0 -1
3. A= 1 x 2
1 x-1 0

Solucion

Al resolver por cofactores aplicados al primer renglon se tiene:

0 -1 o1 1 5
2 1=2 * - ¥ |=200-2x+2)-(x—1-x)=—4x+520 = x==.
0 x—=1 0 1 x-1 4

—_— = N

x—1
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Por ultimo, la matriz A es invertible para toda x e R— {%}

1 2-x 3
4. A=| 11 x =2
0 2 1
Solucion

Al resolver por cofactores aplicados al tercer renglon se tiene:

1 2-x 3

1 ox o=y b3 s 27 o 0434 (x4 2-0)=0.
-1 — -1 x
0 2 1
El determinante result6 0 para cualquier valor de x; entonces, no existen valores de x para que la matriz A sea invertible.
(& J
| Ejercicios 3.7

§ En los siguientes ejercicios, primero verifique si la matriz es invertible y en caso afirmativo calcule la matriz inversa por cofactores.

Cuando exista una x encuentre los valores con los que la matriz es invertible.

L Al 42 0 3 3 21
15275 5 5. A=| -1 2 22 8. A=l 0 2
0 2 1 0 2
1
z.A:;i] )
2 3 3 3
6A=_12_2 9A=3
~11
3'A:13j 15 1
x 6
- 0 1
x |0 =
WAl 12 7. A= 2 2% 2 10- A=l 5
x 2x 0 4 1 0 3

m Aplicaciones de los determinantes

-2x
2x
X
1 00
-2 1 3
3 00
6 39
1 0
-1 3
45 88
3 1

Hoy dia, los determinantes tienen varias aplicaciones que difieren, en gran medida, del objetivo principal de su creacion (en el siguien-
te capitulo vemos su aplicacion con un método llamado regla de Cramer). Entre sus principales usos, destaca su empleo para un sinfin
de calculos, incluso en funciones (el tema se aborda con mayor amplitud en los capitulos 6 y 7). No obstante, en esta seccion solo
se realiza un breve bosquejo de algunos usos de los determinantes; pues, para su total comprension se requiere del estudio de varios
conceptos mas, de los cuales algunos no forman parte de los objetivos del texto o estan explicados en capitulos posteriores, por este

motivo no se tratan con detenimiento en esta seccion.

Para determinar si una matriz es regular o singular (véase seccion 3.8).
Calculo de la matriz inversa (véase seccion 3.8).
Solucién de los sistemas de ecuaciones lineales con solucidn tnica (el tema se aborda en el capitulo 4).

Algunos calculos geométricos sobre areas y volumenes con vectores (el tema se aborda en el capitulo 5).

A

Concluir sobre la independencia o base de un conjunto de vectores en espacios vectores finitos (el tema se aborda en el capitulo 6).
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Concluir sobre la independencia de un conjunto de funciones en espacios vectores infinitos (el tema se aborda en el capitulo 7).

Calculo del polinomio caracteristico en el problema de diagonalizacion de una matriz cuadrada (el tema se aborda en el capitulo 8).

Determinacion de formas cuadraticas.

© ® o

Para el cambio de variables o coordenadas del calculo multivariado por medio de los jacobianos.

10. Enla busqueda de los valores maximos o minimos relativos de una funcion en varias variables mediante la matriz hessiana.

11. Muchos usos mas.

Geometria analitica

De los cursos basicos de geometria analitica se conoce que el determinante se puede utilizar en:

Ecuacion de la linea recta. Cuando se conocen dos puntos, P,(x;, y,) y P)(x,, y,), por donde pasa una linea recta, su ecuacion esta
determinada por la formula (3.9.1):

x oy 1
x ¥ 1]=0 3.9.1)
x ¥, 1

2 N

Sean los puntos P;(2, 1) y P,(0, 2), por donde pasa una linea recta. Se pide encontrar la ecuacion de esta recta (véase figura 3.1).

A
13

T

2 4 6
1

Figura 3.1 Linea recta que pasa por los puntos P,(2, 1) y P,(0, 2).

>

Solucion

Al utilizar la formula (3.9.1) en los puntos dados:

y 1
2 1

==x-20-2)=0=>x+2y=4

11,
21

=x‘

S DR
N = e
—_ =

Asi, se concluye que la ecuacion de la linea recta que pasa por los dos puntos es:

x+2y=4
- /

Rectas concurrentes. Se dice que tres rectas, ax+ b,y + ¢, =0, a,x+ b,y + ¢, =0y a;x+ b,y + ¢; = 0, concurren en un punto P si las tres
rectas tienen este punto en comun. El determinante se puede utilizar para concluir cuando las tres rectas son concurrentes, ya que se
conoce que estas son concurrentes si el determinante de la férmula (3.9.2) es cero.

¢, |=0 (3.9.2)
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T _ N

Verificar si las siguientes tres rectas son concurrentes: 3x — 5y+ 7 =0, 2x+ 3y —8 =0y 6x— 7y + 8 = 0 (véase figura 3.2).

2

|
|
|
|
|
l : : :

1 2 3 DN

Figura 3.2 Lineas rectas concurrentes.

Solucion

Al utilizar la formula (3.9.2) con los coeficientes de las tres lineas rectas dadas resulta:

2 3
6 -7

3 -8
-7 8

2 -8

=5
3 6 38

3 7
2 -8 =3‘ ’—(—5)‘
6 -7 8

=3(24 - 56) + 5(16 +48) + 7(~14 — 18) =-96 + 320 — 224 = 0.

Asi, se concluye que las tres rectas son concurrentes.

S /

Ecuacion de la circunferencia. Cuando se conocen tres puntos, P,(x,, ¥,), P,(%,, ¥,) Y P5(x;, ¥;), por donde pasa una circunferencia, su
ecuacion esta determinada por la férmula (3.9.3).

x2+y? y 1
x4+ 1
R (3.9.3)
xty; %, y, 1
2+y:ox oy, 1
T B I\

Sean los puntos P,(0, 0), P,(3, 6) y P,(7, 0), donde pasa una circunferencia
(véase figura 3.3). Se pide encontrar la ecuacion de esta circunferencia.

Solucion
Al utilizar la férmula (3.9.3) en los puntos dados resulta:
2

22+y? x

y 1 2, .2
+
0 00| |T ) T 45 3| | e
=l 45 3.6|=7 -
45 3 6 1 o o l®7 9 7
9 701

= (45 X 7-49 x 3) = 6(7(x* + %) — 49%)
=42 x 4y —42(* +y* = Tx) =0
Al dividir entre —42, se concluye que la ecuacion de la circunferencia que
pasa por los tres puntos es: Figura 3.3 Circunferencia que pasa por
P2+ -Tx—dy=0 los puntos P,(0, 0), P,(3, 6) y P,(7, 0).

S /
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Calculo de areas. Suponga que se tienen tres puntos en el plano cartesiano, P, = (x;, y,), P, = (x,, ¥,) y Py = (x5, y,). En geometria
analitica, se demuestra que en estas condiciones el area del triangulo formado por los tres puntos esta dada por el valor absoluto del
determinante:

| L x
AreadeA=E 1 x, (3.9.4)
I x
S B N\

Suponga que se tiene el plano cartesiano y los puntos P, = (0, 0), P,= (3, 0) y P, = (5, 4) (véase figura 3.4). Calcular el area del
triangulo formado por los tres puntos en el plano cartesiano.

\ \
4+—- — — — — — = = = (] 44— — — — — = = = =
[ [
34 | 34 |
[ [
24 | 24 |
Figura 3.4 Tridngulo y area formada con los l : !
puntos P, = (0, 0), P,= (3, 0) y P, = (5, 4). : :
of 1 2 3 4 s ol 1 2 3 a 5

Solucion

Al utilizar el valor absoluto de la férmula (3.9.4) resulta:

Area de A :%

S /

—_ = =

00| ,
30 |=5;0304)=6v.
5 4

Volumen del paralelepipedo. Si tres aristas concurrentes de un paralelepipedo en el sistema de coordenadas X, Y, Z, estan represen-
tadas por tres puntos del sistema P, = (x,, y,, ), P, = (%,, ¥,, 2,) Y Py = (%;, ¥,, z;), entonces €l volumen de ese paralelepipedo puede
calcularse como el valor absoluto del determinante cuyas filas (0 columnas) son las coordenadas de los puntos dados:

R
Volumen=| x, », z, (3.9.5)
¥ Yy %
o N

Sean tres puntos, P, = (4, 1, 0), P,=(2, 5, 0) y P, = (0, 4, 3), que forman
el paralelepipedo de la figura 3.5. Calcular el volumen del paralelepipedo
formado por los tres puntos en el sistema de coordenadas X, Y, Z. z

Solucion ©,4,3)
Al utilizar el valor absoluto de la férmula (3.9.5) tenemos:

Volumen = =3‘ ‘21 ; ‘:3(20—2):54 .

S o
D= o —
w o O

Figura 3.5 Paralelepipedo formado con los puntos
P,=(4,1,0),P,=(2,500yP,=(0,43)
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Volumen del tetraedro. Si los vértices de un tetraedro en el sistema de coordenadas X, Y, Z, estan representadas por cuatro puntos del
sistema, P, = (x,, y,, 2,), P, = (%, ¥,, 2,), Py = (%3, ¥5, 2,) y P, = (%, ¥,, z,), entonces el volumen de ese tetraedro puede calcularse como
el valor absoluto del determinante:

o o5
X ) 5
XY 2

Xy Yy %

Volumen = % (3.9.6)

A B N
Sean los vértices de un tetraedro, P, = (0, 0, 5), P, =(6, 0, 0), P, = (6, 5, 3) y
P,=(-1, 4, 1), como se muestra en la figura 3.6. Calcular el volumen del tetraedro z
formado por los puntos dados en el sistema de coordenadas X, Y, Z. (0,0,5)

Solucion

Vamos a considerar el valor absoluto de la formula (3.9.6), pero primero realiza-
mos la transformacion C; = C, - 5C, y después, por propiedades de los determi-
nantes, calculamos el determinante que resulta:

r -

origen dk€ogfdenadas ~
e
.7 6,537

0 0 51 0 0 0 1
il6 001|166 01| 1593 a7 - S
Volumen = — == =—| 6 5 _2|==""1ul . L
6|l 6 53 1| 6/ 6 5 21 6 14 6 6,000 < - - _ ____ 1
-1 4 11 -1 4 4 1 9
Figura 3.6 Tetraedro formado con P, = (0, 0, 5),
P,=(6,0,0), P,=(6,53)yP,=(-1,4,1).
o J

Ecuacion del plano. La ecuacion del plano que pasa por los puntos P, = (x,, y,, z,), P, = (x,, ,, 2,) Y P, = (%3, s, z;) en el sistema de
coordenadas X, Y, Z, esta dada por el determinante:

x y z 1
x oy oz 1
SR Y} (3.9.7)
X, ¥, 2z, 1
Xy ¥y oz 1
A N\

Encontrar la ecuacion del plano que pasa por los puntos P, =(1, 1, 0), ,=(0, 1, 2) y P, = (2, 4, 0).
Solucion

Al emplear la formula (3.9.7) se tiene:

1

'R 11o1] |x oy

éigiuo 1 1[+#2| 1 1 1|=5%+25x+y-6)=0
2 41 -

2 401 2l

Entonces, la ecuacion del plano que pasa por los tres puntos es:

10x+2y+52z=12
S /
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Funciones

En 1841, Jacobi formalizd el estudio de los determinantes y encontr6 una aplicacion a las funciones en varias variables. Gracias a esta
aportacion, las aplicaciones de los determinantes se extendieron a otros ambitos. En esta seccion bosquejamos algunas aplicaciones de
los determinantes a las funciones en varias variables.

Jacobianos. Sea f (x,, x,, ..., x,) una funcion en # variables definida en D cIR”; con frecuencia, ocurre que es deseable hacer una trans-
formacion de coordenadas para simplificar algunos calculos en la funcidn. Del calculo sabemos que esto se puede hacer de la siguiente
forma. Definimos una transformacion T: R” = R”, tal que si representamos por y, a las nuevas variables resulta:

V= (x,%,,00X,)

Yy =ty (X, %,,.0,%,)

T: (3.9.8)
y,= un(xl,xz,...,xn)
Donde las funciones #;: R” = R y son invertibles; entonces, de (3.9.8) se obtiene:
X = wl(yl,yz,...,yn)
71 2= 1017200, (3.9.9)

X, =w,(9,Y 50 ,)
A partir de la transformacion inversa se obtiene la expresion para hacer el cambio de variable dado en (3.9.10):

Ly 01 23 0 2) =K ), (3D, o, w, () 1) (3.9.10)

Donde |/,-1(y)| representa el valor absoluto del jacobiano J,(y), definido por (3.9.11):

w(y) I  Im()

Iy 9y, 9y,
Iwy(y) Iy (y)  Imy(y)
J.(=| 9y 9y, 9y, (3.9.11)

ow,(y) ow,(y) 9w, (y)
dy, 9y, dy,

T B N

Supodngase que tenemos una funcién en el sistema de coordenadas cartesianas X, Y, Z a
y deseamos hacer el cambio a coordenadas esféricas, como se observa en la figura 3.7,
donde:  radio, A longitud y ¢ latitud. Calcule el jacobiano de la transformacion.

Solucion ® | a

Primero, a partir de (3.9.9), tenemos la transformacion inversa dada en (3.9.12): |

x, = acos(¢p) cos(4)
T':1x, = acos(p)sen(A) (3.9.12)

iy = () Figura 3.7 Coordenadas esféricas.
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Ahora, utilizamos la férmula (3.9.11) para calcular el jacobiano:

aWI (y) aWI (y) aWI (Y)
da oA P

J,.(y)= ) I,G) I 0) =| cos(p)sen(A) acos(p)cos(d) —a sen(qp)sen(A)

da d4 dp ) 0 (0)
sen acos
8w3(y) aW3(Y) 8w3(y) ’ !

da o dp

cos(¢p)cos(d) —acos(p)sen(d) —a sen(p)cos(4)

—a cos(p)sen(d) —a sen(¢p)cos(4) cos(¢)cos(d) —a cos(p)sen(4)

=sen(p) +acos(¢p)

a cos(p)cos(1)  —a sen(p)sen(1) cos(p)sen(4) a cos(p)cos(A)

—sen(1) —cos(4)
cos(A) —sen(4)

cos(1) —sen(A)

2 a3
+atcos'(p) sen(1) cos(4)

= a’sen’(p) cos(¢)

= a?(sen?(¢p) cos(¢p) + cos’(p)) = a® cos(¢p)
\_ %

Wronskiano. En la solucién de ecuaciones diferenciales se requiere calcular el wronskiano de las funciones que representan una
solucion de la ecuacion. En el texto lo empleamos en el capitulo 7 para resolver los problemas de conjuntos de funciones con los que
trabaja.

Wronskiano. Sean f,(x), f,(%),..., f (x) funciones n — 1 veces diferenciables, el wronskiano se define de las funciones
al determinante que se denota por W(f,,..., f) y es igual a:

@ L@ e £
W(hpnt )= 10 S )
fl(”-l)(x) fz("—l)(x) .. fn(”‘l)(x)

Donde, f(¥), f'(%),..., £~ "(x) la funcion 7 hasta la n —1-ésima derivada, coni=1, 2,..., n.

T N

Sean las funciones 1, cos(x) y sen(x). Calcular su wronskiano y probar que es diferente de cero para todo x € R.
Solucion

En este ejemplo tenemos:

Qfw=1,f(x)=0=£"x).

Q f(x) = cos(x), £, (x) = —sen(x) y £,"(x) = —cos(x).

Q f(x) =sen(x), £;'(x) = cos(x) y £;"(x) = —sen(x).
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Por tanto:
1 cos(x) sen(x) “sen(x)  cos(x) i :
W(L,cos(x), sen(x))=| 0 -sen(x) cos(x) |=| cosls) —senix) =sen?(x) + cos?(x)
0 —cos(x) -sen(x) g g
=1#0 paratodo x e R.
- /

Los determinantes anteriores se utilizan en el capitulo 7.

Hessiana. En el calculo multivariado se ha demostrado que la busqueda de los valores maximos y minimos locales es muy similar al
caso univariado; sin embargo, se tiene que recurrir a las matrices y sus determinantes. Para esto véase la siguiente definicion.

Hessiana. Sea f(x,, x,,..., x ) una funcion en varias variables dos veces diferenciable; denotamos por H — la matriz
hessiana de fque esta dada por:

M oo S
H(/Gy o )=| 2 2 S
fa S S

L C

Donde, fl] = 0
[y

coni,j=1,2,...,n

Esta matriz y sus determinantes se utilizan para encontrar los puntos maximos y minimos locales de la funcion. Pero el tema queda
fuera de los objetivos del texto, para su uso se puede consultar cualquier texto de calculo en varias variables.

1 Ejercicios 3.8

! Emplee determinantes para resolver los siguientes ejercicios.

[
fum—

. Encuentre la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos P;(4, -2) y P,(-3, 1).

Encuentre la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos P,(1, 4) y P,(2, -3).

Verifique si las siguientes tres rectas son concurrentes: 4x+3y—5=0,x+2y-4=0y2x—y+3=0.
Verifique si las siguientes tres rectas son concurrentes: x —y+2=0,-2x+2y-3=0y-x+y-1=0.
Encuentre la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos P,(2, 2), P(1, 3) y P;(0, 4).
Encuentre la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos P,(0, -2), P,(5, 3) y P,(2, =6).
Calcule el drea del tridangulo formada por los puntos P, =(1, 4), P,=(-1,2) y P;=(2, 1).

Calcule el 4rea del tridngulo formada por los puntos P, = (2, 5), P,=(2,-2) y P,= (-1, 1).

o 0 =N ook w

Calcule el volumen del paralelepipedo formado por P, =(2, 1, 1), P,=(1,5, 1)y P,=(2, 1, 3).

_
e

Calcule el volumen del paralelepipedo formado por P, =(3, 1, 2), P,=(4,1,-1)y P,=(2, 2, 1).

—_
—_

. Calcule el volumen del tetraedro que tiene como vértices a los puntos P, = (2, -1, 2), P,=(0,2, 1), P,=(1,1, 1) y P,=(1, 4, 3).

._.
r

Calcule el volumen del tetraedro que tiene como vértices a los puntos P, = (3, 4, 1), P,=(1, 1,-2), P,=(4,2,-2)y P,= (-1, 2, 1).
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13. Encuentre la ecuacion del plano que pasa por P, =(1,-1,0), P,=(-1,0,2) y P,=(1, 4, 2).
14. Calcule el wronskiano de las siguientes funciones x> + x— 1, - +2, £ -2y x>+ x— 1.
15. Calcule el wronskiano de las siguientes funciones 1, cos(x) y 4 sen(2x).

16. Calcule el wronskiano de las siguientes funciones 1, ey %,

m Calculos de determinantes con Matlab

En secciones anteriores de este capitulo se revisaron diferentes métodos para realizar el calculo de un determinante; también se pro-

porcionaron algunas propiedades de los determinantes, cuya finalidad principal consiste en facilitar el calculo del determinante. En

Matlab también es posible obtener el determinante de una matriz cuadrada A mediante el uso del comando, det (2) . Por supuesto,

la ventaja que se tiene al utilizar el paquete en los calculos consiste en el tiempo de respuesta y la

Not, precision del calculo. Por ejemplo, para calcular el determinante de la matriz A hay que seguir los
En caso de que lama- | pasos que se relacionan a continuacion.

triz no sea cuadrada,
Matlab presenta el si- Paso 1. Capturamos en el PROMPT a la matriz A.

guiente mensaje: Paso 2. Utilizamos el comando para el determinante: det (2) y se obtiene la respuesta del
determinante: ans =

Error using det

Matrix must be square. A continuacion se muestran varios ejemplos para la mejor comprension de los comandos de Mat-
lab. La sintaxis para la captura de matrices se muestra con detalle en el capitulo 1.

T - N

Resolver el ejemplo 3.3 con ayuda de Matlab y verificar que se obtiene el mismo resultado.

Solucion

La matriz del ejemplo 3.3 esta dada por:

2 -1 0
A=l 1 3 -1
2 0 -2

Al seguir los dos pasos propuestos para el calculo del determinante, primero se declara la matriz A en el PROMPT de Matlab
y luego se introduce el comando para calcular el determinante.

>> A=[2 -1 0; 1 3 -1; 2 0 -2]; %SE DECLARA LA MATRIZ A.

>>det (A) $INSTRUCCION PARA CALCULAR EL DETERMINANTE.

ans = -12
. %
2 N\

Resolver el ejemplo 3.7 con ayuda de Matlab y verificar que se obtiene el mismo resultado.

Solucion

En el ejemplo 3.7, la matriz estd dada por:

21 -1 0
A<l 0021 3
10 0 2
11 4 1
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Al seguir los dos pasos propuestos para el calculo del determinante:

>> A=[-21-10;021-3;-1002;1141]; $SE DECLARA LA MATRIZ A.

>>det (A) $INSTRUCCION PARA CALCULAR EL DETERMINANTE.
ans = 4
(& J
o i B
Resolver el ejemplo 3.8, con ayuda de Matlab obtener el determinante de la matriz A y verificar que se obtiene el mismo resultado.
§ 1 2 3 4
0 -2 3 -1 3
A=l 0 3 11 2 -2
0 5 0 0 O
0 -10 2 2 0

Solucion

Se declara la matriz A en el PROMPT de Matlab y se introduce el comando para calcular el determinante:

> A=[8 1 -2 3 -4;0 -2 3 -1 3;0 3 11 2 -2;0500 0;0 -10 2 2 0];
>>det (A)
ans = 2800

N j

T ) N

Resolver el ejemplo 3.18, con ayuda de Matlab obtener el determinante de las matrices A y B y verificar que se obtiene el mismo
resultado.

1 3 2 11 23
0 2 3 15 45 ig";g
A=l 3 1 -1 67 5 |yB=
34 1 65 -2
0.0 0 36 89 -2 72 3
00 0 2 38

Solucion

Primero se declaran las matrices A y B en el PROMPT de Matlab y luego se introduce el comando para calcular el determinante.

>> A=[1 3 2 11 23;0 -2 3 15 45;3 1 -1 67 5;0 00 3 6;0 0 0 2 8];
>> B=[2 0 -2 0;5 0 3 0;34 1 65 -2;89 -2 72 3];

% EL DETERMINANTE DE A SE ALMACENA EN determinanteA Y EL DE B EN
determinanteB.

>>determinanteA=det (A), determinanteB=det (B)

determinanteA = 456

determinanteB = 16
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premm— -

que pasa por tres puntos y matriz:

2+y2 x y 1
Al 0 001
45 3 61
49 7 01

Solucion
Primero se declaran las variables x y y en modo simbolico; después, se define a la matriz A
y por ultimo se calculan sus respectivos determinantes.

>>syms Xy

>> A=[x"2+y"2 x vy 1;0 0 0 1;45 3 6 1;49 7 0 1];
>>det (A)

ans =

—42%x"2 + 294%x -42%y*2 + 168*y

Para finalizar, se iguala a cero y se divide entre —42, con lo que se obtiene el mismo resultado.

N

~

Calcular el determinante del ejemplo 3.32 con ayuda de Matlab. El ejemplo 3.32 se refiere a la ecuacion de la circunferencia

En caso de que x NO

se haya declarado en
modo simbolico, Matlab presen-
ta el siguiente mensaje:

Undefined function or
variable ‘x’.

/

prem— .

cuadrada 7 X n. Aplicar la funcion a la matriz 2 del ejemplo 3.28 y la matriz B.

-1 -6 9 7

2 0 1 2 4 1 3 =22
A= 4 1 2 |yB=| 0 -3 3 7 1
1 -1 0 2 1 5 7 9
2 6 0 1 0

Solucion

~

Desarrollar una funcion empleando los comandos de programacion en Matlab que calcule la matriz adjunta, para una matriz

Primero se desarrolla una funcion que recibe como argumento de entrada a la matriz A y como salida a la matriz adjunta de A.

% function adjunta (Matriz A)

% Parametro: Recibe una matriz cuadrada de orden nxn
% Salida: Muestra a la matriz adjunta de A

function [adjA] = adjunta(A)

o

m = size(A,1);
n = size(A,2);
if ((m-n)~=0)

o o oe

despliega el mensaje de error.
error (‘Introduzca una matriz cuadrada’)
end

for i=2:(n-1);

for j=2:(n-1);

C(i,3)=(-1)"(i+73)*det (A([1l:(i-1) (i+1):n], [1:(3-1) (3+1)
end

devuelve el numero de renglones de la matriz A.
devuelve el numero de columnas de la matriz A.
si la diferencia entre m y n es diferente de cero,

format rat $Permite visualizar el resultado con aprox. racional

inl));
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i=2:(n-1);
C(i,1)=(-1)"(1+i)*det (A([1:(i-1) (i+1):n]l,[2:n]));
)

C(i,n)=(-1)"(n+i)*det (A([1:(i-1) (i+1):n],[l:(n=-1)1));
end

for j=2:(n-1);

C(1,J)=(-1)"(1+j) *det (A([2:n], [1: (3-1) (3+1):n]));
C(n,J)=(-1)"(n+j) *det (A([1: (n-1)], [1:(J-1) (J+1):nl));
end

C(1,1)= det(A([2:n],[2:n]));

C(l,n)= (—l)A(l+n)*det( ([2:n], [1:(n-1)1));

C(n,1)= (-1)"(14n)*det (A([1l:(n-1)],[2:n]));

C(n,n)= det(A([1l:(n-1)],[1:(n-1)1));

adjA = C’;

end

Resultados en Matlab al ejecutar la funcion

>> A=[2 0 1; 41 2; 1 -1 0]; % Se introduce la matriz A,
>> adjunta (A) % Ejecuta la funcidn,

ans =
2 -1 -1
2 -1 0
-5 2

>B=[5-1-697; -2-413-2;, 0-3371;21579;2-6010];
>> adjunta (B)

ans =
132 3476 -2468 944 -948
6 1208 -1019 3717 816
600 1100 -1100 -100 -300
-228 296 -1178 374 492
-186 -1748 2189 -1187 -96
N /
| Ejercicios 3.9

! Ejercicios con Matlab

I 1. Dadas las siguientes matrices, calcule su determinante.

! -16 25 30 98 -9 -9 27 -12 15 _31 126 _01 g
A= -18 4 -10 ,B=1 17 12 35 \C= 45 48 30 D= _
-19 6 -15 -66 12 31 2 12 -15 150 1 2

-7 =35 66 13 -14

13 61 0 33 18 17 16 -15

0 0 2 1 0

go| 2715 8 3 |p | 17 20 M4 16 |G | 0 0 o
4 0 -10 4 16 -13 -20 17 0 0 115 o
112 1 2 -12 16 17 -18 L5 107 a5 o
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2. Obtenga la matriz adjunta por medio de la funcién adjunta 9. Sif(x, y) = 3(x - y)?, calcule det(f )F, C)) y det(f(C, F)).

en Matlab de las matrices del ejercicio anterior. . . .
Calcule los determinantes de las siguientes matrices:

Dadas las matrices siguientes, calcule los siguientes determinantes:

. ad @ a1
(153 ). 10. A=| ¥ b1
= B=| 2 3 |, ’ 32
2 4 0 ¢ ¢t ¢ 1
4 2 B odod 1
4 5 -6 1 20 01 1
C=2 0 1 |F=| 22 41 1 0 916
3 -4 2 2 50 1. A= Y
x 1 1 0
3. det((BA)! + (CF)) 10 x1
4. det((2A + 4B)A’ - 70I)
5. det((BA + 3CF)?) ’.f : i (1)
X
6. det((AB)! - (2I+ AA") BB) 12. A= 1 0 x 1
7. det((BA - FC)')? 110 «
8. Sif(x)=4x® - 5x* + 6x -8, calcule det(f)F)), det(/)F) f(C))

y det(f~ ().

Ejercicios de repaso

3.1 Dadas dos matrices Ay BeM , tales que |A| = |B], ;se Ejercicios con grado de dificultad uno
puede concluir que A = B?

3.2 Dadas dos matrices Ay B e M

nn’

s cierto que Ejercicios de calculos numéricos. Dadas las matrices A y B,

|[A+B|=|A| + |B]. calcule:
3.3 ;Por qué no es posible generalizar la regla de Sarrus para 2 0 1 0 1 -2
cualquier matriz cuadrada? A=l'1 -1 2 (B=| 2 0 0
3.4 (FEl determinante de una matriz diagonal es la traza de la 010 -1 1 0
matriz! 3.11 det(A 3.12 d
. et . et
3.5 (Esverdad que el determinante de la matriz inversa tiene que ser @) ®)
positive? 3.13 det(AB) 3.14 det(BA)
-1 —]
3.6 Dadalamatriz ABe M, con |A| =3y |B| =4, aquées 15 det(A™) 3.16 det(B™)
igual 3.17 det((ABY)) 3.18 det((AB)™)
3.25 det(A™? 3.26 det(B®
8 1Aq -3¢, 7 h) 1Az, 3B, 207 A7) ®)
. . Ejercicios numéricos. Dadas las matrices A y B, calcule:
3.7 SiJ, A €M, , entonces calcule |JA|. Recuerde la defini-
cion de la matriz J. 2 -1 2 1 0 1 =2 -1
3.8 Si A es nilpotente para =3, ja qué es igual |A3|? A= 0 3 0 5| B= 1 3 2 0
3.9 Si A esidempotente, ja qué es igual | A*|? 0 4 43 2. 0-30
0 0 3 2 -1 1 0 0

3.10 Si |A| =0, ;jentonces A =0?
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3.27
3.29
3.31
3.33
335
337
3.39
3.41

det(A)
det(AB)
det(A™)
det((AB))
det(A+ B)
det((2A)™)
det((A+B))
det(A2)

3.28
3.30
3.3
3.34
3.36
3.38
3.40
3.42

det(B)
det(BA)
det(B™)
det((AB)™)
det(2A)
det((2B) 1)
det(A?)
det(B%)

Ejercicios con grado de dificultad dos

Ejercicios seminumeéricos. En cada caso encuentre los resultados

de las operaciones indicadas:

1 Vr 4x 1
3.43 Sealamatriz A=| 0 05 ¢® 5 | calcule det(A) y
det(AS). 0 0 -2 «
0 0 0 1
3.44 Generalice el resultado del ejercicio 3.43 para cualquier
matriz triangular.
1 3 -6 -1
3.45 Sea la matriz A = 4 135 5 , calcule det(A) y
det(A?). I
1 x x* i
1 0 0
3.46 Sealamatriz A=| 0 sen(d) —cos(f) |, calculedet(A)
yA™ 0 cos(d) sen(6)
1 0 0
3.47 Sealamatriz A=| 0 sen(f) 0 , calcule det(A)
yAl 0 0 —sen(d)

Ejercicios por comprension. Resuelva los ejercicios siguientes:

3.48 Sean A B

nxn

y C

nXxn

nxn

matrices, tales que det(A) = 2,

det(B) = 3 y det(C) = -1, encuentre:

a) det(ABC)

) det(A-'B-IC™Y)

e) det(2A)

g det(-C)

i) det(AB™)
1

3.49 Sealamatriz A=| X

%

b) det((ABC)™)
d) det(-A)

f) det((ABC))
h) det(CB)

j) det((4A)(5B)™)

1 1
X, X3 |, calcule det(A).
Yo%

3.50

Bl

357

3.53

3.54

3.5

Uy Oy
Sea | a, ay, a, |=5. Calcule:
4y 4y %3
4y Gy %3 24, 2a, 2a;
a) | a4y 4y ay b) | 3ay 3a,, 3a,
Ty Cn O 4ay  4ay, daj,
20y, 3a, 4ay, =y “ly g
Q) | 2a, 3ay, 4da, d) | Sa,, Say, Say,
2ay 3ay, 4ay Uy Oy O
3ay 3ay 3ay 4, & 6ay,
e | @ a4 4 £) | ay ay 6ay
Gy Gy gy a; ay 6ay
41 Gy %3 @, +3a; a, a,
8 | 4y a4, ay h) | a) +3ay ay ay
Uy oy g a3 +3ay; a3, dy
4, +6a,  2a, 24
) | ay+12ay, 4a,, Ada,,
ay —9a;;  —3a3, —3ay
0, =2ay  ay—2ay a;-2a,,
h); a4y ) 45
a3 a3 T
3 =20y a3y —2ay, a3 —2ay
k) o o g
3 T G33
Con determinantes encuentre la ecuacion de la linea recta
que pasa por P, (=2, 4) y P,(2, 2).
Con determinantes encuentre la ecuacion de la linea recta
que pasa por P;(0, 6) y P,(4, =3).
Verifique si las siguientes tres rectas son concurrentes:

x+2y-1=0,3x+y+4=0yx-3y-6=0.
Verifique si las siguientes tres rectas son concurrentes:
25—y+2=0,-2x+y-3=0y2x+y-5=0.

Encuentre la ecuacion de la circunferencia que pasa por
P\(-2,8), P(3,3)y P(1, 7).
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3.56

3.57

3.58

3.59

3.60

3.61

3.62

3.63

3.64

3.65

3.66

3.67
3.68

3.69

3.70

Encuentre la ecuacion de la circunferencia que pasa por
P((=5,6), P(5,-4) y P(1, 4).

Calcule el area del triangulo formada por los puntos
PI:(za 0)’ P2:(_17 1)yP3:(_2’ 4)

Calcule el area del triangulo formada por los puntos
P=3,2),P=(1,-2)yP,=(4-1).

Calcule el volumen del paralelepipedo formado por
Plz(lv_17 O)aPZZ(Za _Sv O)YP3:(47 17 3)

Calcule el volumen del paralelepipedo formado por
PF=@20,2),P=(1,0,4)yP=(238]1).

Calcule el volumen del tetraedro que tiene como vértices
alos puntos P, =(1, 1, 2), P,=(-1,2,-1), P,=(2,0, 1) y
P,=(1,-4,1).

Calcule el volumen del tetraedro que tiene como vértices
alos puntos P, = (0, 2, 1), ,=(0, -1, 2), P,=(1,0, 1) y
P,=(4,2,0).

Encuentre la ecuacion del plano que pasa por P, = (-1, 1, 2),
P,=(1,0,2)y P,=(2,4,6).

Encuentre la ecuacion del plano que pasa por P, = (0, -1, 4),
P,=(4,1,-1)yP,=(2,4,-2).

Calcule el wronskiano de las siguientes funciones 2x + 1,
x=2,3+4dx—-2Py2+x—2.

Calcule el wronskiano de las siguientes funciones 4, cos(2x)
y 4 cos(x).

Calcule el wronskiano de las siguientes funciones 1, x y xe*.

Calcule el wronskiano de las siguientes funciones sen(x),
sen(2x), cos(2x).

Calcule el determinante de las siguientes matrices

00 2 1 0 2 1 14 0 0
00 3 4 0 13 19 71 24 -16
1 2 34 54 -1 | B=] 19 23 57 38 43
-1 1 76 -82 -1 0 2 2 0 O
2 1 93 61 1 2 -1 12 0 0

Con la matriz A y B, calcule el valor de A con el cual el de-
terminante de A —AI o B — AI vale cero. En donde la matriz
identidad es del mismo orden que A o B.

21000 2 1 0 55 36
1 2000 1 2 0 32 -19
A= 8 311 0| B=|19 23 1 18 43
76111 0 00 1 2
9 501 1 0 0 0 2 1

3.71 Calcule los determinantes de las siguientes matrices:

ea s fozndll e
A= a B= © C=|1 4 &2
11 -a 2 1 2 -al L2 &
211 a 121 a ¢

3.72 Calcule el determinante de la siguiente matriz:
111 a, a5 a5 B3n-2) HEn-1) A3
12 4 ay ay ay - Dian-2) B@n-1) PG
1 48 ay a; ay - B30-2) Ban-1) H33n)
0001 1 1 - Ay3n-2) Y@n-1y %Gn)
A= 000 1 4 16 - A530-2)  F53a-1) F5(3n)
000 1 16 64 - Bn) Fecnt)y %n)
000 0 O O 1 1 1
0 1 2n (2n)?
0o - 1 (2n)?> (2n)

3.73 Calcule el determinante de la siguiente matriz:

nn

Ejercicios con grado de dificultad tres

3.74 SeaAeM

3.75

3.76

3.77

3.78

,»» nilpotente de orden 2 y a € R, entonces
lal-A| =a?

Sean A, B, CyD e M, , demuestre que el determinante por
bloques A B :‘AHDH BHC‘ .

C D
Sea A € M,,, demuestre que si [xI - A| = (x - a )(x - a,)

(x—a,), entonces |A| =a,a,a, y tr(A) =a, +a, +a,.
Sean A,BeM, ylafuncion T: M, — M, definida
T(A) = AB - BA. Demuestre que | 7(A)| =0.

Demuestre que

a+b at+c b+c
a) | a+c a+b b+c |=2at+b+c)
b+c b+a a+c

—_ =
S S o
ESTREES S )
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0 a* 72 011
b) |a® 0 ¢ |=a%%* 1 0 1
b ¢ 0 110
g9 46 P
o | x) x6 % =%y oyt
£16 425 435 x4 g 46

379 Si D =| 90 -1 x, 1« 0 0 demuestre que

Dn = xﬂDW i Dﬂ,Z'
3.80 Calcule
3
1 x x* 4«3 a b b b
3 1 %2 x* « . b) b a b b
1 ¥ x «2 b b a b
1 x4 x% 2 b b b a

3.81 Demuestre que el resultado general para el ejercicio ante-
rioren M, es(a—b)"((n—1)b+a).

3.82 ;Cual es la cantidad maxima de menores 2 X 2 que se tie-
nen que calcular para resolver un determinante de 7 X n?

3.83 Calcule el determinante de la siguiente matriz.

12 a3 ap - Non1y  H0m
2 3 gy ay o Doy Hom
00 1 4 Bon1y B
w0 0 4 57 . Yon-1y  Fam
o0 0 0 - 1 2n
00 0 0 - 21 (n+lp

3.84 Calcule el determinante de la siguiente matriz.

l4a 1 1 1 11
I 1-q 1 1 11
11 l+a, 1 o 11
Ayn=| 1 1 1 I-aq 1 1
11 1 1 - l4a 1
11 1 1 e 1 1-g

3.85 Calcule el determinante de la siguiente matriz.

1

N
—

Xy X y z
A<l ? I x y B=| ? 1 z x
y z 1 «x x z 1 y
x y z 1 z y x 1

3.86 Calcule el determinante de J — I, si ambas matrices son del
mismo orden.

3.87 Calcule el determinante de J — AI, si ambas matrices son del
mismo orden.

3.88 Calcule el determinante de la siguiente matriz

1 1 0 0 0 0

1 2 0 0 00

a3 s 1 1 0 0

A, = % a, 1 3 00
Aot %on12 %on-13 Hon-1)4 11

Comi Yaap  Yoop  Yoon 1 n

3.89 Encuentre una formula recursiva para calcular el determi-
nante de la siguiente matriz

b ¢ 00 - 000
ab c 0 - 000
0 aboc 000
A,=|00ab 000
0000« b c¢cO
0000 a
0000 0a6@d

Ejercicios complementarios con uso de Matlab

3.90 Resuelva los ejercicios numéricos 3.11 a 3.42 con ayuda de
Matlab.

3.91 Resuelva los ejercicios 3.46 y 3.47 con ayuda de Matlab.
3.92 Resuelva los ejercicios 3.51 a 3.53 con ayuda de Matlab.
3.93 Resuelva el ejercicio 3.62 con ayuda de Matlab.
3.94 Resuelva el ejercicio 3.67 con ayuda de Matlab.
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=
.

Programe en Matlab una funcion que calcule la adjunta de una matriz cuadrada que contenga solo dos ciclos.
II. Demuestre el teorema 3.3.
III. Demuestre el teorema 3.4.

IV. Investigue la regla para determinar los maximos y minimos de una funcion en varias variables y como se utilizan los determi-
nantes en esta regla.
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(Qué seria de las aplicaciones sin una respuesta de
solucién de los sistemas de ecuaciones lineales?

Objetivos generales

QO Mostrar que en la soluciéon de un sistema de ecuaciones lineales solo existen tres tipos de solucién. Aprender los métodos clasi-
cos del algebra lineal para resolver los sistemas de ecuaciones lineales.

Q Explicar como se puede utilizar el paquete Matlab y conocer las opciones que tiene el MuPAD para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales.

O Mostrar la importancia de los sistemas de ecuaciones lineales mediante diferentes aplicaciones de estos.

Objetivos especificos

Q Explicar qué es un sistema de ecuaciones lineales.

Q Aplicar el método de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones lineales con solucién Gnica.

Q Aplicar el método de reducciones gaussianas para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Q Definir qué son las variables libres en la solucién de un sistema de ecuaciones lineales.

Q Aprender a presentar la solucién de un sistema de ecuaciones lineales en su forma matricial.

Q Explicar en qué consiste el problema de entradas y salidas de Leontief.

Q Explicar como se pueden aplicar los sistemas de ecuaciones lineales en los problemas de redes referentes a la optimizacion del
transito en una localidad.

Q Conocer algunos comandos del paquete Matlab que se puedan utilizar en la solucién de sistemas de ecuaciones lineales.

Q Aprender a utilizar en el drea de trabajo de la ventana de MuPAD.

Q Explicar las diferentes funciones utilizadas en este capitulo para resolver los sistemas de ecuaciones lineales.

Q Aplicar las funciones de MuPAD para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Q Resolver ejercicios de sistemas de ecuaciones lineales con parametros.

Q Realizar ejercicios de sistemas de ecuaciones que no son lineales, pero se pueden transformar en sistemas lineales.
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m Introduccion

Al final de este capitulo revisamos la parte del algebra lineal que ocasiond que diferentes matematicos estudiaran durante varios siglos
como resolver de manera racional el problema sobre los sistemas de ecuaciones lineales. La importancia de este tema radica en que
desde su inicio los diferentes pueblos buscaban la forma de repartir propiedades, animales, objetos, etcétera, entre un grupo de perso-
nas. La reparticion estaba sujeta a ciertas restricciones que hacian complicada la distribucion de los bienes, para esto se modelaba el
problema mediante diferentes ecuaciones, cuya solucién daba respuesta al problema.

Antes de iniciar de lleno con el capitulo es conveniente que se revise un bosquejo de como se desarrolld y resolvio este problema.
La historia nos muestra que el estudio de las ecuaciones algebraicas y los sistemas de ecuaciones lineales es tan importante como an-
tiguo. En el caso de los sistemas de ecuaciones lineales, estos aparecieron antes del estudio de las matrices y los determinantes. Entes
matematicas que, como se ha comentado en los capitulos previos de este libro, en su origen fueron pensadas para la solucion de los
sistemas de ecuaciones lineales. Pero, como se ha visto, en la actualidad su uso sobrepasa los limites de los sistemas de ecuaciones
lineales, tema central del actual capitulo.

La primera fase de estudio, que comprende el periodo de 1700 a.C. a 1700 d.C., se caracterizo por la invencién gradual de simbo-
los y la resolucion de ecuaciones. Dentro de esta fase encontramos un algebra desarrollada por los griegos (300 a.C.), llamada algebra
geométrica, rica en métodos geométricos para resolver ecuaciones algebraicas.

Gerolamo Cardano o Girolamo Cardano (1501-1576) en su Ars Magna, escrito en latin (The Great Art), en 1545, muestra una regla
para resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, a la cual llama “regula de modo” que, en esencia, es la regla que
revisamos en este capitulo con el nombre de método de Cramer para resolver sistemas lineales 2 x 2.

Después, la introduccion de la notacion simbolica asociada a Viete (1540-1603) marco el inicio de una nueva etapa en la cual
Descartes (1596-1650) contribuy6 de modo importante al desarrollo de dicha notacion. En ese momento, el algebra se convierte en la
ciencia de los calculos simbdlicos y de las ecuaciones. Tiempo después, Euler (1707-1783) la define como la teoria de los “calculos con
cantidades de distintas clases” (calculos con numeros racionales enteros, fracciones ordinarias, raices cuadradas y cubicas, progresio-
nes y todo tipo de ecuaciones). Leibniz, por su parte, estudi6 los distintos tipos de sistemas de ecuaciones lineales. Al no disponer de
la notacion matricial, representaba los coeficientes de las incognitas con una pareja de indices; asi pues, escribia # para representar a.
En 1678, se intereso por un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y obtuvo su férmula de solucion.

En 1730, Colin Maclaurin (1698-1746) escribi6 su Tratado de dlgebra, publicado en 1748, dos afios después de su muerte. En este
trabajo aparecen los primeros resultados sobre determinantes, se prueba la regla de Cramer para sistemas pequefios 2 x 2y 3 x 3,y
se indica como deducir el caso 4 x 4. El propio Gabriel Cramer (1704-1752), en 1750, anuncio la regla general para sistemas 7 X n
en Introduction a I'analyse des lignes courbes algébriques, publicado en 1750 . Sin embargo, esta solo aparece enunciada en un apéndice,
sin ofrecer prueba alguna de este hecho. Cuando Cramer anunci6 su regla de solucion de los sistemas de ecuaciones lineales tenia el
problema de que los métodos de calculo de los determinantes eran delicados debido a que se basaban en la nocion de signatura de
una permutacion. Mas adelante, en 1764, Etienne Bézout (1730-1783) mostré nuevos métodos para calcular determinantes, 1o mismo
que Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796), en 1771. Al respecto, en 1772, Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) lanzé una
fuerte critica a los métodos de Cramer y Bézout seflalandolos como imprécticos; en un articulo en el que estudio las orbitas de los
planetas, Laplace describi6 un método para resolver sistemas de ecuaciones lineales sin necesidad de calcularlos de manera explicita.

El dlgebra lineal tuvo un fuerte impulso gracias al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales, pero hasta el siglo xvi el algebra
se consideraba, en esencia, el arte de resolver ecuaciones de grado arbitrario. Hasta que el matematico y fildésofo francés Jean le Rond
D’Alembert (1717-1783) descubrid que las soluciones de un sistema Ax = b cumplen ciertas propiedades, con lo que se da inicio al
desarrollo de un algebra lineal mas tedrica (que se revisa con detalle en los siguientes capitulos). Por su parte, Euler, Lagrange y el
propio D’Alembert se dan cuenta de que la solucion general del sistema homogéneo Ax = 0 es una combinacion lineal de algunas
soluciones particulares.

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales todavia es muy importante en nuestros dias, ya que representan una herramienta
matematica muy poderosa para modelar problemas como la distribucion de cosechas o el presupuesto de un pais, el calculo de la érbita
de un asteroide (o de un planeta), el calculo de la estabilidad estructural de un edificio en ingenieria civil, entre muchos otros. Entre
la enorme variedad de sus aplicaciones, resulta importante mencionar la propuesta por el economista estadounidense de origen ruso
Wassily Leontief (1905-1999), quien en 1973 fue galardonado con el premio Nobel de Economia por: “El desarrollo del método input-
output y su aplicacion a los problemas economicos de mayor importancia”. Su analisis supuso la introduccion del algebra matricial al
tratamiento de los problemas del equilibrio general, con lo que se desarrollé un modelo estatico muy operativo para estimar los niveles
productivos sectoriales y las relaciones intersectoriales.
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Otras de las aplicaciones memorables de la teoria del algebra lineal fue propuesta en 1947 por el matematico estadounidense
George Bernard Dantzig (1914-2005) al utilizar los sistemas de ecuaciones lineales para desarrollar el método simplex de los proble-
mas de optimizacion lineales.

En este capitulo revisamos los conceptos basicos sobre los sistemas de ecuaciones lineales, cuyo estudio se divide en tres grandes
grupos de solucion posibles: sistemas de ecuaciones lineales con solucion tinica, sistemas de ecuaciones lineales con solucion miil-
tiple y sistemas de ecuaciones lineales sin solucion. Para resolverlos, se aborda el uso de las matrices y determinantes. Asimismo,
revisamos algunas aplicaciones de los sistemas de ecuaciones lineales y explicamos como podemos hacer uso del paquete Matlab para
resolver los sistemas de ecuaciones lineales.

m Conceptos basicos de sistemas de ecuaciones lineales

Desde tiempos remotos, y como parte esencial de su propio desarrollo evolutivo, el hombre ha intentado entender los diferentes as-
pectos que forman parte de su vida cotidiana. Para eso ha procurado disponer de herramientas que le permitan no solo poder cazar y
recolectar con mayor eficiencia, sino también poder medir longitudes, ordenar y contar objetos o reconocer fenémenos periddicos de
la naturaleza. Como parte de este proceso evolutivo, el hombre ha construido modelos mediante ecuaciones algebraicas que le han
facilitado la tarea de resolver problemas concretos o que le han ayudado a encontrar una solucion al problema especifico que lo afecta.
Todo esto con el proposito de favorecer tanto su forma de vida como la de los miembros de su comunidad. Recordemos que la palabra
ecuacion proviene del latin aequatio que significa “igualdad”, entonces una ecuacion es una igualdad que contiene algunas cantidades
desconocidas (variables). Por ejemplo, las siguientes expresiones son ecuaciones, ya que presentan una igualdad.

a) 1-62+x°=4 b) dx+6=7 c) x+2y-z=10
d) x+21y=6 o XYy f) dyterr=2
x—y

g) log(dx+3y)+z=2 h) sen(2x) + cos(y) =0

En general, el estudio de las ecuaciones resulta bastante complicado, pero si las ecuaciones se restringen a solo ecuaciones lineales, el
estudio se simplifica en gran medida.

Definicion 4.1

Ecuacion lineal. Una igualdad donde las variables que intervienen solo tienen coeficientes constantes y potencia 1,
la llamamos ecuacion lineal. Si en la ecuacion intervienen # variables, entonces la llamamos ecuacion lineal con 7
variables.

En las ocho ecuaciones mostradas antes, la del inciso b), con una variable, y la del incisio c), con 3 variables, son lineales, mientras que
las demas son ecuaciones no lineales. Por ejemplo, en la del inciso a) hay potencias diferentes de uno en la variable; en la del inciso d)
hay un producto entre variables; en la del inciso e) hay una division entre variables; en las restantes interviene una funcion exponencial,
logaritmica y funciones trigonométricas.

El estudio de las ecuaciones lineales se debe a que muchos de los problemas que el hombre resuelve dia con dia tienen un cardcter
lineal; ademas, como vemos en este capitulo, resolver este tipo de ecuaciones puede hacerse mediante una metodologia que siempre
da una respuesta, sin importar de qué tipo sea.

Definicion 4.2

Sistema de ecuaciones lineales. Cuando se tiene un conjunto de ecuaciones lineales se le llama sistema de ecua-
ciones lineales. Por su parte, se llama solucion del sistema a los valores de las variables que satisfacen a todas las
ecuaciones del sistema. Mientras que el orden del sistema esta determinado por el producto m X n, donde m es la
cantidad de ecuaciones y 7 la cantidad de variables.
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Dado el sistema de ecuaciones lineales, verificar que x=2, y =3 y z=4 es solucion del sistema.
Solucion

Sistema de ecuaciones 3 x 3:

x+3y— z=7
2y— z=2
x—2y-2z=4

Si se sustituyen los valores en el sistema, tenemos:
243x3-4 =2+9-4=7v
2x3-4 =6-4 =2V
2-2X3+42x4=2-6+8=4v
- /

Sistemas de orden 2 x 2

Los sistemas de ecuaciones lineales han sido revisados en estudios basicos de matematicas para el caso 2 x2, la representacion general
esta dada por:
ayx+apy=b
X +ayy =0,
Donde a,, a,,, a,,, a,,, b, y b,son los coeficientes constantes. Por tratarse de lineas rectas, cada uno de los casos que ocurren al resolver
el sistema anterior se puede representar de manera grafica (véase figura 4.1).
a) Solucion unica
b) Multiple solucion

¢) Sin solucion

a) Solucién unica b) Mdltiple solucién ¢) Sin solucién

Figura 4.1 Resultado gréfico de la solucién de un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2.

Asi, al depender de los valores de los coeficientes, podemos tener los siguientes casos de solucion:

1. Cuando las rectas se interceptan en un solo punto (véase figura 4.1a).
2. Cuando las rectas coinciden (véase figura 4.1b).

3. Cuando las rectas son paralelas (véase figura 4.1c).

De la definicion 4.2, sobre la solucion de un sistema de ecuaciones, tenemos que el caso 4.1a proporciona solucion unica. El Gnico
punto de R? que cumple con ambas ecuaciones es el punto de interseccidon. Mientras que en el caso 4.1b cualquier punto de la recta es
solucion del sistema, debido a que en realidad se trata de la misma ecuacidn; es decir, se tiene una infinidad de soluciones. Por ultimo,
en el caso 4.1c se muestra que las rectas son paralelas y por definicion nunca se van a interceptar, esto quiere decir que el sistema no
tiene solucion.
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Definicion 4.3

Solucion de un sistema de ecuaciones lineales. Un sistema de ecuaciones lineales se llama consistente si tiene solu-
cion y esta puede ser tinica o miltiple (infinidad de soluciones); por otra parte, se le da el nombre de inconsistente,
cuando no tiene solucion.

A partir de la definicion 4.3 podemos concluir que en la solucidn de un sistema de ecuaciones lineales solo puede darse uno de tres
casos: solucion unica, solucion multiple o sin solucion. Por ejemplo:

Solucion unica

x=2y=17
3x-y=06

Las rectas no son paralelas, el tinico punto de intercepcion es (1, —3).

Infinidad de soluciones

x=2y=2
3x—6y=6

Al dividir la ecuacion 2 entre 3, vemos que es la misma recta.

Sin solucion

x-2y=3
Jx—-6y=2

Las rectas son paralelas, ya que las x y y tienen la misma proporcion, pero los términos independientes no cumplen esta proporcion (3).

Los métodos de solucion de estos sistemas se revisan en los cursos basicos de matematicas: grafico, suma y resta, sustitucion, de-
terminantes (caso de solucion Unica) e igualacion. El objetivo de este capitulo no consiste en repetir estos métodos, sino proporcionar
uno mas simple y general para resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales de orden m X n. Por ejemplo, al resolver los sistemas
anteriores por el método de suma y resta, se tiene:

x 3 x-2y=17
restando: 3x-y=6 = -5y=15=y=-3.

O0x-5y=15

Para el valor de x se puede sustituir y = -3 en la ecuacion 1, entonces x — 2(-3) =7 =x=1.

En el segundo sistema: En el tercer sistema:
x3 x=2y=2 x3 x=2y=3
restando: 3x—-6y=06 restando: 3x— 6y =2
O0x-0y=0 Ox-0y=7
Esto quiere decir que se tiene la misma ecuacion x — 2y = 2; Esto es incongruente, ya que no hay valores de x y y que
cualquier punto de la recta es solucion del sistema, asi que cumplan 0x — Oy = 7. El sistema es inconsistente, no hay
tenemos solucion multiple. solucion.

Al revisar la forma de resolver el sistema por el método de suma y resta, se puede ver que la manera en que se trabajan las operaciones
es entre filas con las componentes de la misma columna. Si se utiliza esto, ademads de las transformaciones elementales entre renglones
de una matriz, se obtiene una generalizacion del método.
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Sistemas de orden m x n

Para poder generalizar las ideas de los sistemas de ecuaciones lineales de orden 2 x 2, iniciamos con la representacion general y ma-
tricial de los sistemas de orden m X n.
Sistema de ecuaciones lineales de orden m x :

apX tah teeta X =0

Gy X+ ayX) + - +a, x=b, 4.2.1)

ax ta x,+--+ta x=>b

Representacion matricial del sistema:

@, @y @, | b
Gy Oy @, | b 4.2.2)
aml amZ o amn bm

De estos sistemas surgen las siguientes definiciones.

Definicion 4.4

Representacion general de un sistema de ecuaciones lineales. Un sistema de ecuaciones lineales de orden 7 X 7 se
representa, en forma general, como se muestra en (4.2.1), la cual admite la representacion matricial ampliada dada
en (4.2.2). Donde A es la matriz del sistema formada por los coeficientes de las variables, b la matriz de términos
independientes y (A | b) la matriz ampliada del sistema.

Por ejemplo, las matrices ampliadas de los tres sistemas de la subseccion anterior son:

1 2|7 1—22y1—23
3 -1]6 3 6|6 3 62

Al resolver los sistemas de ecuaciones lineales, es fundamental saber escribir el sistema en su forma matricial y viceversa.

o N

En cada caso, representar el sistema de ecuaciones lineales en su forma de matricial:

1. Sea el sistema de orden 4 X 4, obtener su representacion matricial.

2x, + 3%, + 5x, =20 2 3 5 020
—4x, ~Sx,+x, =—4 -4 0 -5 1|4
3x, —4x,— x,—x, =0 34 -1-1]0
- Xtx =2 0 0 -1 1]-2

2. Sea el sistema de orden 2 x 3, obtener su representacion matricial.

%, +4x,=0 01 4
4x, +3x, - 4x, =9 43 4

)




Sistemas de ecuaciones lineales 159

T - N

En cada caso, a partir de la matriz ampliada obtener el sistema de ecuaciones lineales que representa:

1. Sea la matriz ampliada de un sistema, obtener el sistema de ecuaciones lineales.

00 11|10 i+ % =10
2 1 03| -4 2x +  x, +3x,=—4
0 -2 25 = 2x,+ 2%, + 5%, =8
1 0-10] 3 %, - x =3
2. Seala matriz ampliada de un sistema, obtener el sistema de ecuaciones lineales.
2 011 2110 —le + x5t Xt 2x5 =10
1 305 4]0 ¥, +3x, + 5%, —4x, =0
3241 6]10 3%, = 2%, +dx, + x,+6x,=10
\_ /

Trabajar con las matrices ampliadas en lugar de los sistemas de ecuaciones lineales da una opcién mas de solucion que se puede em-
plear gracias a las matrices y sus matrices equivalentes bajo reducciones entre renglones.

| Ejercicios 4.1

I Dado un sistema de ecuaciones lineales, obtenga su representa- Dada la matriz ampliada, obtenga el sistema de ecuaciones li-

I ci6n matricial. neales que representa.
i 3y + % +ox = 1 0 01 =2 1|4
x + 2%, = 25 512 12 5 =2 2
1.
- x, - x, - 4x, = 10 1 20 1 2|-3
-x, - x + 8, = -30
1 14 -2 -1|4
6 2 12 8 =2
2%, - dx, + 2x, = -5 0 =2 1 45
2. - x - 4x, - 2%, = 4
X - 8x + Sy = 1 360 1] 2
7 2 -1 36 2|10
X t ox t+ 2x = 1 0000 0]0
X dx, — 6x, + 2x, + 2x. = 0
3. . e 4 0 12024 8|20
2 4 5 8. 1002 5 2 2/-8
—2x1 + 3x2 - 9x3 + 8x4 + 8x5 = -3 000 0 2 -3 0
26 - x + 2% 4+ x, + 2% = 2
4. x - 3x, + 2x = 10
o o+t ox + 2% + x, + 3x, = 4
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B Sistemas de ecuaciones lineales con solucion unica

Como se ve en la seccidon 4.2 (Conceptos basicos de sistemas de ecuaciones lineales), 1a solucion de un sistema puede ser un caso de
tres posibles. El caso de solucion que se estudia en los cursos basicos es cuando se tiene solucion unica, es decir sistemas de ecuaciones
lineales que solo admiten una sola solucion.

Por esta razon, en este momento surge la pregunta: ;como determinar los casos en que el sistema tiene solucion unica?

Solucion tinica. Sea un sistema de ecuaciones lineales de orden 7 X 7 con matriz ampliada (A | b), entonces el sistema
tiene solucion Unica si y solo si la matriz ampliada es equivalente, mediante transformaciones entre renglones, a una
matriz de la forma (I|b"). En este caso la solucion unica estd dada por x,= b; parai=1, 2,..., n.

Demostracion

Por condiciones, mediante una serie de transformaciones entre renglones (A |b)~(I|b"). La demostracion se obtiene
en forma directa ya que los dos sistemas (A |b) e (I|b") son equivalentes. Del segundo sistema, la solucion es inica
y esta dada por el sistema:

— h*
X =b

— h*
x, = b}
x =b*
n n

En el otro sentido, la comprobacion también resulta directa, puesto que las transformaciones elementales por construccién son in-
vertibles; entonces, a partir del sistema (I|b") y transformacion entre renglones podemos llegar al sistema (A | b) que tendré la misma
solucion que (I|b”), la cual es tnica.

Del teorema 4.1 se deriva lo siguiente.

Un sistema de ecuaciones lineales de orden 7 X # con matriz ampliada (A | b) tiene solucion unica si y solo si det(A) # 0.

Demostracion

En el teorema 4.1 vemos que si el sistema tiene solucion unica, entonces (A |b) e (I|b") son equivalentes. Ademas,
sabemos que los determinantes de matrices que se obtienen mediante transformaciones elementales son iguales mul-
tiplicados por una constante ¢ # 0. Entonces se puede concluir que |A| =c¢|I| =cl #0.

A : N
Comprobar si los siguientes sistemas tienen solucion nica.
] x — 2y =17
"3 - y =6
Solucién

Calculando el determinante de la matriz del sistema:
1 22
=

3 1 [FOED-OD=-146=520.

Por tanto, el sistema si tiene solucion tGnica.
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2 + 2y - 3z = 4
2. y—x + y + 2z = 3
4y + z = -2

Solucion

Calculando el determinante de la matriz del sistema, mediante R, — R, + 2R,

2 2 -3 0 41 41
-1 1 2 =@1 2 =—(—1)‘4 1‘=0.
0 4 1 0 41
Por tanto, el sistema no tiene solucion tnica.
\_ %

Solucion con la matriz inversa

Después de verificar cuando un sistema cuadrado (orden 7 X n) tiene solucion unica, surge la pregunta: ;como resolver un sistema
con solucién tnica? La solucidn tiene varias respuestas, algunas de estas se refieren a emplear los métodos mencionados de los cursos
basicos, aqui emplearemos métodos basados en la teoria de las matrices.

Un primer método para resolver un sistema de ecuaciones lineales con solucion tunica se puede obtener de la representacion
matricial del sistema, dada por:

Ax=b 4.3.1)

Donde x representa la matriz de las variables del sistema, A y b han sido explicadas.

Para resolver el sistema (4.3.1) cuando tiene solucion unica, lo que nos dice que det(A) # 0 y esto implica que A tiene inversa, entonces
al multiplicar por A" la igualdad (4.3.1), tenemos:

A7(Ax)=A"b considerando que A'A =1, resulta:

x=A" (4.3.2)
o - N
En los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, en caso de tener solucion Unica, resolver por el método de la matriz inversa.
: x - 2y =17
T3 - y =6
Solucién

En el ejemplo anterior se comprobo que el sistema tiene solucion unica, el determinante de la matriz fue diferente de cero.
Ahora, se calcula la matriz inversa con la férmula de la matriz adjunta:

10 —7+12 |_[ 1

S5 -21+6 =3

A—1:L -1 2 :l -1 2 :>X=A_Ib:l -1 2 7 _
\A\—31 50 31 503116

Donde la solucion del sistema es:
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2. Sitenemos los sistemas de ecuaciones y conocemos la matriz inversa del sistema, obtener la solucion en cada caso.

2x, + ¥ = 2 2x, + % = -2

a) 4y, + x, + 2x, = -1 b) {4x, + x, + 2x, = 4

o= i = 3 g o= i = 0
Solucion

Al escribir la matriz del sistema, vemos que esta coincide con la matriz 2 del ejemplo 3.27. Donde se calculé su matriz

inversa:
2 0 1 -2 1 1
A=l 4 1 2 |conAl=| 2 1 0
1 -1 0 5 =2 2

Entonces, para la solucion de los sistemas empleamos la formula (4.3.2):

21 1) 2 4 -1 + 3 ) % =-2
x=Ab=| 2 1 0 || -1|=|4-1+0][=]-5]|=>7%="5
5 2 2 )\ 3 10 +2 - 6 6 v =

3

Comprobacion

Sustituyendo los valores encontrados en el sistema de ecuaciones a), para verificar que las tres ecuaciones cumplen con
dichos valores:

2(-2) + 6 =4 +0+ 6 = 2v
4-2) + (-5) + 26) = -8 - 5 + 12 = -1v
-2 - (-5) = -2 4+5+ 0= 3v
De la misma manera para el inciso b):
21 1\ = 4+ 4+ 0 8 =
x=A"b=| 2 1 0| 4 (=] 4 + 4+ 0]|=| 8 |=>3x=8
5 -2 2 0 -10 - 8 - 0 -18 %, = -18
Comprobacion
Sustituyendo los valores encontrados en el sistema de ecuaciones b), para ver que las tres ecuaciones cumplen con dichos
valores:
2(8) + (-18) =16 + 0 - 18 = 2v
48) + 8 + 2(-18) = 32 + 8§ - 36 = 4v
8§ - 8 = 8§ -8+ 0= 0v
\_
prriorpo
Encontrar la solucion del siguiente sistema por medio de su matriz inversa.
%, Ak 2% A 55y =2
2x)+x,+ x,=-1
% ta,—2x,=4

=, 4 255, +2x,=0
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Solucion

e e @ =
S O N

oS O O =
S O N O

Comprobacion

N

1 0(1 00O
1 1{0100
1 210010
0 2{0001
RVOR-R,
RPBR R,
1 0y 1 0 0O
1 1,0 1 0O
1 -1{-1 1 10
0 -1 0 -1 11
RIS RO-RY
RY5RIRY
00 1 0 -1 -1
00| 1 =2 1 2
1 0(-1 2 0 -1
01| 0 I -1 -1
R »—»%Rés)

x=A"b=

—2
0(-2)
-2
-(-2)

+ + + +

o= =

(=]

2(4)
2(4)
0(4)
2(4)

0
-1

2
1

o B

4

= =2 (=
S O NN

O o =

e e o =

-1 -1
L
2
0 -1
-1 -1

+ + + +

(-4
(4)
(4)
0(-4)

1 0|1 000
1 10100
0 2/-1010
1 21001
PRI
R RD-270)
1 0|1 000
1 0/0 0 1 1
1 0]-1 2 0 -1
0 -1 0 -11 1
YRR
ROR R
00 i 0 '1
00| = -1 =
Lol 2 2
0 1|1 2 0l
0 1 -1

2
-1
4
0

0(=5)

(-5)
2(-5)
2(-5)

2-0-4-0

1+1+2+0
—2-2+0+0
0-1-4-0

Primero se calcula la matriz inversa de A con el método de Gauss-Jordan:

+ + + +

8
8
0
8

163

Después de calcular la matriz inversa, la solucion del sistema se calcula mediante (4.3.2):

121 0|1 0 0O
02 1 1 0 1 00 |_
001 -1|]-1 1 10
00 -1 0|1 =201
RPmRP+RD
120 02 20 1
002001 =21 2 |_
001 0}|-1 2 -1
00O0-1{0 -11 1
ROSRO_RP
RO5-r
1 0 -1 -1
1 1
sat=| 37151
-1 2 0 -1
0 1 -1 -1
) x =-2
x,=4
_ 4 N
=5 X, =-S5

Sustituyendo los valores encontrados en el sistema de ecuaciones, para ver que se cumplen las cuatro ecuaciones:

- 4 + = 2V
- 4 - = -1v
-4 + 10 = 4v
+ 0 - 10 = 0v

/

En este ejemplo se aprecia que una de las limitantes de este método es el mismo problema que se analiza en los capitulos 1y 3 para el
célculo de la matriz inversa: su calculo es muy laborioso y consume mucho tiempo de computo.

Solucion con determinantes

Otro método de solucion de los sistemas de ecuaciones lineales (4.3.1) con solucion Unica fue presentado de manera formal en 1750
por el matematico suizo Gabriel Cramer en el articulo Introduction to the Analysis of Lines of Algebraic Curves. Dicho método consiste en:
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1. Sea un sistema de ecuaciones lineales cuadrado Ax =b de orden n X7 con det(A) # 0:

ayx +ap%, + e +a x=b

Ay X, +ayXy + -+ ay x =D, (4.3.3)

ax tax,+--+a x=b

2. Lo siguiente es denotar las matrices que se forman con la matriz A del sistema, al cambiar una columna por la matriz de términos
independientes. Para diferenciar cada una de estas matrices utilizamos como subindice el nimero de la columna que se cambia.

Por ejemplo:
G o ody b4y, g,
A=l G b G e | i (4.3.4)
anl o ani—l bn ani+1 o ann
Por ejemplo, parai=1,2,...:
b ay Yy 4 b Y,
A, = b.z a'zz D A, = 9y b.z or ,
bn anZ ann anl bn ann

e

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por la regla de Cramer.

1.

Teorema de la regla de Cramer. Sea el sistema de ecuaciones (4.3.3) con [A| # 0, entonces la solucion al sistema
esta dada por:
i
A

X =+, parai=1,2,...,n 4.3.5
‘A p ( )

1

Demostracion

Como |A| # 0, entonces podemos utilizar (4.3.2), y en el lugar A~! ponemos su expresion con la matriz adjunta,
teorema 3.5.

. L Anb; 1| A
x=Alb= ] adj(A)b = wl T
L) Ak

|A] ‘A
n

El teorema se concluye al justificar que ‘At. | = 27‘:1 Ajlb]. , pero esto se obtiene directo del calculo del determinante

por cofactores, eligiendo la 7-ésima columna de IA,-| .

x - 2y

3x -




Sistemas de ecuaciones lineales 165

Solucion

Se ha comprobado que este sistema si tiene solucion tnica con |A | = 5; entonces, al calcular los otros dos determinantes:

- A _s

‘A1‘= Z _2 =—7—(—12)=5:x:m:g:1

_| 17 _ _M___ls__

A, | = 6‘—6 7 = 15:>y—‘ =5 3
X, — X = 4
2. {2¢ + x, + 2x;, = 0
T X = 5

Solucion

Para utilizar la regla de Cramer, primero tenemos que comprobar si el sistema tiene solucion tnica. Al calcular |A| por
cofactores, si utiliza la primera fila, tenemos:

0 1 -I
Al=[2 1 2|=-0|2 2|+ )% ! |=-0-2-(2-D=5=0.
Lo 10 1 -

Como el sistema si tiene solucion unica, vamos a calcular los determinantes para cada variable.

1 -1

- A

A =0z -0 @] =5-z(-9)223:~x1:u:?
5 -1 0 > 0 5 - A
04 -1 N

A2 0 2 |=-@|% 2|+(p]2 0 =4(—2)—(10)=—z:>x2:M:3,
150 o 1 |A] 5
01 4 N

A l=[2 1 0|=-O) 20 +(4)‘2 ! =—(10)+4(—3)=—22:>x3:M:%_
L s 15 11 ]

- J

Solucion con reducciones gaussianas-matrices equivalentes

Los dos métodos revisados (matriz inversa y la regla de Cramer) para resolver sistemas de ecuaciones lineales con solucién Unica son
en realidad bastante laboriosos. Pero, después de revisar la matriz ampliada del sistema (A |b), vemos que se puede aplicar el método
de Gauss-Jordan para llevarla a su forma escalonada o escalonada reducida. Como todas las matrices del método de Gauss-Jordan
son equivalentes, es posible detener el proceso en cualquier matriz equivalente y después resolver el sistema de ecuaciones lineales que
representa, que es mas simple que el original.

Método de Gauss-Jordan para resolver el sistema Ax = b

Paso 1. Escribir la matriz ampliada (A |b).
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Paso 2. Transformar la matriz ampliada a una forma escalonada (A*|b") hacia abajo.

Paso 3. El proceso se puede detener en el paso anterior y resolver el sistema, o continuar con las reducciones, pero ahora hacia arriba,
hasta llegar a su forma escalonada reducida.

Se recomienda que el sistema equivalente con el que se va a trabajar sea lo mas sencillo posible, por esta razon se pide que la matriz
equivalente esté en su forma escalonada reducida, pero es posible parar el proceso en cualquier matriz equivalente y trabajar con el
sistema correspondiente.

Resolver los sistemas de ecuaciones lineales vistos en los dos métodos anteriores por el método de reducciones Gauss-Jordan.
] x - 2y =1
T3 - oy = 6
Solucion

Se escribe su matriz ampliada y se realizan reducciones entre renglones:

1 2|7 [1 =2 7 ) [50 5] [10
3 416 0 5] -15 0 5|-15 0 1

1 2 1 1
RDR, 3R, RO 55RM42RD Rf”H% R
Rg%?egz)
X, - % =4
2, {24 + x, + 2x, =
mo= 5 = 5
Solucion

En este caso, vamos a resolver cada paso del método:

01 -1|4
Paso 1. La matriz ampliada (A‘b) =2 1 210
1 -1 0|5

Paso 2. La matriz ampliada se modifica hasta llegar a la forma escalonada (A*|b") hacia abajo. Para eso, iniciamos con €l
intercambio entre renglones R, = R, y continuamos con las siguientes transformaciones:

1 -1 0|5 1 -1 0] 5 1 -1 0| 5 6N - X = 5 E-I
2 1 2/01|~| 03 2[-10|~]0 3 2|-10|= 3x, + 2¢, = -10 E-2
0 1 -1]|4 0 1 -1 4 0 0 5| 22 - 5¢x, = 22 E-3
RO R 280 B3R 4R ’

. . i . 22 .
El sistema equivalente en su forma escalonada se resuelve con facilidad. De la tercera ecuacion x, = — = se sustituye en
la segunda:

37,42 -2 |=-10 = 35, =-10+ 2204 _ 6, 2
5 55 5 5
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Los dos valores encontrados se sustituyen en la ecuacion 1:

2 2 23=2 23
X - 3 =5:>x1=5—§=T=?.

Paso 3. Al detenernos en el paso 2 y resolver el sistema hemos encontrado la solucion del sistema, entonces no es necesario
continuar con las transformaciones.

Si en lugar de haber resuelto el sistema en su forma escalonada (A”|b"), seguimos con las transformaciones entre
renglones para llegar a la forma escalonada reducida, obtenemos la misma solucion:

100 ? x1=§
1 -1 0 5 1 -1 0| 5 150 0]69 ) 5
032—10~0150—6~0150—6~010—§=>x2=—§
a = 22
0 0 5| 2 0 0 5| 22 0 0 1]-% 00122 7
_z o=
R{Y5R3) +2RY ROB15RM R RO % O 5 3 5
RO Lp)
3 P> 53 Rgé),_)%Rl(S)
e _
Empleando reducciones Gauss-Jordan calcular la solucion del siguiente sistema:
% + 2%, + x = 2
26, + x, + x, = -1
i + % - 2x, = 4 '
% + 2z, + 2x, =

Solucion

Con el método de Gauss-Jordan (A |b) se transforma a su forma escalonada reducida:

1 21 0| 2 1 21 0] 2 121 0|2 1 21 0} 2
02111} /021T1|-1| (021 1|-1]_[02T11]-1]|_
1 01 2| 4 0 20 2| 2 001 -1]1 001 1|1
-1 20 2|0 0 41 2| 2 00 -1 0] 4 000 =1|5
RVoR R RPrROLRD RO +r? RMHRY-RY
RE;I)’—’RNRl RiZ)HRil)—ZREI) R§4)HR§3)+R£3)
121 0] 2 120 0 6 1 000|-2 1 000| -2 =2
0210f4 /02008 | |0200 8 |_|0100|4|_ ==
0 01 0| -4 001 0| -4 0010 4 0010 4 %, = —4
000 -1|5 000 -1] 5 00015 000T1]-5 x, =5
RO R-RH RO5RO R RDLr®
RO HRO-RY RO 2
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| Ejercicios 4.2

§ Verifique a través del determinante si los siguientes sistemas de ecuaciones lineales cuadrados tienen solucion unica. En caso afir-
mativo, resuelva el sistema por alguno de los tres métodos revisados en la seccion.

I 2x + y = -2 ¥ t+ 2x, = 4
’ x -y = 2 X - X t X = 10
I ? o o+t ox t+ ox - 2x, = 4
e -x + 21, + 2x, = 0
—4x + 2y =
-x, - 2x, + x = 10
x - 2x, = 10 ! : ’
- dx, + x, - 2x, =
3 —2x, + 6x, = 4 10.
X T X =
-x + 4x, + 2x, = -8
-x - 26 + x5+ x =10
- 2x, + 4dx; =
4 {-x - 4x, + 21, = 4 qoT 2t =
¥ + 4x, + x + 3x, = 4
n + x + 2x, = -8 11
2x1 + 2x2 + 3x3 + x, = 4
x + x + x =0 ! + %+ ox =3
5 —2x, 3¢, + x =4
2+ x, + 20, = % 226, + 2%y = x, — 2x, = -2
x + 4x, + x + 3x, + 3x = 4
X - X%t ox = -2 12. X+ ox, + 2% = 0
6 2o+ x, — x5 = 5 X,o- Xt ox = 2
x t+ 2x, - 2%, = 0 X, o+ X = -2
X=Xt ox = 22 - - 2, + 22, - x, - 2x = -]
Toy2% + % — X% = 5 2% + 4x, +  x + 3y, + 3x = 4
R 13, S4x, + 12x, + 25x, =
87x, — 15x, + 43x; = 20
HomHm ot =2 - 3x, + My, + 6, = 6
8. X t x - x = -6
x, + 3x = 8

m Sistemas de ecuaciones lineales sin solucion

En la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, los dos primeros métodos estudiados en la seccion anterior tienen una restriccion
muy fuerte, se aplican de manera exclusiva a sistemas cuadrados que tengan solucion unica. Mientras que en el tercer método, reduc-
ciones de Gauss-Jordan, no se pide que el sistema tenga solucion Unica (como se exigia en los dos primeros métodos). Entonces, para
poder dar respuesta a cualquiera de los tres casos posibles al resolver un sistema de ecuaciones lineales se puede aplicar el método de
reducciones Gauss-Jordan.

En este momento, la pregunta obligada a contestar es: ;como saber cuando un sistema no tiene solucioén? La respuesta esta en la
forma escalonada de la matriz ampliada del sistema.
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Un sistema no tiene solucion si en este o en algun sistema equivalente aparece al menos una ecuacion:
Ox, +0x, + -+ 0x,=¢,conc#0

Es evidente que esta ecuacidn no tiene solucion, debido a que no existe ningun numero real que al multiplicarse por cero dé un valor
diferente de cero y se le conoce como ecuacion de inconsistencia. En este caso, el sistema original es inconsistente y no tiene solucion.

T N

Verificar que el siguiente sistema no tiene solucion:

2x — y
—4x + 2y

Solucion

Primero, escribimos el sistema en su representacion matricial, para obtener una matriz equivalente escalonada:

2 10| [2-1]0 2x - y =0
-4 212 0 02 0x + 0y = 2
RPSR 2R,
Entonces el sistema no tiene solucion.
\_ /
A B N
Verificar que el siguiente sistema no tiene solucion:
XN - % +t ¥ = -2
26, + x, = x = 5
n + 2%, - 2x, = 0

Solucion

Primero escribimos el sistema en su representacion matricial, para obtener una matriz equivalente escalonada:

1 -1 1] -2 1 -1 1|-=2 1 -1 1| =2
2 1 -1 5 |~ 03 -39 [~]0 3 -39 |= 0x+0x,+0x,=-7
1 2 2] 0 0 3 -3| 2 0 0 0| -7
RDHR,-2R, PR
RVR,-2R
Entonces el sistema es inconsistente; no tiene solucion.
- /
o - N
Encontrar para qué valor o valores de & el sistema no tiene solucion:
G ar iy ar = 4
= T 2%, — %, = =5

S
+
(O8]

)

I
=
I
byl
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Solucion
Primero escribimos el sistema en forma matricial, para obtener su matriz escalonada:

1 1 1 0] 4 1 1 1 0| 4 11 -1 0| 4
-11 -2 -1}-5|~102 -1-1 -1 |~/ 02 -1 -1| -1 |=0x+0x,+0x,=Fk-3.
1 3 0 -1| & 0 2 -1 -1| k-4 00 0 0|43

RVSR, R, RPorV_RD

RVoR,-R

De la tltima ecuacion se puede concluir que el sistema es inconsistente cuando & — 3 # 0; entonces, para k # 3 el sistema no
tiene solucion.

& j

En los capitulos siguientes revisamos conceptos mas generales sobre los conjuntos que conforman el algebra lineal y volvemos a revisar
a las matrices y algunas otras componentes mas generales sobre estas. Uno de estos conceptos es de gran ayuda para determinar qué
tipo de sistema tenemos: con solucion tnica, sin solucion o con solucién multiple.

Definicion 4.5

Rango de una matriz. Sea A € M,y A'una matriz equivalente a A en su forma escalonada o escalonada reducida,
entonces llamamos rango de la matriz A, a la cantidad de filas no nulas (diferentes de una fila de ceros) o de otra
forma la cantidad de pivotes de A”. El rango de la matriz A lo denotamos por p(A), que serd p(A) = cantidad de

pivotes de A",
o - N
1 1 1 0
En el sistema del ejemplo anterior se tenia la matriz AeM,,yA= | -1 1 -2 -1 |;despuésde llevarla a su forma escalo-
nada, queda la matriz: A= | 0 ‘2 -1 -1 |, que tiene dos filas no nulas o dos pivotes. Entonces:
00 0 O
pA)=2

_ /

Con la definicion de rango de una matriz podemos establecer cuando un sistema de ecuaciones lineales, Ax = b no tiene solucion.

Sistema sin solucion. Sea el sistema de ecuaciones lineales Ax=b con A € My matriz ampliada (A |b):
1. Sik=min {m, n}, entonces p(A) < .
2. Elsistema Ax =b no tiene solucion si y solo sip(A) < p(A|b).

Demostracion

Para probar el teorema, denotemos por (A”|b") a la matriz escalonada o escalonada reducida del sistema:

1. Como el rango de una matriz es la cantidad de pivotes, tenemos que p(A) < n, pero también el rango es la can-
tidad de filas no nulas entonces p(A) < m. Al juntar ambos resultados se concluye que p(A) < .
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2. Cuando el sistema no tiene solucion, después de hacer las reducciones en la matriz ampliada obtenemos una
ecuacion de inconsistencia, lo que ocasiona que p(A |b) > p(A). De forma inversa, si p(A) < p(A|b) implica
que en la matriz ampliada existe una ecuacion de inconsistencia, de donde se concluye que el sistema no tiene

solucion.

Podemos notar que cuando un sistema no tiene solucion, entonces se cumple p(A |b) =p(A) + 1.

T N\
Identificar las condiciones del teorema 4.1, donde cada matriz ampliada en su forma escalonada representa que su sistema de
ecuaciones lineales no tiene solucion.
12 2 1|4 p(A)=1 D23 024 p(A) =2

.1 00 001 |[con p(A‘b):Z 01 1 -1 3|1 |con{ p(A[b)=3
00 00]0 p(A) < p(A|b) 0 01 00/1 p(A) < p(A|b)
12 -2 010 15 0 2 01
001 1|4 pA)=2 00 1 13 pA)=3

2 00 0 0|1 |con P(A‘b)=3 00 0 01 ]=8 |con P(A|b)=4
00 0 00 p(A) < p(A‘b) 00 0 0 0f1 p(A)<=p(A‘b)
00 0 0]0 00 0 0 0O

- /

i Ejercicios 4.3

I Compruebe si los siguientes sistemas tienen solucion.

B 2x + 3y =1 % X, + x = -2

"l 6x — 9y =3 2x, 2x, + 3%, = 0
I X X + x =5
N x + 4x, - 3x, = %, - x = 5
—2x, - 8, + 6x; = 4
X 2x =
6 - X%+t ox = -2 ! 2
x x, t+ x - 2x, =
3 22, + x, - x, = 5
-X - 2%, + 4x, = 5
X, — X = 5
x - 2x, + 4dx, = -x - 2%+ x = 10
4 ~x - 4x, + 2x, = 4 - 4dx, + x - 2x, = 4
X o+ x, + 2% = -8 2x - 4x, + 2% + x, = 20
X, = X = 4
o= X% ot ox o= 2 -x - 2, + x + x, = 10
5 2%, + x, = x = 5
-x o+ 4x, - 4x, = 10
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-x = 2% + 2% - x, — 2xg = -7

x + 2x, + 2x = -5 2%, + 4x, + x + 3x, + 3x; = 4

9. w + x + x + 3x = 4 10 ¥+ 2% - x = 0
2+ 3x, + 3x, + 3x, = X, - x, — 2% = 2

- x + 3x, + 3x, = 6

m Sistemas de ecuaciones lineales con solucion miltiple

El tercero, y ultimo, caso de solucién de un sistema de ecuaciones lineales se refiere a los sistemas que tienen solucién multiple. Por
tanto, en este momento surgen las siguientes preguntas:

O ;Qué es una solucion multiple?
O ;Como determinar cuando un sistema tiene solucion multiple?

O (Coémo resolver un sistema con solucion multiple?

Para la respuesta a la primera pregunta tenemos:

Definicion 4.6

Solucion multiple. La solucion de un sistema de ecuaciones lineales es miltiple si esta es funcion de al menos una
variable que puede tomar cualquier valor en R. Este tipo de variables se llaman variables libres.

Por ejemplo, la ecuacion x — 3y = 10 tiene como solucion a x = 10 + 3y para cualquier valor de y € R (variable libre). Es decir, para
cualquier valor de y € R, la solucion general del sistema es (10 + 3y, y). Lo anterior se puede comprobar al sustituir la solucion general
en el sistema original: 10 + 3y — 3y = 10/, sin importar el valor de y, por eso se llama solucion multiple o se dice que el sistema tiene
infinidad de soluciones, en este caso con una variable libre. Cuando se asigna un valor a la variable libre se dice que el sistema tiene una
solucion particular. Por ejemplo, si y = 0 = x = 10, entonces (10, 0) es una solucién particular del sistema, con lo que se comprueba
que 10-3(0)=10v".

La respuesta a la segunda pregunta se obtiene del siguiente teorema.

Un sistema de ecuaciones lineales Ax =b con Ae M, | tiene solucion mltiple, es decir una infinidad de soluciones,
siy solo sip(A) =p(A|b) < n. Ademas, el sistema tiene solucion multiple con s = n — p(A) variables libres y se dice
que la solucion es multiple tipo R’

Demostracion

Supongase que el sistema tiene solucion multiple; entonces, al formar la matriz (A*|b") escalonada o escalonada
reducida, no pueden aparecer ecuaciones de inconsistencia (en caso contrario, el sistema no tendria solucion), esto
quiere decir que p(A) = p(A |b). Por otro lado, de la definicion de solucion multiple resulta que existe al menos una
variable libre, esto quiere decir que tenemos mas variables, 7, que pivotes, pero la cantidad de pivotes es el rango de
la matriz. De donde se concluye que p(A) =p(A |b) < n.

Para el sentido inverso, suponemos que p(A) =p(A |b) < n. Por cumplirse la igualdad de rangos, p(A) =p(A |b),
esto implica que en el sistema reducido no existen ecuaciones de inconsistencia, esto quiere decir que el sistema tiene
solucion. La solucion es multiple puesto que existen mas variables que pivotes p(A) =p(A |b) < n.

La cantidad de variables libres es igual a la cantidad de variables, #, menos pivotes en el sistema escalonado o
escalonado reducido. Entonces, s = — p(A) variables libres y la solucion es tipo R’.
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A - N
Supongase que las siguientes matrices escalonadas represen-
tan un sistema de ecuaciones lineales, utilizando el teorema 'S5 02 -10)+4
4.15 obtener los valores de n-cantidad de variables, m-cantidad 0071 -1 4 1)1
de ecuaciones lineales originales, rango de la matriz del siste- 5 000 0L 00 [;n=6m=5,
ma y tipo de la solucion. 0000 000
00 0 0 0O0]O0
12 -2 0] 4 p(A)=p(A|b)=3ys=6-3=3 solucion tipo R3.
1 0 01 -1(-1 |;n=4,m=3,
00 0 1] S8 1 23 0210
A = A= B a4 B= | wieis @i | 01 = 8L Resd s
tipo R, 0 001 09
p(A) = p(Alb) =3y s=5- 3 =2 solucion multiple
12 2 015 tipo R?.
001 -1|4
2 00 0 00 |;n=4m=5, 1 2 0|0
00 0 010 5. 0L -1 |-1 |23 m=4,
00 0 010 0 01 |3
) ) 0 0 0O
p(A) =p(Alb) =2y s=4 -2 =2 solucion multiple
tipo R2. p(A)=p(A|b)=3ys=3-3=0solucion unica.
\_ /

Con base en el teorema 4.5 conocemos cudntas variables libres tendremos en un sistema con solucion multiple, sin embargo surge la
siguiente pregunta: ;como saber qué variable fijar y cudl o cudles variar?; en el ejemplo inicial de la ecuacion x — 3y = 10 se fijo el valor
para x en funcion de la variable libre y, pero podemos cambiar el tipo de variable, es decir se puede obtener la solucion multiple con
base en la otra variable, x, en cuyo caso x seria la variable libre. Por ejemplo, en el sistema x — 3y = 10, si mostramos la soluciéon como

y= 3 con x € R, también tenemos solucion multiple del mismo tipo R. Para verificar esto tltimo, sustituimos en la ecuacion

original:
x—3(x-10)/3 =x—-x+ 10=10v/, para cualquier valor de x e R
En general, las diferentes formas de elegir a las variables libres son equivalentes, esto se puede probar con los resultados de los capitulos
6y 7. Pero por el momento solo vemos un método para obtener las soluciones multiples, el cual vamos a utilizar para que los resultados
coincidan siempre que sigamos el método.
Por ultimo, la respuesta a la tercera pregunta se muestra con el siguiente método.

Método de Gauss-Jordan para resolver Ax = b con soluciéon miiltiple

Paso 1. Escribir la matriz ampliada (A |b).

Paso 2. Transformar la matriz ampliada a una forma escalonada o escalonada reducida (A*|b").

, .y Nota o
Paso 3. Después de obtener (A”[b"). Bl
a) El proceso de solucion se inicia a partir de la tiltima ecuacion no nula y se resuelve; en caso proceso de solucion y
necesario, se asignan variables libres. respuestas, tomamos

. ., . ., el acuerdo de que las variables
b) Con los valores encontrados de las variables se contintia con la pentltima ecuacion y tam-

. . . . . libres se van a considerar por
bién, en caso necesario, se asignan variables libres.

orden inverso de aparicion en la
c) Elproceso continta hasta terminar con la ecuacion 1. solucion del sistema y las deno-

., .. , . .y tamos por £, t,, etcétera.
Paso 4. Representar la solucion en forma matricial (véase siguiente subseccion). porhy by
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prr
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
Y - 2z, + 2, = -5
A R A
Ji = ag oeF Sk = gy = =l
Solucion
Seguimos los pasos propuestos en el método.
Paso 1. Matriz ampliada del sistema:
1 22015
1 11 3] 4
2 -1 3 3]|-1
Paso 2. Escalonamiento (A”|b").
1 -2 20/-5 12 2 0|-5 12 20|-5 n o= 2+ In =
1 1134 |~103 -1 3[9 [~/013 -13]9 |= 3, - x, + 3%, = 9
2 -1 3 3] -1 0 3 -1 3|9 00 00| O f, ’1
RPRy-R, RPrD_RD
RDsR-2R
Donde:

N

n=4,p(A)=p(A|b)=2ys=4-2=2 solucién multiple tipo R?

Paso 3. Iniciamos con la ecuacion 3x, — x, + 3x, =9, y vemos que tenemos una ecuacion con 3 incognitas, esto quiere decir que
hay dos variables libres; al seguir con la nota, asignariamos el valor de x, =, y x; = £,; de esta forma, el valor de la otra variable
x,estd en funcion de ¢, y £;:

Shoy = oaan iy =0 se despeja x,.
3x, =9 - 3x, + x, se divide 3.
1 .
x, = 3(9 =3t +t) se abre paréntesis.

1
x2:3—t1+§l‘2

Con esto se termina con la ultima ecuacion del sistema escalonado, ahora subimos a la siguiente ecuacion x, — 2x, + 2x,=-5,y
con los valores para x,, x, y x, resolvemos esta ecuacion:

% — 2%, + 2%, =5 se despeja x,.
57 = =) = X7, 4n 2, se sustituye x, y x;.
1 .
x =-5-2t + 2[3 =i Etzj se abre paréntesis.
4
x =1-2t - Etz.

Entonces, la solucion se completa al indicar que las variables £, e Ry £, € R. Es decir, el sistema tiene infinidad de soluciones que
se pueden obtener al asignar valores a las variables libres dentro de un plano R?.
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Antes de continuar con mas ejemplos, es conveniente que en el caso de solucién multiple la solucion tenga una representacion com-
pacta que sirva para el demas desarrollo del texto, de esta forma terminamos con el paso 4 del método propuesto.

Representacion matricial de la solucion

Cuando se tiene solucion multiple de un sistema de ecuaciones lineales es conveniente representarla en forma matricial. Es decir, la
solucion estard representada por una matriz de términos independientes y por otra matriz para cada valor de las variables libres que
se tengan en la solucion. Por ejemplo, en el sistema inicial x = 10 + 3y la solucion general estd dada para y = con f € R; asi, en forma

matricial queda:
¥ o] 10 +t 3 con t e R.
Y 0 1

T N N

Escribir la representacion matricial del ejemplo 4.16.

Solucion

La solucion que obtuvimos del ejemplo 4.16, la escribimos en forma de matriz; asi:

5 =1-20—1, 2 ) , .
1 X _ t
x,=3- t1+§t2 =x=| ? |= (3) +, 01 +§2 ; , paratodo 1, £, €R.
x.
3
Xy = % %, 0 1 0
X, = tl
\ 4

Para comprender mejor el método propuesto en la solucion de sistemas de ecuaciones lineales con solucién multiple, a continuacion
revisamos dos ejemplos.

o N
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
X + x, = 2
X, + 2%, - % =0
LT R = 2
% + x + 2%, + %, = 2
Solucion
Siguiendo los pasos propuestos en el método:
Pasos 1y 2. Matriz ampliada del sistema y escalonamiento (A*|b”):
oo 1|2) (ftoo 1l2] [Loo 1|2 % t % = 2 Bcuacionl
0 12 -110|_| 01 2-1)0]|_[01 2-1{0]|_ X, + 2% - x 0; Ecuacion2
1 12 0]2 0 12 -1|0 0 00 0|0 x, = 0, Ecuacién3
1 12 1|2 0 12 1|0 0 00 L]|O ;
RVOR-R, R RID-pD

1
th )HR4—R1 REZ)’_’RE)‘RS)
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Donde, n=4, p(A) =p(A|b) =3y s=4-3 =1 soluciéon multiple tipo R.
Paso 3. Iniciamos con la ecuacion 3, la cual da la solucion tinica para x, = 0. Como no hay variables libres, entonces:

%, =0 se pasa a la ecuacion 2
%)+ 2%, —x,=0

Como se conoce x, = 0y se desconoce x, y x,, hay una variable libre, sea x, a la que se le asigna a .

X =t despejando x,
x, =%, = 2%, sustituyendo x, =0y x; =¢
x,=—2t pasando a la ecuacion 1
X X, = % se sustituye x, = 0.
x, =2.

1

Paso 4. Con los valores encontrados de las variables en funcion de ¢ € R, la solucion multiple es de tipo R y su representacion
matricial esta dada por:

4 =2 2 0
x,=-2t _
2 = K= 0 +t 2 , paratodo t e R.
Xy, =t 0 1
x,=0 0
-
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
% A 2, - % + x, = 4
g R M 2 = 4 R i =
B = & + x, = 2
y + 2%, + 2%, — 2%, + x + x, = 0
Solucion
Siguiendo los pasos propuestos en el método.
Pasos 1y 2. Matriz ampliada del sistema y escalonamiento (A*|b"):
1 20 0-1 1| 4 12 0 0-1 1] 4 120 0 -1 1] 4
1 21-1 102|001 -1 2-1|-2|_(001-1 2 -1|-=2
0 01 -1 0 1|-=2 00 1 -1 0 1]|-2 000 0 -2 2|0
1 22 -2 11|20 00 2 -2 2 0|4 000 0 -2 2|0
RVoR,-R, RPRID-_RD RYSRP-RP
RPSR-R, RP5RrD 28D R{915-0.5R)
2 0 0 -1 1l 4 % + 2z, - x + x = 4 Ecuacionl
0 0 1 -1 2 1| =2 x3 = x4 ar 2x5 = x6 = —2; Ecuacion 2
= .
0 0 0 0 1 -1]0 x5 — x, = 0; Ecuacion3
00 0 0 0 0fO I, A, 3

Donde n=6, p(A)=p(A|b) =3y s=6— 3 =3 solucion multiple tipo R>.
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Paso 3. Iniciamos con la ecuacion 3. Tenemos x, — x, = 0, dos incognitas, asi que elegimos como variable libre a x, = ¢,; entonces:

X =1 se sustituye la ecuacion 3
X=X =1 se pasa a la ecuacion 2
— %, +2x,— x, =2

)

Como se conocen x; y x, y se desconocen x, y x,, hay una variable libre, sea x, a la que se le asigna ¢,.

x,=t, se despeja x,

G5 = =AAr By = e 5 se sustituye x,, xs y ¥,
==2+1-2t +t, se simplifica

x,=—2-f+1, se pasa a la ecuacion 1.

X+ 2x—xt x = 4.

Como se conocen x, y x, y se desconocen x, y x, hay una variable libre, sea x, a la que se le asigna £,

X, =t se despeja x,

x =4 -x+x-2x, se sustituyen x,, x, y x,
=4-t+t -2, se simplifica

x, =4 -2t se pasa a la ecuacion 1

Paso 4. Con los valores encontrados de las variables en funcion de ¢, £, y , € R, tenemos que la solucion miltiple es de tipo R?
y su representacion matricial esta dada por:

x =4-2t,
4 0 0 -2
%=k 0 0 0 1
X, =—2—t +t _ _
3 L +t, 1 +t, 1 +t, 0 , paratodo £, t,,t, €R
x, =t 0 0 1 0
. 0 1 0 0
0 1 0 0
x6=t1
_ %

Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

Al resolver los sistemas de ecuaciones lineales podemos observar que una de sus caracteristicas para conocer si el sistema es consistente
o0 inconsistente, esta en los términos independientes del sistema, matriz b.

Sistemas lineales homogéneos. Un sistema de ecuaciones lineales de orden m X7 se llama homogéneo, cuando
b=0, es decir Ax=0.

Los sistemas de ecuaciones lineales siguientes son homo- 4 2 -0
géneos. ! 2
v + 2% + x - x =0
2
dx, + Sx, - x =0 x, = x =0
1. 3¢ - 2%, + x =0 x + 2%, + 2%, - 2x, = 0

-x + 2x, + 2x, = 0
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=55 2x2 - 4dx + x, = 0 —4x,—x,— 3x5 + 2x6 =0
3. -5 + x - x =0 4. i =% - x+ x,=0
x - 3x - 22, + 22, = 0 =23+ 2%, +2x, - 2x, +4x,+3x, =0

Los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos tienen la particularidad de que siempre tienen solucion, es decir, no puede suceder
que sean inconsistentes. Esto se debe a que la tinica forma de que el sistema sea inconsistente es cuando en la matriz escalonada reduci-
da aparezca la ecuacion de inconsistencia Ox, + 0x, + --- + 0x, = con c# 0, pero esto no puede ocurrir, ya que ¢ se obtiene de operaciones
de sumas y productos entre escalares, pero en el sistema homogéneo todas las componentes son cero.

Por tanto, cuando se tenga un sistema homogéneo, este solo puede tener solucion tnica, llamada trivial, cuando x, =x, = --- =x,=0,
0 solucion multiple llamada no trivial.

Soluci6n de un sistema homogéneo. Sea Ax = 0 un sistema homogéneo con A e M :
a) Sin=p(A), entonces Ax = 0 tiene solucion trivial.
b) Sin>p(A), entonces Ax = (0 tiene solucion multiple tipo R, s =n — p(A).
Demostracion
Se obtiene de manera directa de los sistemas con solucion unica y multiple solucion.
a) Sin=p(A), entonces llevamos el sistema a su forma reducida y todas las variables quedan igualadas a cero.

b) Sin > p(A), entonces existen s = n — p(A) variables libres que pueden tomar cualquier valor en R. El sistema
Ax = 0 tiene solucion no trivial tipo R°.

A continuacion se ilustra la aplicacion del teorema 4.6 con un par de ejemplos.

o - N
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:
X, + x =0
x +t o x - x =0
dr, + 3x, — 4x, = 0
26, + x, — 4x;, = 0
Solucion
Se siguen los cuatro pasos propuestos en el método.
Pasos 1y 2. Matriz ampliada del sistema y escalonamiento (A*|b").
01 1|0 1 1-1/0 1 1 -1]0 1 1-1]0 1 1 -1]0
1110} 01 1{0| (01T 1j0}_ |01 10| _ (01T 1|0
4 3 410 4 3 4]0 0 -1 0]0 00 1]0 0 07110
21 4|0 21 4|0 0 -1 2|0 00 -1]0 0 0 0]0
RV=r, RPRMD-4rD RO +RP BRI RP
RPoRD 28D ROHRP+RP
Paso 3. Como 7 =3y p(A) = 3 se cumple 7 =p(A), el sistema tiene solucion trivial x = 0.

S /




Sistemas de ecuaciones lineales 179

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:
x - X% +t % - x =0
- % + x, =0
X - x - % + x =0

N

Solucion

Se siguen los pasos propuestos en el método.

Pasos 1y 2. Matriz ampliada del sistema y escalonamiento (A*|b”).

D1 110 =i D-1 1-1)0 % - % t % — % = 0 Ecuacionl
0o 0-1 10|~ 0 O =1 1{0 |~ 0 O'1 -1{0|= x; — x, = 0; Ecuacion2
1 -1 -1 1[0 00 2 2/0 0 0 0 1[0 : ;
RVsRy-R, RPRP 2R
ORI

Donde n=4, p(A)=p(A|b) =2y s=4 - 2 =2 solucién multiple tipo R

Paso 3. Iniciamos con la ecuacion 2, donde tenemos dos incdgnitas, esto quiere decir que una de estas es variable libre. Con-
sideramos como variable libre a x, = £,.

Entonces:
X =t se pasa a la ecuacion 2.
%= %,=0 se despeja a x;.
X=X, se sustituye x, = ¢,.
X =t se pasa a la ecuacion 1.

iy =iy Ana =i, =0k

Como se conoce x, = x,=t, y se desconocen x, y x,, hay una variable libre, sea x, a la que se le asigna z,.

x,=t, despejamos x;.

57 =50 =55 s, se sustituye x;=x, =, y x, = t,.
i =l =04 i se simplifica.

% =5

Paso 4. Como ¢, £, €R, la solucién miiltiple es de tipo R? y su representacion matricial esta dada por:

X =t 0 1

X, =t

22 = X=1{ 0 i 1 paratodof,t, €R.
X, =4 1 0

X, =t 1 0

~

Ejercicios 4.4

§ Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales y represente su solucién en forma matricial.

{ 2% — y -1 5 ¥ + 4x, - 3x, = 2
S| 8x - 4y = 4 Tl -2x, - 8x, + 6x,

I
A
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A T A )

344 + x - x = 5 9

2%, = 22, = 1

v - 2x, + 4x;, = 0

4.y -x — 4x, + 2%, = 0 10.
n + ox, + 2x =
n - x t x =

5 29, + x - x =0 1
-x o+ 4x, - 4dx, = 0
Xo- X%t ox = -2
22, - 2x, + 3x, = 0

6.
_xl + x2 = 6 12
6 - x + 9% =
¥+ 2x, =

7. 6ot X+ x - 22, = 4 13
-x, - 2%, + 4x, = 5 '
-x - 2x, + x = 4
x, + 2x, - x, - 2x, =

8 ! : ’ ‘ 14.
2x - 4x, + 2%, + x, = 3
2x - 4x, + 2%, - x, =13

x, + x - 3x, = -]
xl+x2+x3+3x4=4
2x, 3x, 3x, 3x, = 1
-x = 2% + 2% - x, - 2x; =0
2+ 4dx, + x; + 3x, + 3x, =0
- x + 3x + 3x =0
6 o= 2% + 2%, - x, — 2x = -2
x; + 3x, + 3xg = 3
- x3—3x4—2x5— = -4
x - 2x, + 2x, + % = 2
2%+ x, - x = 2%+ x = -1
—4x, - Tx, + 4x; + 3x, + 8x; — 3x, = 7
-x - 8x, + 6x, + 2x, + Tx, — 2x, = 8
2%, = x, + 3%, + 2% + 2x, = 0
X + 2% - 2%+ x + 2% + x, =0
=Sk, = 2x, + 6x; + Tx, - 2x + 3x, =
6 o+ 2% + 4o+ x, + 26 0+ x, =0
- x o+ 3x, 4+ 2% + 2x, = 0
¥ + 2x, + 6x; — 6x, — x + 3x, =0

m Ejemplos complementarios de sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccion se presentan algunos ejemplos de comprension para los diferentes tipos de solucion de un sistema de ecuaciones linea-
les, ademas de sistemas de ecuaciones de caracter no lineal, pero que se pueden resolver como sistemas lineales al hacer algiin cambio
de variables. Los tres casos de solucion se resumen en el teorema 4.7, el cual representa un resumen de los teoremas 4.4, 4.5 y 4.6.

Solucion de un sistema lineal. Sea el sistema de ecuaciones lineales Ax=bconAeM,

a) Ax =D tiene solucion unica si y solo sip(A) =p(A|b) =n.

b) Ax =b tiene solucion multiple si y solo sip(A) =p(A|b) < ny la solucién es tipo RS, con s =7 - p(A).

¢) Ax=b no tiene solucion si y solo sip(A) <p(A[b).

Los siguientes ejemplos nos ayudan a comprender mejor los diferentes tipos de solucion de un sistema de ecuaciones lineales.
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Encontrar en el siguiente sistema los valores de , para que el sistema tenga solucion unica, solucion multiple y no tenga solucion.
i FSy = 2x, = 40
— 5 6x, = -12

(k=2)(k +1)(k—3)x, = (k+1)(k—3)(k-4)

Solucion
El sistema se encuentra en su forma escalonada, entonces debemos encontrar los valores de £ con los que se obtiene la ecuacion
de inconsistencia Ox, + 0x, + Ox, = ¢ con ¢ # 0. Podemos notar que el parametro k se encuentra en el tercer renglon, tanto en la
matriz del sistema como en la parte independiente. En este caso, podemos notar que el tercer renglon de la matriz del sistema,
A, es cero cuando:

(F=2)k+1)(k-3)=0=>Fk=2k=-1yk=3
Al analizar en el sistema de ecuaciones lineales a cada uno de los valores encontrados para .

Q Para k=2 tenemos (2-2)(2+1)(2-3) = 0, mientras que la parte independiente (2+1)(2—3)(2—4) = 6 # 0. Por tanto, el sistema es
inconsistente para k= 2.
%, + 5%, — 224, = 40
—x,+6x,=-12
Ox, + Ox, + 0x, =6
Q Para k=-1 tenemos (—1-2)(-1+1)(-1-3) = 0, mientras que la parte independiente (—1+1)(—=1-3)(—1-4) = 0. Por tanto, el sis-
tema es consistente para k=—1.
%)+ 5x, = 22, =40
—x,+6x,=-12
Ox, +0x, + 0x, =0

Donde n=3,p(A)=2ys=n-p(A)=3-2=1; por tanto, el sistema tiene solucion tipo R. De igual manera, para k= 3.

Q Para k#-1, 2, 3 resulta p(A) =p(A |b) = 3 = n, por tanto el sistema tiene solucion unica.

S /

T N

Encontrar en el siguiente sistema los valores de k, para que el sistema tenga solucion tnica, solucién multiple y no tenga solucion.

%+ 5= 2x,=40
(k= 2)x, + 6(k—2)x,=-12
(k=2)(k+ 1)x;=5(k~2)
Solucion

El sistema se encuentra en su forma escalonada, entonces buscamos los valores de £ con los que se obtiene la ecuacion de in-
consistencia. Podemos notar que el parametro  se encuentra en el segundo y tercer renglones. Para que el tercer renglon de la
matriz del sistema, A, sea cero se tiene:

(k=2)k+1)=0=k=2yk=-1
Con k= 2 se obtiene el sistema inconsistente:
oo Sy = Zx3 = 40
0O + 0 + 0 = -12
0 + 0 + 0 0
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Con k=1, el sistema es inconsistente:

¥ o+ sz - 2x3 = 40
- 3, - 18, = -12
0O + 0 + 0 = -15

Por tltimo, el sistema es inconsistente para k= 2y k=—1, para cualquier otro valor el sistema tiene solucion Gnica. No existen
valores de & con los que el sistema tenga solucion multiple.

N

/

Los ejemplos que se revisan en esta seccion tal vez no sean de gran interés para los lectores con formacion en ciencias sociales o admi-

nistrativas. En tal caso pueden pasar a la siguiente seccion sobre las aplicaciones para administracion.

A - N
Encontrar los valores de # en el siguiente sistema, para que tenga solucion tnica, solucion multiple y no tenga solucion.
& oA A = x =4
Sy = a4y F Sx, =2
e, + x, + (F-14x, = k+2
Solucion
Primero transformamos el sistema a su forma escalonada:
2 -3 4 1 2 -3 4 1 2 -3 4
3 -1 5 2 ~1 0 =7 4 -10 |~| 0 -7 14| -10
4 1 B2-14| k+2 0 -7 K»-2| k-14 0 0 K -16| k-4
RDsR,-4R RPRID-_RD
RDR,-3R,
Del tercer renglon vemos que ¥ — 16 = 0 cuando k = +4, entonces:
Con k= —4 se obtiene el siguiente sistema inconsistente: Con k=4, el sistema tiene solucion multiple:
1 2 -3 4 1 2 -3| 4
0 -7 14| -10 0 -7 14| -10
0 0 0 -8 0 0 0 O
Concluyendo:
O El sistema tiene solucion tnica para cualquier valor real de k# +4.
O Cuando k=—4 el sistema no tiene solucion.
O Cuando k=4 el sistema tiene solucion multiple, tipo R.
- /
S N
Encontrar los valores de # en el siguiente sistema, para que este tenga solucion Unica, solucion multiple y no tenga solucion.
E=lgr = Ay, = ¥, =1
2%, + (2-kx, - 2, = 2
=3 = 2%, + 5-kx, =
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N

Solucion

Primero transformamos el sistema a su forma escalonada:

5-k 2 -1 |1 -1 2 5-k|1 -1 -2 S5-k 1
2 2-k 2|21~ 2 2-k 2 |2]|~| 0 6-% -2(6 - k) 0 |-
-1 2 5-k|1 5-k 2 -1 |1 0 —26-k) (k-6)k-4)| 6-F
KR, BPoR-2R" RO R 1282
RPoRD+(5-k)RD
Operaciones realizadas para el escalonamiento en la segunda etapa R{) y R{:
1) (1)
B" |2 2.k 2 |2 R’ | 5o 1 1
<2RD | 2 4 1042k | 22 (5-BRV | -5+k -10+2k  (5-k? | 5-%
RD 2RO | 0 6-k -206-k)| 0 RV +(5-k)RY | 0 26-k) (k-6)k-4)| 6~k

®
R3

-1 =2 5-% 1 0 -2(6-k) (k-6)(k-4)| ¢—p
0 6-k 26-k| o 2R 10 26-k) —46-k) | 0
0 0 —k6-k|6-k) R® 42?0 0 —k(6—k) | 6-F

Del tercer renglon vemos que —k(6 — k) = 0 cuando £ =0 o k£ = 6, entonces:

Con k=0 se obtiene el sistema inconsistente:

5 2 1|1 -1 2 5|1
-2 2 212|710 6 -12]0
-1 2 51 0 0 0|6

Con k=6, el sistema tiene solucion multiple:

-1 2 -1]1 -1 2 -1]|1
-2 -4 2|2 (- 0 0 0]0
-1 -2 -1|1 0 0 010

Se concluye que:

QO Elsistema tiene solucion Unica para cualquier valor real de £# 0, 6.

0 Cuando k=0 el sistema no tiene solucion.

O Cuando k=6 el sistema tiene solucion multiple, tipo R2.

/

Los ejemplos anteriores donde se busca el valor de £y la matriz A es cuadrada también se pueden resolver a través del determinante.
Para tal efecto, se propone el siguiente método:

Método para resolver el sistema cuadrado Ax = b cuando hay un parametro k

Paso 1. Calcular el determinante de la matriz del sistema det(A).

Paso 2. Resolver la ecuacion que resulta del determinante en términos de .

Paso 3. Sustituir cada raiz de la ecuacion en Ax =b, resolver y determinar el tipo de solucidn.

(Resolver el ejemplo anterior con el método del determinante.
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Paso 1. Para resolver el determinante, utilizamos cofactores con la primera fila:
5-k -2 -1
2 2k 2 |=6-B|22F 2 ‘ —(—2)‘ o ‘ +<—1)‘ e ’
-1 -2 5-k%
=(5-k)((2-k)5-k)—4))+ 2A-25-k)-2)- (4+2-F)
=(5-k) (k> -Tk+6)+2(2k-12)-6+F
=5k2—35k+30— k3 +Tk> —6k+4k—24—6+F
=—k(k-6)*
Paso 2. La tltima expresion del determinante se iguala a cero, para tener la ecuacion:
—k(k-6=0=k=00k=6
Paso 3. Al sustituir estos valores en el sistema original se obtienen los resultados anteriores.
- /

Para finalizar la seccion, vemos un ejemplo donde las ecuaciones del sistema no son lineales, pero por medio de algunos cambios de
variable las podemos transformar en ecuaciones lineales para aplicar los métodos de solucidn revisados.

o N

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones con respecto a los angulos desconocidos ¢, 3 y 7.

2 sen(a) — cos(f) + 3 tan(y) = 3
4 sen(a) + 2 cos(f) — 2 tan (y) = 2
6 sen(a) — 3 cos(f) + tan (y) =9

Solucion

El sistema propuesto no es lineal con respecto a las variables de los angulos, pero si realizamos el cambio de variable x, = sen(«),
x, = cos(f}) y x, = tan(y), tenemos el sistema lineal con respecto a x,, x, y x, dado por:

2z,

d, +2x,— 2%,=2

—x,+3x%,=3

6x, — 3x, +x,=9.

Ahora, transformamos el sistema a su forma escalonada:

2 -1 3|3 2 -1 3|3 2 -1 3|3 2 -1 0| 3
4 2 212 |~ 0 4 -8 4|~ 0 1 -=2|-1L |~ 01 0]-1 |~
6 -3 -1|9 0 0 -8| 0 0 010 0 01]0
RDR, 2R, RO RO oRrP 2R R RO R
4
RHR,-3R, R§2)H_%R§1) ROor®3p2
20 0] 2 1 00]1 % =1 sen(a) = 1
01 0[-1|~]010|-1|={x =-1=4cos(f) = -1.
0 01| 0 00 1|0 x, =0 tan(y) = 0
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Por tltimo, de las funciones trigonométricas sabemos que son periodicas; entonces, la solucion general esta dada por:

a = alrcsen(1)=E a = E+27rle,/<zeZ
2 Por periodicidad 2
B = arccos(-1)=x P B = m+2mk kel
y = arctan(0)=0 y = mk kel
- /
1 Ejercicios 4.5
lEn los siguientes sistemas encuentre los valores de & para que el (k+2)x, - 3x, + 2, = 5
sistema tenga:
1 9. 1 (k+2x, + (k-5x, + (B +4)x, = 2
lucion dn
) solucion unica (2k + 4)x, - 6r, + B, = k+12
b) solucion multiple
¢) no tenga solucién 5-kx - 2, - ¥, = 1
x5 - Bx, = k+2 10. 2x, — (k+2)x, + 22, = 0
L 2%, + (4k+30)x, = k-1 o= 26 = 5-kxy = 1
Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones, convirtiéndolos
H oo QR+ =2 en lineales y después obtenga la solucié las va-
2 y después obtenga la solucion con respecto a las va
-x kx, = k-1 riables originales.
042 I R
¥, - Gk-x, = K +1 20+ 2y z = 2
3. 11. 6x* — 2y* + 322 = 22
-x + kx, = -3k+1
2%+ oyt - 222 = 1
4 o= ko= -l ¥+ 4y - 22 = -l
kyy + dkx, = 4 12. 3x2 - 8yr + 222 = 22
=2x* + 1292 + 322 = 31
xn + 2x, - X, = =2
5 2%, + (k-3)x, + 4x, = 4 2% - 393 + 523 = 13
x o+ 2x, + (¥ -2x, = k-3 13. ¥ - 8+ 32 =0
=2x° + 129 - 523 = 4
2o+ x, = x3 =T
6 b, + x, = -3 sen(a) + 2cos(f) + tan(y) =
T 14. sen(a) — 2cos(f) + 3tan(y) =
2sen(a) + 6cos(f) — 2tan(y) =
kx, - + 2x, = 0
! & % 4sen(e) + cos(B) + tan(y) =
7 ) o= 15. 6sen(a) — 6cos(f) + 3tan(y) = 6
2o = I + ko= 2sen(d) + 5cos(f) - 2tan(y) = -1
G 2 3T sen(e) - cos(B) + tan(y) =
(5 -0 o g (@ 1) ) = 1
8 2 = 2-Rx, + 20y = 2 16. -2sen(a) - 6cos(f) + 3tan(y) = 2
X - 2x, = (S-kx =1 2sen(e) + 4cos(f) + Stan(y) = -1
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Aplicaciones y solucion de problemas lineales

Hoy dia, las aplicaciones de los sistemas de ecuaciones lineales son muy bastas, si bien es cierto que muchos problemas en la reali-
dad no son lineales, en matematicas siempre se busca la forma de simplificar problemas. Al modelar un problema y al considerar las
grandes dificultades que representa resolver un problema real se recurre, en caso de ser posible, a la linealizacion del modelo. Después
de que un modelo ha sido linealizado, por lo general esta constituido de varias ecuaciones que lo representan, lo que da origen a un
sistema de ecuaciones que se tiene que resolver.

Debido a la gran importancia que tienen las aplicaciones de los sistemas lineales, hemos dividido en cuatro partes el material de
la seccion. En la primera, damos un bosquejo breve de la motivacion de los primeros intentos de resolver un problema real mediante
ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales. En las dos siguientes, vemos una aplicacion clasica real sobre estos sistemas, y
en la cuarta y ultima parte del estudio, damos un bosquejo de las grandes aplicaciones de los sistemas de ecuaciones lineales que por
extensas y la parte técnica que se requiere para comprenderlas a detalle, no se tratan en este libro.

Aplicaciones historicas

Hasta ahora hemos estudiado matrices y determinantes, herramientas que sirvieron a los matematicos antiguos para resolver los pro-
blemas de la vida diaria y cotidiana modelados mediante sistemas de ecuaciones lineales. En esta seccion presentamos un resumen de
la historia de las aplicaciones mas antiguas sobre las que se tiene registro (Deivi Luzardo y Alirio J. Pefia P.).

Los primeros intentos de lo que hoy conocemos como algebra lineal se encuentran en los documentos matematicos mas antiguos
que alin se conservan y que fueron heredados por los egipcios en sus papiros. En especial:

O El papiro Rhind (1650 a.C.), conservado en el Museo Britanico y algunos otros fragmentos en el Museo de Brooklyn, también
conocido como el Libro de cdlculo, escrito por el sacerdote egipcio Ahmés hacia 1650 a.C. y encontrado en Tebas en 1855 . En este
valioso documento se consideran las ecuaciones de primer grado, donde la incognita aparece representada por un “ibis” que sig-
nifica escarbar en el suelo, posiblemente por su primogénita aplicacion a la agrimensura. Este documento contiene 85 problemas
redactados en escritura hieratica; de manera original fue concebido como un manual practico para los no iniciados. Segtn el propio
Ahmés, este texto es una copia de uno mas antiguo (2000-1800 a.C.), algunos de cuyos documentos proceden quiza de periodos
mas antiguos.

Q El papiro de Mosct (1850 a.C.), donde son resueltos multitud de problemas matematicos. La mayoria de estos son de tipo aritmé-
tico y respondian a situaciones concretas de la vida diaria.

Por lo general, los problemas tratados en los papiros eran de tipo aritmético, pero se encuentran algunos que es posible clasificar como
algebraicos, pues no se refieren a ningin objeto concreto. En estos, de una forma retorica, obtenian una solucion al realizar operacio-
nes con los datos, de manera analoga a como se resuelven hoy dia las ecuaciones.
Las ecuaciones lineales mas utilizadas por los egipcios eran de la forma:
x+ax=b
x+ax+bx=c

Donde a, by c eran numeros conocidos y x la incognita que estos denominaban aha o montdn.
Por ejemplo, uno de estos problemas aparece en el papiro de Rhind y responde al problema siguiente:

Un montén y un séptimo del mismo es igual a 24

En la actualidad, se representa en un problema basico de matematicas, que se modela de la siguiente forma:
x
x + ? =24 = x=21.

Es evidente que el método de solucion de esa época no era igual al actual, pues se empleaba un método muy similar al de la regla falsa
utilizado en métodos numéricos para aproximar el valor de una ecuacion.

Entre los primeros problemas reales que fueron resueltos y se tiene evidencia en nuestros dias en una de las famosas tablillas de
Croquetta, que datan del tltimo periodo sumerio hacia 2100 a.C., es el siguiente problema:
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. . . 2
Existen dos campos cuyas areas suman 1 800 yardas cuadradas. Uno produce granos en razon de 3 de saco por yarda cua-

. , 1 . .
drada, mientras que el otro produce granos en razon de — saco por yarda cuadrada. Si la produccion total es de 1 100 sacos,
(cudl es el tamafio de cada campo? 2

En la actualidad, el problema seria del nivel medio superior y su modelo, que considera las variables x, - cantidad de yardas del campo
i para producir granos con i = 1, 2, seria:

X + X, = 1800 X = 1200
=
2_;1 + X 1100 x, = 600

Por su parte, los matematicos chinos durante los siglos 11y 1v a.C. continuaron la tradicion de los babilonios y nos legaron los primeros
métodos del pensamiento lineal. Por ejemplo, en el tratado de Nueve capitulos sobre el arte matemdtico, publicado durante la Dinastia
Han, aparece el siguiente sistema lineal:

3x+2y+2=39
26+ 3y+z=34
x+2y+32=26

Es interesante recordar el problema que dio origen a este sistema lineal, y que es similar al planteado por los babilonios:

Hay tres clases de granos; tres gavillas de primera clase, dos de la segunda clase y una de la tercera hacen 39 medidas; dos de
la primera, tres de la segunda y una de la tercera hacen 34 medidas; y una de la primera, dos de la segunda y tres de la tercera
hacen 26 medidas. ;Cuantas medidas de granos estan contenidas en una gavilla de cada clase?

Los chinos de esa época también propusieron un método para su resolucion, conocido como la regla fan-chen, la cual, en esencia, es el
conocido método de eliminacién gaussiana de nuestros dias.

La obra Nueve capitulos sobre el arte matemdtico fue compuesta por el hombre de estado y cientifico Chuan Tsanom en 152 a.C. y
en este se incluyeron de manera sistematica todos los conocimientos matematicos de la época. Es oportuno recordar que esta obra fue
consultada por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en un estudio sobre la drbita del asteroide Pallas. Al usar las observaciones de Pallas,
tomadas entre 1803 y 1809, Gauss obtiene un sistema de seis ecuaciones lineales en seis incognitas y da un método sistematico para
resolver estas ecuaciones, hoy dia conocido como eliminacion gaussiana. Luego vendrian los aportes de los matematicos islamicos y
europeos, quienes cultivaron el pensamiento lineal. Por ejemplo, Leonardo de Pisa (1180-1250), mejor conocido como Fibonacci, en
su obra Liber Quadratorum publicada en 1225, estudid el sistema no lineal, que se puede resolver como uno lineal:

P+a=y
P—a=7

Este sistema es una generalizacion de un problema propuesto por Giovanni da Palermo con a = 5.

Los matematicos griegos, por su parte, no se preocuparon por los problemas lineales, a pesar de poseer un reconocido pensamien-
to lineal en sus consideraciones geométricas de origen pitagérico y de reminiscencias babilonias. No obstante, en sus trabajos se apre-
cian algunas tentativas del analisis diofantico, en especial en el estudio de las magnitudes y las propiedades aritméticas de los nimeros
enteros. No olvidemos que la solucion general de la ecuacion de segundo grado aparece en los “ Elementos de Euclides”.

Para finalizar este bosquejo historico de problemas, hay que reconocer que los matematicos griegos no tuvieron problemas con
las ecuaciones lineales, excepto Diophante (250 d.C.), pues no se dedicaron mucho al algebra, ya que su preocupacion se centraba
en mayor medida en la geometria. Sobre la vida de Diophante aparece en los siglos v o Vi un epigrama algebraico que constituye una
ecuacion lineal y dice:

Transeunte, esta es la tumba de Diophante. Es él quien con esta sorprendente distribucion te dice el nimero de afios que
vivio. Su juventud ocupo su sexta parte, después durante la doceava parte su mejilla se cubrié con el primer vello. Paso atn
una séptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco aflos después, tuvo un precioso nifio que, una vez alcanzada la
mitad de la edad de su padre, perecié de una muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llorandole durante cuatro
anos. De todo esto, deduce su edad.
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Ciencias sociales y administrativas

Una de las aplicaciones mas importantes que se han realizado a los sistemas de ecuaciones lineales fue dada por el economista esta-
dounidense Wassily W. Leontief, en su articulo publicado en 1936, que después le ayudo6 a merecer el premio Nobel de Economia en
1973, por su desarrollo del analisis de insumos y produccion, también conocido como entradas y salidas.

El modelo de Leontief de entradas-salidas se aplica a # industrias que estan dentro de un mismo sistema de produccion y sujetas
a dos clases de demandas en cada una de estas.

O Demanda externa. Cada industria esta sujeta a la demanda de otras industrias que estan fuera de su sistema de produccion.

O Demanda interna. Todo sistema de produccion tiene su demanda interna, de una industria a otra, dentro del mismo sistema.

Por sistema de produccion entendemos una red de industrias o en caso de una macroeconomia

Nota entre paises. Para el modelo se lleva a cabo la siguiente notacion, para un sistema de # industrias:
Las componentes de

la matriz de tecnolo-

gia son valores entre d dai de la industria i sobre la industria 7. Es deci | .
10, W s i (@l de Q g~ demanda mterna de la industria ; sobre la industria j. Es decir, a, representa el porcentaje

matriz) la suma también debe de la produccion de la industria 7 necesario para la produccion de la industria j. En general, la
estar entre [0, 1]. Por ejemplo, matriz que la representa esta dada por A y se le llama matriz de tecnologia.

O e~ demanda externa sobre la industria 7, su expresion matricial es e~ matriz de demanda externa.

si la industria 1 tiene una pro- | 0 x- produccién de la industria #; x— matriz de produccion.
duccion total de 1 000 u. y sobre
esta se tienen demandas internas
de 200, 300 y 400 u.; esto signifi-
ca que la demanda externa sobre ax +a,x,+ - +a,x +e=x,para i=1,2,...n
la industria 1 fue de 100 u. En-
tonces, los valores son ¢, =0.2, | Entonces, el modelo para el problema de insumo-producto de Leontief esta dado por el sistema de
a,=03ya,;=04 ecuaciones:

En este modelo se considera una economia en equilibrio, la demanda es igual a la oferta. Es decir:

allxl + a12x2 + e+ alnxn + (,’1 = xl
aZle + a22x2 + + aann + 6'2 = x2 (4.7.1)
a.x, + a.,x + -+ a x + e = X

nl”1 n2”2 nn”n n n

Si se considera que las demandas interna y externa son fijas, el sistema 4.7.1 en su forma matricial estd dado por Ax + e =x. Al reagru-
par tenemos x — Ax = e y si se factoriza la matriz x resulta (I - A)x = e, donde la matriz I — A recibe el nombre de matriz de Leontief.
Por tanto, la solucién al sistema de ecuaciones que se tiene que resolver para el modelo de entradas-salidas de Leontief.

x=(1-A)le 4.7.2)

En la practica, las matrices resultantes en un modelo de entradas-salidas de Leontief puede ser un nimero considerable de industrias.
Por estas razones, los calculos se deben realizar con ayuda de algun paquete matematico que efectiie operaciones entre matrices, en la
siguiente seccion mostramos el uso del paquete Matlab para resolver sistemas de ecuaciones lineales y en esta seccién nos dedicamos a
mostrar ejemplos sencillos con un numero pequefio de industrias. Por otro lado, en este tipo de problemas las soluciones suelen darse
en forma aproximada a enteros.

T - N

Supdngase un sistema econdmico con tres industrias, donde tenemos las matrices de tecnologia y demanda externa:

02 05 02 130
A=|103 03 02 |, e=| 140
04 01 03 160
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Calcular, con el modelo de Leontief (4.2.7), la produccion para mantener un mercado en equilibrio, con la suposicion de que
las unidades estan en millones.

Solucion

Primero, con la matriz de tecnologia calculamos la matriz de Leontief:

100 02 05 02 08 -05 -02
I-A= 010 |-| 03 03 02 (=] -03 07 -02
00 1 04 0.1 03 -04 -01 07

Luego, realizamos los calculos correspondientes para la matriz inversa:

2.781065 2.189349 1.420118
(I-A)y'=| 1715976 2.840237 1.301775
1.834320 1.656805 2.426036

Por tltimo, calculamos la produccion por industria para mantener el equilibrio:

2.781065 2.189349 1.420118 130 895.266272
x=(I-A)'e=| 1715976 2.840237 1.301775 140 |=| 828.994083
1.834320 1.656805 2.426036 160 858.579882

Es decir, para mantener la economia en equilibrio la produccion en este sistema de industrias es:

QO Industria 1: debe producir 895 266 272 unidades.
O Industria 2: debe producir 828 994 083 unidades.

Q Industria 3: debe producir 858 579 882 unidades.
-

/

preE—

Supdngase un sistema econdmico con tres industrias, representadas por 4, B, y C, con demanda interna y externa en miles de
unidades, dadas en la tabla 4.1. Calcular:

a) Matriz de tecnologia.

b) Matriz de Leontief. Tabla 4.1
2z . Demanda ..
¢) Laproduccion para mantener un mercado en equilibrio. interna Demanda | Produccion
Industria externa total
A B C
A 100 | 200 | 120 80 500
B 240 | 120 | 200 80 640
C 350 | 240 | 110 100 800

Solucion

Primero calculamos la matriz de tecnologia. Para esto tenemos la produccion total y la demanda por industria:

100 200 120

L 0.2000 0.4000 0.2400

240 120 200
A=l =0 0 a0 |7 | 03750 0.1875 03125
= 0.4375 03000 0.1375

800 800 800

~
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Ahora, con la matriz de tecnologia y el modelo de Leontief (4.7.2), calculamos la matriz de Leontief:

100 0.2000 0.4000 0.2400 0.8000 -0.4000 -0.2400
I-A=1 010 |-| 03750 0.1875 03125 |=| -0.3750 0.8125 -0.3125
001 0.4375 0.3000 0.1375 -0.4375 -0.3000 0.8625

Si realizamos los célculos correspondientes para la matriz inversa tenemos:

3280 2.203 1.691
(I-A)y'=| 2431 3.091 1.797
2473 2193 2.642

Por tltimo, calculamos la produccion por industria para mantener el equilibrio:

3.280 2.203 1.691 80 601.968
x=0-A)le=| 2431 3.091 1.797 80 |=| 621.466
2473 2.193 2642 )| 100 637.450

Es decir, para mantener la economia en equilibrio la produccion en este sistema de industrias es:

O Industria 4: debe producir 601 968 unidades.
O Industria B: debe producir 621 466 unidades.

O Industria C: debe producir 637 450 unidades.
- /

Ingenieria e informatica

Las aplicaciones a la ingenieria industrial estan dirigidas a la planeacion, la logistica y cadenas de suministro en una empresa o lo-
calidad. En esta seccion vemos una aplicacion a la logistica de la red de transito en una ciudad, con el fin de tener una medicion del
transito. Para esto tenemos los supuestos:

a) El flujo de transito que entra o sale de una calle o avenida son las variables que denotamos por x,.
b) La cantidad de puntos de interseccion (nodos) que seran analizados en la red esta denotada por 7.

¢) La condicién de equilibrio en la red: “Flujo que entra a un nodo es igual al flujo que sale del nodo”.

Con la notacién anterior, resulta que para cada uno de los 7 nodos, la ecuacidn es:
Nodo #: ¥, Flujo que entra al nodo = ¥, Flujo que sale del nodo, parai=1, 2,..., n. (4.7.3)

El problema consiste en realizar una planeacion del transito en una ciudad al conocer el flujo entre calles o avenidas y la cantidad de
nodos. De tal forma que sea posible minimizar el transito en una o varias de las calles de la red en analisis. En la practica, el problema
puede contener varias decenas de calles y nodos, para simplificar el desarrollo de la aplicacién consideraremos una cantidad pequefia
de estas.

Se tiene una red de transito como la que se muestra en la figura 4.2a, la orientacion de la flecha indica el sentido de circulacion
de los autos. Mientras que los valores en las flechas indican el flujo de transito que entra o sale de un nodo o interseccion entre
calles y avenidas y esta dado en vehiculos por hora. El problema consiste en determinar, jcual es la logistica de flujo en la red
para que el transito que circule en la calle Norte 16 entre Sur 39 y Sur 40 sea minimo? e indicar una estrategia de transito.
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700 k500 700 700 A 500 700
600 Y Y 400 600 Yn, 8 n, X, Y 400
Sur 40 Sur 40 Sur 40 Sur 40 (y
2 2 = = 2 =
g g1 g g x Lhx, £ |x
<} <) oy <} <} oy
Z Y z 4 ZyY z b4
700 Sur 39 Sur 39 300 700 Sur 39 X, Sur 39 X 300
- - 3 - - - n, - ns A Ng -
500y 400 y 600 500y 400 vy 600

a) Red de transito con flujo

Figura 4.2 Red de transito local entre dos y tres calles.

Solucion

b) Red de transito completa

Al considerar los supuestos de una red, debemos tener seis nodos, denotando por x; los flujos en la red, como se muestra en la

figura 4.2b. En cada nodo aplicamos la ecuacion de flujo (4.7.3):

Nodo 7,: 600 + 700 = x, + x,.
Nodo 7,: x, + 700 = 400 + x,.
Nodo 7 400 + x, = x, + x,.

Con estas relaciones, establecemos el sistema de ecuaciones lineales:

1 0100 0 01300 1 01 00 0 O
1 -1010 0 0| 500 0-1-110 00
0 -1001 0 Of 30| [0-1 0010 0
0 01 00 0 1|1200 00 1 00 0 1
0 0 01 0 -1 1| 400 00 0 10-11
0 0 001 -1 0| 300 00 001 -10
RDoR,-R, RPRMD-_RD
1 01 0 0 0 0]1300 1 01 0 0 O
01 1 -1 0 0 0| 800 01 1-1 0 0
0 01 -1 1 0 01100 | |0 01 -1 1 0
0 001 -1 0 1| 100 00 01 -1 0
000 1 0 -1 1| 400 000 01 -1
000 0 1 -1 0] 300 0000 1 -1
J O OB (O RO RM-pH

1300
-800
300
1200
400
300

1300
800
1100
100
300
300

oS O © © O (G

Nodo 7,: x, + x, = x, + 500.
Nodo n,: x, + x, =700 + 500.
Nodo 7. x;+ 300 =600 + x,.

1300
500
300

1200
400
300

01000
41 -10 0
0 -110
01 000
001 0 -1
000 1 -1
RIHRD-ED; B

x1+x3
x2+x3+x4
x3—x4+x5
x4—x5+x7

X — X

De la ecuacion 5 tenemos dos variables, una de estas es libre; eligiendo a x, como variable libre:

x6=tl
x5 =300 +t,
x, = x5 +2,=100

se sustituye en la ecuacion 5
se pasa a la ecuacion 4

A e ==

(2)
2

1300
800
1100
1200
400
300

1300 E-1
800 E-2
1100 E-3
100 E-4
300 E-5
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Se conoce el valor de x;, pero se desconoce x, y x,, entonces tenemos una variable libre, sea esta x:

X, =t se despeja x, en la ecuacion 4.
x,=100 - x; + x, se sustituyen valores de x, y x.
=100 ~1£,+ 300 + ¢, se simplifica.
x,=400+1 ~1¢, se pasa a la ecuacion 3.
%, =%, +x,=1100 se despeja .
%, = 1100 - x5+ x, se sustituye x,, x; y se simplifica.
x,=1200~¢, se pasa a la ecuacion 2.
%, + 2, = x,= 800 se despeja x,.
x, =800+ x, — x, se sustituye x,, x, y se simplifica.
X, =1 se pasa a la ecuacion 1.
% +x,=1300 se despeja x,.
%, =1300 - x, se sustituye x, y se simplifica.
x, =100 +1¢,

Hemos determinado que el sistema tiene solucién multiple. Sin embargo, no todas las soluciones encontradas satisfacen las
condiciones del problema. Una condiciéon muy importante es el signo, pues no puede haber soluciones negativas; es decir, todas
las x,> 0.

Solucion general: Solucién particular:
Se pide el minimo de x,, este se obtiene cuando ¢, es mini-
x,=100+¢, mo y £, s maximo. x, =500
X, =t Por otro lado, de x, 2 0y x, > 0 se concluye que ¢, =0, x,=0
%, =1200-1, valor minimo. %, =800
x, =400+1 —t, Para t,, de x, = 1 200 — £, > 0 resulta £, < 1 200. Pero x,=0

también estd relacionado en x, = 400 - ¢,, £, < 400. Enton-

x5 =300+ ces, de las dos acotaciones el valor maximo permitido en el %5 =300

X =t problema es ¢, = 400. Sustituyendo en la solucion general =0

%=t se obtiene la particular. x; =400
Conclusion

La solucion indica que la estrategia es cerrar el flujo de autos en Sur 39 y 40 entre Norte 16 y 17 (x, = x, = 0), al mismo tiempo
cerrar el flujo en Norte 16 entre Sur 39 y Sur 40 (x, = 0). Con esto se logra que el transito sea minimo en Norte 16.

S /

En general, en redes se tiene una gama amplia de aplicaciones de los sistemas de ecuaciones lineales. Por ejemplo, la red anterior es
de flujo minimo en una de sus ramas, también se pueden aplicar a redes de flujo maximo donde se requiere la minima distancia entre
un par de nodos particulares o cualquier par de nodos, etcétera.

Cadenas de Markov

En el capitulo 2 se revisan varias aplicaciones de las matrices, en particular la forma de encontrar las probabilidades estacionarias en
un proceso de Markov, donde su matriz de transicion, T, es regular. Para eso, se tiene que elevar la matriz de transicion a la potencia
n, hasta que permanecieran iguales todas las filas. En el capitulo 2 también se comenta que existe otra forma de encontrar la matriz
estacionaria de probabilidades p = (¢,,4,,-.., ¢,) mediante los sistemas de ecuaciones lineales. El siguiente teorema da soporte a esta
afirmacion.
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Matriz estacionaria. Sea un proceso de Markov con matriz de transicion regular T € M, , entonces existe una unica
matriz de probabilidades p = (¢,,4,,---, ¢,) € M, tal que pT =p.

Para la aplicacion del teorema 4.8, vamos a obtener el sistema de ecuaciones lineales que representa y es utili-
zado en la solucion de problemas.

El teorema 4.8 afirma que si T es una matriz regular, entonces la matriz estacionaria de probabilidades p se
encuentra al resolver el sistema de ecuaciones lineales pT = p = T’p’ = p’. Ademas, la matriz de probabilidades esta-
cionaria p debe cumplir la condicion de que la suma de todas sus componentes debe ser 1. Entonces, el sistema de
ecuaciones lineales que tenemos que resolver es:

gy t Pud, T oPyds o T P4,
Doty t Ppdy T oPpdy Tt b,24,

4
)

+

4.7.4)
plnql + pan2 + anq3 ot pnnqn = qn
q + q, + G A o F q, = 1

Al agrupar todas las variables ¢, g,,..., ¢, del lado izquierdo de las igualdades, el sistema (4.7.4) se puede representar

por:

(7, -Dg, + Py, T Pydy t o F b, =
oty + (py—1, Pypdy t o b4, = 0

+

(4.7.5)

n4 + D4, * Py + o+ (p,-Dg, = 0
q + q, + g A o q, = 1

Revisemos un ejemplo para ilustrar la aplicacion de este resultado.

e _

Resolver el ejemplo 2.16 utilizando el teorema 4.8.

Solucion

En el ejemplo 2.16 se pidi6 encontrar la matriz estacionaria, en este caso la matriz representa a los porcentajes de televidentes
que tendra cada una de las empresas después de un largo tiempo de mostrar peliculas de estreno y suponer que los porcentajes
de cambios de televidentes se conservan. La matriz de transicion estaba dada por:

0.90 0.06 0.04 0.90 0.40 0.30
T=| 040 055 005 | =T =| 006 055 0.04
0.30 0.04 0.66 0.04 0.05 0.66

Entonces, el sistema (4.7.5) para esta matriz de transicion esta dado por:

-0.10g, + 0.40¢, + 0.30g, =
0.06¢, 0.45¢, + 0.04¢; =
0.04¢, 0.05¢, - 0.34q, =

q t g9, t q; =

(4.7.6)

L
_ O o O




m Algebra lineal

El sistema (4.7.6) se puede pasar a enteros, si se multiplica el renglon 1 por 10 y los renglones 2 y 3 por 100, de lo que resulta
el sistema:
-q, + 49, + 3¢ =0
6, — 45¢, + 49, = 0
g % (8 4.7.7)
49, + 5S¢, — 34q, = 0
g + ¢ + gq =1
Al resolver el sistema (4.7.7) se tiene:
ICI (]
W94 2797 Y BT 10
- /

Algunas otras aplicaciones de los sistemas de ecuaciones lineales

Existe una gran variedad de aplicaciones de los sistemas de ecuaciones lineales, pero por la diversidad de los temas solo escribiremos
una breve descripcion de estos.

Programacion lineal

A mediados del siglo pasado surgi6 una de las aplicaciones mas importantes del algebra lineal, el método de optimizacion lineal
llamado método simplex. Con la creacion de este método se da inicio al estudio de la Programacion lineal. La programacion lineal es un
tema que ha tenido muchos avances en sus aplicaciones a partir de la Segunda Guerra Mundial, cuando existia escasez de productos
y material para la produccion. La programacion lineal esta constituida de procedimientos matematicos para determinar la asignacion
Optima de recursos escasos; es una técnica que encuentra su aplicacion practica en casi todas las facetas de los negocios, desde la pu-
blicidad hasta la planeacion de la produccidn. Problemas de transporte, distribucion y planeacion global de la produccién son algunos
de los objetos mas comunes del analisis de la programacion lineal.

La programacion lineal aborda una clase de problemas de programacion, donde tanto la funcidén objetivo a optimizar como
todas las relaciones entre las variables que corresponden a los recursos son lineales. El algoritmo para este problema fue formulado y
resuelto por primera vez en 1947 por George Dantzig. Se puede decir que rara vez una nueva técnica matematica encuentra una gama
tan diversa de aplicaciones practicas de negocios, entre las que destacan las comerciales e industriales, y a la vez recibe un desarrollo
tedrico tan exhaustivo en un periodo tan corto. Hoy dia, esta teoria se aplica con éxito a problemas de presupuestos de capital, disefio
de dietas, conservacion de recursos, juegos de estrategias, prediccion de crecimiento econémico y sistemas de transporte.

La base tedrica del método simplex esta fundamentada en el algebra lineal (la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales con
solucion multiple) y los conjuntos convexos, que resultan del conjunto solucion del sistema de ecuaciones lineales que se forma con las
restricciones del problema. El tema es muy importante, pero un poco extenso, por lo que la intencion de esta subseccion es dar a
conocer que en estudios superiores de la ingenieria industrial y la administracion de operaciones existe una aplicacion muy importante
sobre la teoria de los sistemas lineales con solucién multiple. Para entender los alcances de este tema se recomienda revisar cualquier
bibliografia referente a la investigacion de operaciones en la parte de programacion lineal.

Biologia

En investigaciones sobre genética se descubre que entre seres humanos se transmiten caracteristicas bioldgicas genotipo (contenido del
genoma especifico de un individuo en forma de ADN)), caracteristicas fisicas fenotipo, de apariencia y hasta de personalidad. Después
de intensos estudios se demostr6 que existe cierta relacion en los genes de los seres vivos y que esta es posible de modelar por sistemas de
ecuaciones lineales bajo 7 generaciones.

Con dichos estudios nace la ingenieria genética como una especialidad que utiliza tecnologia de la manipulacién y transferencia
del ADN de unos organismos a otros, y que permite controlar algunas de sus propiedades genéticas.
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Estadistica

En la busqueda de buenos estimadores de los parametros en estadistica inferencial, suele utilizarse un método propuesto por Euler que
lleva el nombre de minimos cuadrados. El método consiste en minimizar los cuadrados de los errores que se cometen cuando se lleva
a cabo una estimacion. En este método se plantea un sistema de ecuaciones lineales con respecto a los estimadores de los parametros,
sistema que se somete a los minimos cuadrados. Para ver detalles de este método se puede revisar alguna literatura sobre métodos de
estimacion de parametros. Asimismo, también se suele utilizar en los métodos numéricos cuando se busca minimizar los errores que
se cometen al realizar ajustes de curvas, etcétera.

Cadenas de Markov

En los procesos estocasticos existe una variedad de estos, aplicables a los negocios, curso de la bolsa de valores, predicciones sobre el
clima, inventarios, teoria de colas, etcétera. Este método fue propuesto por el matematico ruso Andrei A. Markov en 1906. El método
consiste en determinar mediante un sistema de ecuaciones lineales las probabilidades que tendran los sucesos en estudio después de
un largo tiempo.

m Solucion de sistemas de ecuaciones lineales con Matlab

En el presente capitulo se revisan diferentes métodos para obtener la solucion de un sistema de ecuaciones lineales. El paquete Matlab
ofrece varios comandos para resolver un sistema de ecuaciones lineales Ax =b en cualquiera de las tres opciones de solucion. Ademas,
también es posible programar funciones propias que proporcionen la solucion al sistema dado. El uso adecuado del paquete Matlab en
la solucion de sistemas de ecuaciones lineales es fundamental, puesto que las ventajas de su uso radican en la velocidad de los calculos
y en que la mayoria de los modelos matematicos de situaciones reales implican una gran cantidad de calculos que deben hacerse en
el menor tiempo posible.

La seccion sobre el uso del paquete Matlab para resolver sistemas de ecuaciones lineales la hemos descompuesto en dos. En la
primera vemos como utilizar los comandos, hasta el momento estudiados en los tres capitulos previos, para programar las funciones
que proporcionen la solucion a los sistemas revisados en este capitulo. En tanto, en la segunda parte vemos con detalle los comandos que
proporciona Matlab para resolver los sistemas de ecuaciones lineales.

Programacion en Matlab para la solucion de sistemas de ecuaciones

En los capitulos previos se revisa una lista de comandos y funciones relacionadas con las matrices que en este capitulo utilizaremos
para dar respuesta a los sistemas de ecuaciones lineales. Entre muchos otros comandos revisamos: rref (A), inv (A) y det (2),
que permiten llevar a cabo la ardua labor de calcular matrices escalonadas reducidas, matrices inversas y el determinante de una
matriz, de manera respectiva. Todos estos comandos se pueden emplear para determinar la solucion de un sistema de ecuaciones
mediante el método con reducciones gaussianas-matrices equivalentes, mediante el método con la matriz inversa y/o el método de
solucién con determinantes.

A B N\
Resolver el sistema de ecuaciones del ejemplo 4.6 con Matlab, con el método de la matriz inversa.
x + 2x, + x =) 1 21 0 )
T N B2 T R
x, + % - 2x, = 4 1 01 -2 4
=55 W Ay + 2x, = 0 120 2 0

Solucion

En este caso, se declaran las matrices A y b en el PROMPT de Matlab y la solucion del sistema es x = A~'b.
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>>A=[1210;0211;1 01 -2;,-120 2]; b=[2;-1;4;01;
>>x=inv (A) *b $Instruccidén para determinar la solucién del sistema
X ==2

4

-4

-5

N

/

En caso de aplicar el método de Cramer para un sistema de ecuaciones lineales con A € M y solucion unica, resulta necesario declarar

n+ 1 matrices. Asi que lo mas conveniente es realizar un programa que lo haga en forma automatica.

e

Desarrollar una funcion con los comandos de programacion en Matlab que obtenga la solucion de un sistema de ecuaciones
lineales cuadrado mediante el método de Cramer. Introducir la matriz del sistema del ejemplo 4.6 resuelto por el método de la
inversa y comparar los resultados:

121 0 2
ac| 021 1 |t
101 -2 4
120 2 0

Solucion

Se desarrolla una funcion que recibe como argumentos de entrada la matriz A y b, y como salida proporciona la solucion del
sistema cuando este tiene solucion unica.

Funcion Cramer

function [ ] = cramer (A,Db)

function cramer (Matriz A, b)

Parametro: recibe la matriz cuadrada de coeficientes del sistema A, y
la matriz de términos independientes b

o° o© o° o°

Salida: Proporciona la solucién del sistema cuando esta es Unica.
= size(A,1); % Devuelve Del numero de renglones de la matriz A.
= size(A,2); % Devuelve Del numero de columnas de la matriz A.
= size(b,1); %
ormat rat
if ((m-n) ~=0)
error (‘Introduzca una matriz cuadrada’)
elseif (det(A))==
error (‘E1 sistema no tiene solucidn unica’)
elseif (n~=q)

Devuelve Del nUmero de renglones de la matriz b.

HhQ B3

error (‘Error en el orden de las matrices A y b’)
end
disp(' El sistema tiene solucidn unica dada por:’)
determinante=det (A) ;
for i=1:n
C = A(:,1)
A(:,1)=b;

; % La Lcolumna i de A la almacena en C
% En la columna i de A escribe la matriz b

~
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x = det (A) /determinante;
disp([‘ X’,num2str(i),’ = ‘,num2str(x)])
A(:,1)=C; % Regresa la columna original i de A, almacenada en C.
end
end

Resultados en Matlab al ejecutar la funcion

> A=[1210; 0211; 101-=-2;-12202]; b=[2;-1;4;0];
>> cramer (A, b)
El sistema tiene solucién tnica dada por:

X1 = -2
X2 = 4
X3 = -4
X4 = -5
(& J
T ) B

Utilizar la funcion Cramer desarrollada en el ejemplo anterior para resolver el ejercicio 2 del ejemplo 4.7, cuya matriz de coefi-
cientes del sistema y de términos independientes son:

01 -1 4
A= 2 1 2 |[b=0
1 -1 0 5

Solucion

Se introducen las matrices A y b correspondientes al sistema de ecuaciones lineales y se ejecuta la funcion.

>> A=[0 1 -1;2 1 2;1 -1 0]; b=[4;0;5];
>> cramer (A, Db)
FEl sistema tiene solucidén unica dada por:

X1 = 4.6
X2 = -0.4
X3 = -4.4

(& J

Los métodos de la matriz inversa y el de Cramer tienen la desventaja de que solo se aplican a sistemas cuadrados con solucion Unica.
Como se menciono antes, el método aplicable a cualquier tipo de solucion (inica, sin solucién o multiple) del sistema es el método de
Gauss-Jordan. En el siguiente ejemplo se programa en Matlab una funcion que utilice el método de Gauss-Jordan, donde se emplean
las funciones que se presentan en la tabla 4.2.

Tabla 4.2

Funcién de Matlab (Qué hace?
>>rank (A) Devuelve el rango de la matriz A.
>>any (&) Si A es una matriz fila o columna, entonces devuelve 1 si cualquiera de las componentes de A es
Funcién ldgica que se diferente de cero, de lo contrario devuelve 0. Se puede utilizar con relaciones <, >, =, etcétera.
utiliza con Si A no es una matriz fila o columna hace lo mismo de arriba, pero por columna, entonces
if .. else (elseif) devuelve una matriz fila con la busqueda por columnas.
end
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find (A, k, "first’)
find (A, k, " last’)
%k natural

Etc.

buscar por fila y columna, etcétera.

Funcién de Matlab {Qué hace?
>>all (A) Similar a la funcién any, pero todas las componentes deben ser diferentes de cero o compara-
bles con la relacion propuesta.
>> find (A) Halla indices de arreglos de valores 16gicos o diferentes de cero y pone la posicion de la com-

ponente, puede proporcionar los primeros k, los ultimos # elementos. La numeracién es por
columna. También pone el indice si se buscan elementos que cumplan alguna relacion, como
mayor, menor, etcétera. Puede buscar el indice por fila (r), columna (c), vector, etcétera. Puede

pre—

sistema:

Funcion Gauss

Desarrollar una funcién con el empleo de los comandos de programacion en Matlab que determine el tipo de solucion del

a) En caso de ser solucion unica que proporcione el conjunto solucion.
b) Sino tiene solucion el sistema, que muestre el mensaje que no hay solucion.

¢) En caso de ser solucion multiple que despliegue en pantalla el nimero de variables libres y que las enliste junto con la
matriz escalonada reducida del sistema.

function [ ] = gauss

o© o° o©

m = size(A, 1); %
n = size (A, 2); %
q = size(b, 1); %
rA = rank(A); %
C = [A, b]; %
rC = rank(C); %

format rat

E = rref (C);
ME = rref (A);
if (m~=q)

o

elseif rA < rC

elseif n == rC

for i=1:n

x=zeros (1, m);
for i=1:m

if Ri~=0
% (1)=Ri;
end

Ri=find (ME (i,

(A, b)

function gauss (Matriz A, D)
Parametro: recibe las matrices del sistema A y b
salida: Proporciona la solucién del sistema.

Devuelve el numero de renglones de la matriz A.
Devuelve el numero de columnas de la matriz A.
Devuelve el numero de renglones de la matriz b.
Devuelve el rango de la matriz A.

Forma la matriz ampliada del sistema.

Devuelve el rango de la matriz ampliada C.

Devuelve la matriz escalonada reducida de la matriz ampliada C.

error (' Error en el orden de las matrices A y b’)
disp(' E1l sistema no tiene solucién’)

disp(' El sistema tiene solucidén Gnica, la solucidn es:’)

disp([' X',num2str(i),’” = ‘,num2str(E(i,n+1))])
end
elseif rA == rC

fprintf (' El sistema tiene solucién miltiple con %d variables libres \n’, n-rC)

), 1)

~
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end
for j=1:n
y=(x==]) ;
if any(y)==0
fprintf (' X%d es una variable libre.\n’, 7J);
end
end
disp(‘La matriz escalonada reducida [A|b] es:’)
disp (E)
end

end

T - N

Utilizar la funcion Gauss para resolver:
a) Elsistema del ejemplo 4.9 cuya solucion es tnica.
b) Elsistema del ejemplo 4.11 el cual no tiene solucion.
¢) Elsistema del ejemplo 4.19 el cual tiene solucion multiple.

Solucion

Se introducen las matrices A y b correspondientes al sistema de ecuaciones lineales en cada caso y se ejecuta la funcion.

a) > A=[1210;0211;101-2;, -120 2]; b=[2; -1;4;0];
>> gauss (A,b)
El sistema tiene solucidn unica, la solucidn es:

X1l = -2
X2 = 4
X3 = -4
X4 = -5

b) | 5> a=[1 -1 1; 21 -1; 1 2 -2], b=[-2;5;0]
>> gauss (A, b)
El sistema no tiene solucién

) > A= [1200-11;121-110;001-101;122-2111; b=[4; 2; -2; 01";
>> gauss (A, b)

El sistema tiene solucién multiple con 3 variables libres

X2 es una variable libre.

X4 es una variable libre.

X6 es una variable libre.

La matriz escalonada reducida [A|b] es:

12000 0 4 12000 0] 4
001101 -2 001101 |2
0o00O0T1-10 000O01-1]0
000O0O0OTO0O O 000O0O0TUO]|DO
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Uso de comandos de Matlab en solucion de sistemas de ecuaciones

Como se puede apreciar en el caso de que el sistema tenga solucion multiple, atin serd necesario obtener el conjunto solucion del
sistema a partir de la matriz escalonada reducida [A |b], lo cual resulta poco practico. Sin embargo, Matlab tiene la ventaja de contar
con un sistema de algebra computacional SAC (CAS, computer algebra system) denominado MuPAD, el cual es una calculadora avan-
zada que permite realizar operaciones entre matrices y resolver sistemas de ecuaciones (entre otras muchas aplicaciones que presenta)
con la ventaja de que la visualizacion de los resultados en este caso para la solucion de los sistemas puede ser proporcionada en su
representacion vectorial (como se trabaja en el texto) o en funcion de las variables libres. Para acceder a la interfaz de MuPAD es a
través de la pestafia APPS y se da clic en el icono de MuPAD, como se muestra en la figura 4.3.

Figura 4.3 Barra de mens en la pestaiia APPS de Matlab.

La ventana de trabajo de MuPAD se presenta en la figura 4.4. En esta ventana se puede escribir texto comtn y comandos predefinidos
en una calculadora donde se pueden realizar una gran serie de calculos, desde sumas, limites hasta derivadas e integrales, ecuaciones
diferenciales, etcétera. Para los objetivos del texto, a continuacion vemos un bosquejo sobre la solucion de los sistemas de ecuacio-
nes lineales.
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Figura 4.4 Ventana de trabajo de MuPAD de Matlab.

A continuacion describimos de manera breve ambas opciones de esta ventana.
Para escribir texto en la ventana se debe insertar este modo de trabajo, esto se puede realizar de diferentes formas:

a) Iralment Insert y después elegirla opcién TextParagraph (véase figura 4.4).
b) Presionar el boton § (véase figura 4.4).

c) Presionar la combinacion de teclas Ctrl - T .

En esta opcidn, se puede trabajar el texto al elegir la fuente y formato que se le quiera dar con las opciones correspondientes disponi-
bles en MuPAD.
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Para hacer calculos en la ventana se debe insertar este modo de trabajo, de diferentes formas:

a) Iralmentu Insert y después elegir la opcion Calculation (véase figura 4.4).

b) Presionar el boton | 4, (véase figura 4.4).

c) Presione la combinacion de teclas Ctrl - | .

En esta opcion, se puede hacer una gran variedad de calculos, pero sin salir del corchete que aparece al seguir alguna de las opciones
indicadas antes (véase figura 4.4). Fuera del corchete lo que se escriba sera solo texto. En general, los comandos se pueden introducir:

a) De manera automatica al seleccionar una instruccion de la barra de comandos (Command bar) que aparece a la izquierda de la
pantalla de MuPAD en la figura 4.4.

b) Si conoce la sintaxis de los comandos, en este caso es de mucha utilidad consultar la barra de menu ayuda (Help) o presionar el
boton | i | (véase figura 4.4).

Cuando se capturan los comandos dentro del corchete, estos se muestran en rojo y los resultados de su ejecucion se obtienen al dar
“clic” dentro del corchete de calculation y aparecen en azul. A diferencia de la parte de texto, utilizar Calculation requiere de cono-
cimientos matematicos y de los comandos. Aqui solo nos concentramos en las opciones mas sencillas para resolver los sistemas de
ecuaciones lineales Ax =b.

Forma 1. Funcién solve para resolver sistemas de ecuaciones lineales con MuPAD

La funcion solve es quiza la forma mas natural para resolver los sistemas de ecuaciones lineales, ya que coincide con el nombre que
se le asigna a la funcion que resuelve ecuaciones o sistemas de ecuaciones en la gran mayoria de los paquetes matematicos para resol-
ver ecuaciones, 0 como se desea en este momento, sistemas de ecuaciones lineales. La sintaxis se muestra a continuacion.

Solve

Sirve para resolver ecuaciones, sistemas de ecuaciones lineales y no lineales; bajo ciertas modificaciones en el nombre se puede utilizar
para resolver ecuaciones diferenciales, etcétera.

Debido a la gran diversidad de problemas que se pueden resolver con esta funcion, existen diferentes formas de escribir sus argu-
mentos, aqui utilizaremos la mas directa y sencilla de estas para los sistemas de ecuaciones lineales.

solve([ecsl, ecs2,-,ecsm], [x1l,x2,,xn])

Donde ecsi es 1a i-ésima ecuacion,; x; es la j-ésima variable.

T N

Utilizar solve de MuPAD para resolver:

a) Elsistema del ejemplo 4.9, que tiene solucion Unica.
b) Elsistema del ejemplo 4.11, que no tiene solucion.

c) Elsistema del ejemplo 4.19, que tiene solucion multiple.

Solucion

Utilizando la funcion solve en la ventana de MuPAD en modo calculation:

a) Sistema de ecuaciones ejemplo 4.9.

solve ([x1+2*x2+x3=2, 2*x2+x3+x4=-1, x1+x3-2*x4=4, -x1+2*x2+2*x4=0], [x1, x2, x3, x4]).
{[x1 = -2, x2 =4, x3 = -4, x4 = -5]}

Comentario. Este resultado muestra que la solucién es tinica con los valores para cada variable indicados entre llaves y corchetes.
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b) Sistema de ecuaciones ejemplo 4.11.

solve ([x1-x2+x3=-2, 2*x1+x2-x3=5, x1+2*x2-2*x3=0], [x1,x2,x3]).
?

Comentario. Este simbolo como resultado nos indica que el sistema no tiene solucion.

¢) Sistema de ecuaciones ejemplo 4.19.

solve ([x1+2*x2-x5+x6=4, x1+2*x2+x3-x4+x5=2, x3-x4+x6=-2,
x1+2*x2+2*x3-2*x4+x5+x6=0], [x1, x2, x3, x4, x5, x6]).
[x1 =4 -2 2z, x2 =12, x3 =21 - 22-2, x4 =121, x5 =22, x6 = z2]

Comentario. Este resultado indica que tenemos solucion multiple y las variables libres son denotadas por z, z1 y z2.

En la figura 4.5 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.
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Figura 4.5 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 4.38.
N /

Forma 2. Funcion 1inalg: :matlinsolve para resolver sistemas de ecuaciones lineales
con MuPAD

La funcién linalg: :matlinsolve es otra variante que presenta MuPAD para resolver los sistemas de ecuaciones lineales. La
sintaxis se muestra a continuacion.

linalg::matlinsolve (A, b)

Donde A es la matriz de coeficientes del sistema y b la matriz de términos independientes del sistema. Pero las matrices A y b no se
capturan como se realizo en la ventana de comandos de Matlab, se debe hacer de la siguiente forma.

a) Primero, declarar la funcion para el dominio de las matrices que se van a utilizar, sin esto no se activa la funcion
linalg::matlinsolve (A,Db).

Nombrede la funcidén:=Dom: :Matrix (Dom: :Real)

Por ejemplo, DM:= Dom: :Matrix (Dom: :Real) (DM nombre para el dominio que se asignara a las matrices).
b) Las matrices se deben capturar al colocar entre corchetes cada fila de la matriz separadas por comas. Ademas las filas también se

capturan entre corchetes y se separan las componentes de 1a fila por comas. Por ejemplo la matriz A = ( § 12 ] , se captura:
[[2/ 11/ [3/ _2]1 -

c) Para que se pueda utilizar la funciéon 1linalg: :matlinsolve la matriz debe estar en el dominio declarado. En este ejemplo
para poder utilizar la matriz A, debe definirse en el dominio establecido como DM:

A:=DM([[2, 1], [3, -2]1)
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Antes de resolver un ejemplo, podemos aclarar dos particularidades de esta funcion.

1. La funcion proporciona la solucion en forma matricial.

2. Existen dos formas de introducir las matrices. En esta parte estamos haciéndolo por los coeficientes. Después vemos otra forma
de resolver los sistemas, donde volveremos a utilizar esta funcion, pero las matrices se capturan con las expresiones, como se
realiz6 con la funcion solve.

T } N

Utilizar 1inalg: :matlinsolve de MuPAD para resolver:

a) Elsistema del ejemplo 4.9, que tiene solucion Gnica.
b) Elsistema del ejemplo 4.11, que no tiene solucion.

¢) Elsistema del ejemplo 4.19, que tiene solucion multiple.

Solucion
Utilizar la funcién 1inalg: :matlinsolve en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

a) Sistema de ecuaciones ejemplo 4.9. Las matrices del sistema son:

1 21 0 2
ac| 021 1 |y |-
101 -2 4
120 2 0

Capturamos dentro del corchete de Calculation la funcién del dominio y las matrices con este dominio, para después aplicar
la funcién 1inalg: :matlinsolve.

DM: = Dom::Matrix (Dom::Real)
A::DM([[ll 2/ 1! OJI [OI 2/ 1! 11/ [ll OI 1! _2]1 [_ll 2/ OI 2]]); b::DM([2I_1I 4! O])
linalg::matlinsolve (A, Db).

En la figura 4.6 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

m
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Figura 4.6 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 4.39a.

Comentario. El resultado nos muestra que la solucion es tnica con los valores para cada variable indicados entre paréntesis.
Es decirx,=-2, x,=4, x,= -4y x,= 5.
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b) Sistema de ecuaciones ejemplo 4.11. Las matrices del sistema son:

1 -1 1 -2
A2=| 2 1 -1 |yb2= 5
1 2 =2 0

Capturamos dentro del corchete las matrices, ya que la funcion del dominio esta activa.

A2:=p™M([[1, -1, 11, [2, 1, -11, [1, 2, -2]1); b2:=DM([-2, 5, Q])
linalg::matlinsolve (A2, b2).

En la figura 4.7 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

b) Sistema de ecuaciones Ejpmplo 4.1

(172
(3)

g4 smatlansolve (AT, B)

Figura 4.7 Salida en la ventana de | "
MuPAD del ejemplo 4.39b.

Comentario. El resultado [ ] nos indica que el sistema no tiene solucion.

¢) Sistema de ecuaciones ejemplo 4.19. Las matrices del sistema son:

1200 -11 4
a3=| 121 -1 10| 4 |2
001 -1 01 -
122211 0

Capturamos dentro del corchete las matrices, ya que la funcion del dominio esta activa.

A3I:DM([[1/ 2/ 0/ O/ _lr 1}, U—l 21 1l _ll ll O]I [OI OI 1! _lr Or 1}, [ll 21 21 _21 ll l]]);
b3:=DM ([4, 2, -2, 0]);
linalg::matlinsolve (A3, Db3)

En la figura 4.8 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.
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Comentario

El resultado indica que el sistema tiene solucién multiple. La primera matriz columna dentro de los corchetes externos es la
matriz de términos independientes de la solucion, no tiene variables libres. Mientras que las otras tres matrices dentro de los
corchetes internos representan a las matrices de las variables libres. Es decir, la solucion es de tipo R3, falta que se compare la
solucion con la obtenida en el ejemplo 4.9, para ver que son iguales.

S /

Forma 3. Funcién 1inalg: :matlinsolve con las expresiones para resolver sistemas de ecuaciones

Ya se comento antes que esta funcion 1inalg: :matlinsolve también tiene la opcidn de capturar la matriz A, con las expresiones
de las ecuaciones en lugar de los coeficientes. La sintaxis se muestra a continuacion.

linalg::matlinsolve (A)

En donde no se declara primero el dominio de A, pero debe utilizarse la funcion:

linalg::expr2Matrix (matriz de las ecuaciones)

La matriz de las ecuaciones se captura entre corchetes, separando las ecuaciones con comas.

T N

Utilizar la funcion 1inalg: :matlinsolve de MuPAD con las ecuaciones para resolver el sistema del ejemplo 4.19.

Solucion
Dentro del corchete de Calculation se define la matriz y ejecuta la funcion linalg: :matlinsolve (A).

A:=linalg::expr2Matrix ([x1+2*x2-x5+x6=4, x1+2*x2+x3-x4+x5=2,
x3-x4+x6=-2, x1+2*x24+2*x3-2*x4+x5+x6=0])
linalg::matlinsolve (A)

En la figura 4.9 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.
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Comentario. Podemos observar que el resultado coincide con el ejemplo 4.39c.

S /

Con esta funciéon linalg: :matlinsolve (A) también podemos agregar las variables del sistema en otra matriz x, para que en la
respuesta aparezcan las variables libres. Las variables que se presenten en x pueden ser cualesquiera, incluso las variables utilizadas en A.

Utilizar la funcién 1inalg: :matlinsolve de MuPAD con las ecuaciones y variables del sistema para resolver el sistema de
ecuaciones del ejemplo 4.19.
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Solucion

Dentro del corchete de Calculation se definen las matrices A y x y ejecuta la funcion 1inalg: :matlinsolve (A, x).

A:=linalg::expr2Matrix ([x1+2*x2-x5+x6=4, x1+2*x2+x3-x4+x5=2, x3-x4+x6=-2,
xX1+2*x2+2*x3-2*x4+x5+x6=0])

x:=[tl,t2,t3,t4,t5,t6]

linalg::matlinsolve (A, x)

En la figura 4.10 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.
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-_l::- . ‘--In.- wm '] ']
| 1 &I @ |
R
- I 1 & F
e B B
Figura 4.10 Salidaen la |,, ol
ventana de MuPAD del -
=
ejemplo 4.41.

Comentario. Podemos observar que el resultado coincide con los ejemplos 4.19, 4.39¢ y 4.40. Pero en esta ocasion se agregan
las tres variables libres resultantes t2, t4 y t6. Queda por escribir la solucion en forma matricial y separar las matrices segtin las
variables libres y términos independientes.

S /

Solucién de sistemas de ecuaciones con parametro k

La solucion de sistemas de ecuaciones en donde aparece un parametro &, también se pueden resolver con los comandos de Matlab o
con MuPAD.

Forma 1. Funciéon linalg: :gaussElim para reducir sistemas de ecuaciones parametro k

La funcion 1linalg: :gaussElim(A) es otra funcion que presenta MuPAD para llevar una matriz, A, a su forma escalonada, in-
cluso cuando la matriz tiene literales, lo cual facilita en gran medida los calculos necesarios para dar solucion al problema. La funcion
del argumento debe capturarse como matriz a través de la funcion

matrix ([ [filal], [fila2],-, [filam]])

Donde las filas de A también se separan por comas al igual que sus componentes.

T ) N

Utilizar MuPAD para obtener la matriz escalonada del problema del ejemplo 4.26.
Solucion

Declaramos la matriz ampliada del sistema y utilizamos la funcion para las reducciones.

Ab:= matrix([[5-k, -2, -1, 11, [-2, 2-k, -2, 21, [-1, -2, 5-k, 111)
linalg::gaussElim (ADb)
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En la figura 4.11 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

W
i
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f3=k T =1 1}
[ 13-k -1 |
| =1 =3 F=der)
sty ke ] L&
L1-k =1 -
B -3 &=k ]
B ) 0 F=tk§=k/

Figura 4.11 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 4.42.

Comentario. Podemos observar que el resultado muestra la matriz escalonada, donde, al igual que se hizo en el ejemplo 4.26,
se analizan los dos resultados para k, &> — 6k = k(k— 6) = 0.

S /

Forma 2. Uso del determinante para resolver sistemas de ecuaciones cuadrados con parametro k

Como se ha visto hasta aqui, la ventana de comandos de Matlab proporciona la opcion de trabajar con literales, a través del comando
syms. El siguiente ejemplo se utiliza para resolver sistemas de ecuaciones, en donde la matriz del sistema contiene un parametro.

o ) N

Utilizar los comandos de Matlab para obtener los valores del parametro £ que hacen cero al determinante del sistema del ejem-
plo 4.26.

Solucion
En la figura 4.12 se muestra la secuencia de pasos para obtener la solucion.

EHmmENG WYIndow
% ByTE
»x L= [B=f =3 =1i5=3 J=k =F; =1 =3 S=K);
¥ Alspides (A}
= E°3 & LITETI = IHTK

*» digpisolveidec ikl ]

o

]
£

Figura 4.12 Salida en la ventana de Matlab del ejemplo 4.43.

Comentario. Podemos observar que el resultado muestra los valores de £ que hacen cero al determinante £#= 0y k= 6 con mul-
tiplicidad dos, solo falta analizar cada uno de estos para ver qué tipo de solucion tiene el sistema.

& /

Solucion de sistemas de ecuaciones no lineales

MuPAD también presenta la ventaja de que puede resolver sistemas no lineales, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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pHISPT T N

Utilizar MuPAD para resolver el sistema del ejemplo 4.28.

Solucion

Capturamos de manera directa la matriz con las ecuaciones del sistema dentro del argumento de la funcién 1insolve.

linsolve([2*sin(a)-cos (b)+3*tan(g)=3,4*sin(a)+2*cos(b)-2*tan(g)=2,
6*sin(a)-3*cos (b)+tan(g)=9])

En la figura 4.13 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

i - == Wiotebookd" - MuPAD
Flle Edl View f'ﬂ.lhli‘llr‘- W] Foemal  Malehook ‘Windos  Falp
A o e A R 0 5| oo s o =3
| 1imschee ] [T¥alna]- i (O} +3%rEn {g) =3, 4 8 1n (Al +I*coa [h)=2*Tan () =7, §*518 (4 )=1"003 (b)) ~can[g)=9] )
| feaa b = =1, winfa) = I, sag] =0

Figura 4.13 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 4.44.

Comentario. Podemos observar que la solucion del sistema se obtiene con sen(a) =1, cos(b) =—1 y tan(g) = 0, solo falta despejar
a los angulos y representar la solucion en forma periddica.

S /

Como se puede observar, MatLab y MuPAD se complementan ampliamente, todo depende de los calculos que se desee realizar y de
la forma en que mas convenga obtener (visualizar) los resultados.

Es muy importante que cuando se comparen los resultados al resolver un problema de soluciéon multiple con Matlab y sin este, se
tenga en cuenta la nota siguiente.

| En los capitulos 6 y 7 se aborda un tema que muestra cuando dos conjuntos de matrices son equivalentes. Es
| decir, cualquier matriz del conjunto 1 se puede representar mediante las matrices del conjunto 2 y viceversa. Con
' esto se justifica que, segiin la forma en como se llevo a cabo el escalonamiento, las matrices de las variables libres
pueden diferir. Por ejemplo:

7

3 14
Elresultado #| 1 | esequivalente a tener £*| 1

6 12

2

En este caso resulta sencillo entender que ¢* = gt , pero en otras situaciones no sera tan sencillo encontrar la relacion. Por

eso, en caso de no coincidir las matrices hay que verificar y probar que los resultados son correctos sin necesidad de llegar
al resultado que muestre Matlab.

Para finalizar el capitulo tomemos en cuenta que el paquete Matlab es una herramienta computacional muy fuerte, por consiguiente
existen otras formas, comandos y funciones que pueden emplearse para la solucion de los sistemas de ecuaciones lineales. Aqui mos-
tramos solo las que nos parecen mas directas y simples.

Ejercicios con Matlab

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales con MuPAD. Cuando la solucidn sea multiple proporcione el resultado en su
forma matricial.
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Sxp + 2%y - x = 2 —4x, - x, — 2% - 3x, + 6x, + Tx; = 0
L2y + 6x, + % =7 g 2%, - 3x, + x - 2% + 4x, = 3
* - Ty = 10 - 6x, + 2%, + 3y, + x = =2
4x, - 2%+ x, + 3%, = 0
x + 3x, + 4x, - x, = -3
2. 2% o+ 2%, - x = 8 x - 3x, + 4x; + Sx, =0
x + 3x, -3, =0 9 -2x, - x, + 8, + 2%, = 0
- 5x, + 5x; + 514 =0
“Tx o+ %+ 2%y = 4x, - 8x, - 4x, + 7, =0
3. Sy, + Tx, - 2x, =0
¥ - 4x, + 6x, = 0 ¥ + x, + 3x, - Sx, =
10 -3x - 2x, + 9x, - Sx, = -
4 ¥ - 2x, + 8x; — 5x, + 6x; = -2 2 - 9x, — 5%, + 3x, _
2y ot 4 - x - % =1 5x, — 6x, + 2x, + 1, = 2
o+ 2% - ox o= 11 S . . .
5 o 3 11. Resuelva los 14 ejercicios que se incluyen en la serie de ejer-
e B S B cicios 4.4 con Matlab y compare los resultados en su forma
3% + x, = -11 matricial.
12. Resuelva los 16 ejercicios que se incluyen en la serie de ejer-
—dn 4 3w, - 24 = cicios 4.5 con Matlab y compare los resultados.
=5x, - 4x, - x, = 4
6.
-3x + 4x, - 5x; = 8
- 3x dx, + x, = -6
3¢, + 2x, - 6x; + 3x, - 6x;, = 4
. 2y, - x, - A4x, - 3x =5
- x + 3% + 5x, - 3x, = -2
6x, - 2% + 2x, - Sxg = -7
L] L] (]
EjeI‘CICIOS de repaso
4.1 ;Cuando un sistema de ecuaciones lineales tiene solucion 4.6 Explique si es cierto que en cualquier sistema de ecuacio-
unica? nes lineales siempre es posible decir desde el inicio qué tipo
4.2 ;Cuando un sistema de ecuaciones lineales es inconsis- d.e solucién tiene, ya que en caso contrario no se puede ini-
ciar a resolver.
tente?
. ) ) ) ) 4.7 (Qué es la ecuacion de inconsistencia y para qué sirve?
4.3 ;Cuando un sistema de ecuaciones lineales es consistente? ) ) i .
4.8 Explique por qué en un sistema homogéneo nunca puede
4.4 En el caso de solucion multiple, ;qué indican las matrices aparecer la ecuacion de inconsistencia.
i6n? . . .
sl sl 4.9 Dados dos sistemas de ecuaciones lineales A;x = b, y

4.5

(Qué se requiere para conocer el tipo de solucion de un
sistema lineal de ecuaciones?

A,x=b,, con respecto a su solucion, ;cuando se puede de-
cir que son equivalentes?
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4.10

4.11

412

413

4.14

Explique si es cierto que dos sistemas de ecuaciones linea-
les son equivalentes, si sus soluciones son proporcionales.

Explique si es cierto que una solucion es trivial cuando re-

sulta de resolver un sistema 2 x 2, ya que es el sistema mas
sencillo de resolver.

(Es cierto que un sistema de ecuaciones lineales es homo-
géneo, cuando todas sus ecuaciones son proporcionales?

Explique si es cierto que la regla de Cramer se puede apli-
car a cualquier sistema cuadrado.

(Cuando un sistema de ecuaciones no lineales se puede re-
solver como un sistema lineal?

Ejercicios con grado de dificultad uno

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, escriba la
solucion multiple en forma matricial.

4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

421

+ x, = 6
+ 4x, = 4

X, — % = 1
x + 2z, =0
g = 2x2 + x, = 2
n + 2x, - x =0
-x - X, + 2x3 = 7
v - 2x, + x =38
2%, + 4x, - 5x, = -8
2%, — 3x, + 3x, = 12
26 + 2x, - x, = 8
26, - x, - x, = -4
-x + 3x, + 2x, = 17
dx, + 9%, + x = 19
le + x, - x = =5

422

423

4.24

4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

4.30

4xI - x
2%, - 1x,
-2x, + 3x,

)
4xI - 7x2
2%, + 3,
%5

2%, - 2,
=2x, + x,
=g o

¥ + Sx
=2 4 5%
¥ + 2x
¥ - 2x,
2x1 - 9x2
2
A = 3,
-x + 5x,
3x, + 2x,
2%, + 4x,
2%, + Tx,
X ot ox,
AN I
R gy =
=5 2x2
oW 5
=2x, + Tx,
—ZxI +  x,
¥ - 2x,
2xl - 2x2
4x, - 6x,
X

+ 2%, = 4
- 10x, = 10
- 2x, = -6
+ 2x3 =
+ 2%, = 6
- 2%, = A4
+ Zx3 =)
+ x =6
+ ldx, = 5
+ 2x, = A4
+ 2%, = 5
+ x = -2
+ x = 3
- 2, = 4
+ 6x, = -7
- 2x, = 3
- 6x, = 10
+ 2%, = 21
- 3x, = -l4
- x =1
- x =1
- x,

X 3 ar X 4 aF
Uiz = &y F
+ x5 - %
+ 2z, B
+ 2x3 = &

+ 2x3 = i
-

+ 3x, — 2,
- 3 + x
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x - x +t 2% - x + x =0
- x - % =0
3 5
4.31
X, + % + x =0
% + %, - 3%, + x, - 20, = 0

Encuentre el valor de % para que los sistemas de ecuaciones si-
guientes tengan:

a) solucion tnica
b) infinidad de soluciones

¢) no tenga solucion

2% + 5 = 4
4.32 (k+2)x, + X, =
k(k=2)x, = 0
SO = 4
433 kx, + X, =
k(k+3)x, = 0
i A i, =0
4.34 (k+2)x, + x, = 0
k(k+5)x, = 0
H =6 3x, = 12
4.35 7y bx, = k-8
(k=1)(k=3)x, = (k-1)(k-4)
ke, + 3x, + X, = 4
4.36 x, + 6x, = 2k+1
—k(k=5)x, = k(k+5)
i A Tx, + (k+2)x, = 4
4.37 (k+2)x, = 3
(k=2)(k+2)x, = 6(k+2)
4.38 Suponga un sistema economico con tres industrias, donde
tenemos las siguientes matrices de tecnologia y demanda
externa:
0.25 0.25 0.20 250
A=]| 035 020 025 |, e=| 300
0.20 0.50 0.15 450

Calcule con el modelo de Leontief (4.7.2) la producciéon
para mantener un mercado en equilibrio, suponga que las
unidades estan en millones.

4.39 Suponga que tiene un sistema econoémico con tres industrias,
representadas por 4, By C, con demanda interna y externa
en millones de unidades, dadas en la tabla 4.3. Calcule:

a) Matriz de tecnologia.
b) Matriz de Leontief.

¢) La producciéon para mantener un mercado en equi-
librio.

Tabla 4.3

Demanda interna

Industria A B C
A 200 250 250 200
B 240 320 260 180
C 350 240 110 100

Demanda
externa

4.40 Sila demanda externa en el ejercicio anterior cambia:

a) Para 4 de 250; B de 300 y C de 200.
b) Para A de 50; Bde 100y C de 150.

Calcule en cada caso la produccion para mantener un mer-
cado en equilibrio.

4.41 Suponga que en 2013 se realiz6 un analisis de entradas y
salidas en la economia mexicana en cuatro sectores: agri-
cultura (A), manufactura (M), petrdleo (P) y energia (E),
con demanda interna y externa en millones de unidades,

dadas en la tabla 4.4. Calcule:

a) Matriz de tecnologia.

b) Matriz de Leontief.

¢) La produccién para mantener un mercado en equi-
librio.

d) (Cuantas unidades de produccion de petroleo se requie-
ren para generar 200 000 unidades de manufactura?

e) (Cuantas unidades de produccion de energia se requie-
ren para generar 10 000 unidades de producto agricola?

Tabla 4.4

Demanda interna Demanda

externa

Industria A M P E
A 450 | 150 0 100 300

M 100 | 420 | 260 | 180 1 000
P 25 | 240 50 150 1200
E 125 | 240 | 110 | 100 400
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Ejercicios con grado de dificultad dos %, + 2% = -8
Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, escribala 4 5 % % x5 =06
solucion en forma matricial. ot ox, - x5 - x + x =10
- % - 2% t+ x =2
w + ox, + 2x, =
4.42 ¥ - 4x, + 2x, = 4 Uiz, = 1, - 2%, + 2% = 6
-x - x + 3x = 8 451 x, - x5 + 2% = 5
n - % t x - 2x = 1
2%, + 2%, = 2 x, — 2%, + 2x, - 2x, = 4
443  x - 4x, + 2x, = -1
x - 2x, + 4x, = 1 ) )
Encuentre el valor de % para que el sistema de ecuaciones tenga:
a) solucion unica
Gt B o Ay =S b) infinidad de soluciones
4.44 x + 3x, + 2x, = -1 Y
1 2 3 ¢) no tenga solucion
-x - Sx, — 4x; = 4
ke, - x, + x, = 2
Sx, 2%, + x, = 4 452 ¢ -x + x, - x = k
445 ¢ 2% + 2x, + 5x, = 10 Xy - ox - kg =1
% - % = 2
ey - x, + 2%, = 1
X + x - x, + 2% = 6 4.53 x - k, - x =1
446 1 M A &% - % = 2 = 20, + ko= 4
2 + %, — % - % + x + x = 2
x, + 3x, — 2% + 2x, = 3 ke, — x, + 2x, = 2
454 3 21x, + kx, = 4
g i = o - 2%, + 2z, = -2 2x, + ke, =7
447 4 x = o + x5 - x = 4
2%, + x, - 3% + 2% = ke - x, + 2x, = k
455 § 21x, + kx, = -25
y t+ox - x + 2%, = 8 2x, + ke, = 0
A kol = i + x5 - % = 0
2%, + %, = % - % + % + x = 8 ey - x, - x, =4
x, + 3x, — 2x. + 2x, = -2 456 { -x, + kx, + x, = k
3 4 5 6 1 2 3
-x - x, t kg =4
G S qr i = 4 + 2%, = 10
LS xl — x3 + xs = xé = 4 /exl ar X, — X3 = 0
’ 2 - x - x, + x + x =6 4.57 ke, + ke; = 2
2%, - %, + 2%, + 2% =1 -5+ x t+ kg = -2
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(5-k)x, - 2x, - =
4.58 2x, - (k+2)x, + 2%, = 4 4.67
&= 22, — (5-Fk)x; =
kx, + x - x, =3
459 o+ 2% - x + 2x, =1 4.68
A5z, + kg, + x, = 5
2, + x, — x, + «x, = 10
I ’ ’ ‘ 4.69
kx, B = = =2
X, kx + x, = 4
4.60 : : b
= + ke, - x, =0
X, — X% + 2x, = k
kx, x, - x = 1
x + kx + x, = 0
461 1 2 4
6 —x + ke, - x, = -2 4.70
X, = X%+t ko = 2
ke, +  x, - x = 35
462 x ot ok, + x + x, = -8
—x, + by - x, = 2
mow o = & = 1
Resuelva los siguientes sistema de ecuaciones, convirtiéndolos en
lineales y después obtenga la solucion con respecto a las variables
originales.
32 + 292 - 222 = 12
463 | —4x* - 2y + 322 = 1
2% + yr - 222 = -25
-x3 + 292 + 222 = 18
464 § 2x3 - 8y? + 222 = 2
¥ o+ 6y - 322 =
2x3 28 + 322 = -6
4.65 %3 59 - 23 = 21 471
—x3 295 - 22 = 2
sen(@) + 2cos(f) + tan(y) = 3
466 ¢ —2sen(@) + 3cos(f) - tan(y) = 2 47
sen(@) + 2cos(f) + 3tan(y) =

I
|
—_

2sen(@) + 6cos(f) + tan(y)
6sen(@) — 2cos(f) - 2tan(y) = 2
2 sen(cr) + d4tan(y)

sen(@) + 4cos(f) + tan(y)
-2sen(z) + 8cos(f) + 3tan(y)
2sen(e) + 4cos(f) — 2tan(y)

Se tiene una red de transito como la que se muestra en la
figura 4.2a, del ejemplo 4.31, la orientacion de la flecha in-
dica el sentido de circulacion de los autos. Mientras que los
valores en las flechas indican el flujo de transito que entra
o sale de un nodo o interseccion entre calles y avenidas y
esta dado en vehiculos por hora. El problema consiste en
determinar jcual es la logistica de flujo en la red para que el
transito que circule en la calle Norte 15 entre Sur 39 y Sur
40 sea minimo? Indique una estrategia de transito.

Se tiene una red de transito como la mostrada en la figura
4.14, la orientacion de la flecha indica el sentido de circu-
lacion de los autos. Mientras que los valores en las flechas
indican el flujo de transito que entra o sale de un nodo o
interseccion entre calles y avenidas y esta dado en vehicu-
los por hora. El problema consiste en determinar ;cual es la
logistica de flujo en la red?, para que el transito que circule
en la calle Norte 15 entre Sur 39 y Sur 40 sea minimo e
indicar una estrategia de transito.

700 A 500 500
500 Yy Y 400
Sur 40 Sur 40
N e} ~
] ] ]
S S Sy
= zZ z
500 Sur 39 Sur 39 200
n O A >
= = -y
2 ] ]
S <) <}
= / z z
Sur 38 Sur 38 300
300 h A h
¥300 400 Y 600

Figura 4.14 Red de transito local entre 3 y 3 calles.

Resuelva la red de transito del ejercicio anterior, en donde
el problema consiste en determinar jcual es la logistica de
flujo en la red, para que el transito que circule en la calle
Sur 39 entre Norte 15 y Norte 16 sea minimo? e indicar una
estrategia de transito.

Resuelva la red de transito del ejercicio anterior, donde el
problema consiste en determinar ;jcudl es la logistica de
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flujo en la red, para que el transito que circule en la calle
Sur 39 entre Norte 16 y Norte 17 sea minimo? e indicar una
estrategia de transito.

4.73 Resuelva la red de transito del ejercicio anterior, donde el
problema consiste en determinar ;jcual es la logistica de
flujo en la red, para que el transito que circule en la calle
Norte 15 entre Sur 38 y Sur 40 sea minimo? e indicar una

estrategia de transito.

4.74 Resuelva la red de transito del ejercicio anterior, donde el
problema consiste en determinar ;jcual es la logistica de flu-
jo en la red, para que el transito que circule en la calle Sur
39 entre Norte 15 y Norte 17 sea minimo? e indicar una
estrategia de transito.

4.75 Resuelva el ejemplo 2.18 de cadenas de Markov aplicada a

lineas de espera, utilice el sistema de ecuaciones (4.7.5).

4.76 Resuelva el ejemplo 2.20 de cadenas de Markov aplicada a
inventarios, utilice el sistema de ecuaciones (4.7.5).

Ejercicios con grado de dificultad tres

4.77 Encuentre la cantidad total de permutaciones que debe
realizarse para resolver un sistema con soluciéon Unica de
orden 7 X n por la regla de Cramer.

4.78 Sea A €M, , demuestre que existen a lo mas # escalares
c e R distintos tales que |cI— A| =0, note que la expresion

representa una ecuacion.

Sean A, B e M, demuestre que si A es invertible, entonces
existen a lo mas # escalares ¢ €R tales que cA + B no es

invertible.

4.79

4.80 En el siguiente sistema encuentre los valores de & para que
el sistema tenga:

a) solucion tnica
b) infinidad de soluciones

¢) no tenga solucion

—x+(+k)x, +(2—k)x, +ky, =3

kx, — %y +(2=k)xy +hr, =2
kx, + ke, +(2-k)x,+kx, =2
ke + 2k, +(2-k)x,—x,=2

4.81 Para cada valor de ken que el determinante de la matriz del

sistema es igual a cero, encuentre la relacion entre a, by ¢
para que el sistema tenga:

a) solucion Gnica
b) infinidad de soluciones

c) no tenga solucion

(5-Fk)x, - 25, = x,=a
2%, -(k+2)x,+  2x,=b
o5 = 2x,~(5-k)xy;=c

4.82 Para cada valor de £ en que el determinante de la matriz del
sistema es igual a cero, encuentre la relacion entre a, by ¢
para que el sistema tenga:

a) solucion Unica
b) infinidad de soluciones

€) no tenga solucion

ke, — x,+2x,=a
xl—kxz— x3=b
2x, = 2x, ke, =c

4.83 Para cada valor de k£ en que el determinante de la matriz del

sistema es igual a cero, encuentre la relacion entre a, by ¢
para que el sistema tenga:

a) solucion Unica

b) infinidad de soluciones

c) no tenga solucion

4.84 Para cada valor de ken que el determinante de la matriz del
sistema es igual a cero, encuentre la relacion entre a, by ¢
para que el sistema tenga:

a) solucion Gnica
b) infinidad de soluciones

c) no tenga solucion

kx, - x, -

+ X

x3=a

1l
S

3
+ ke, = ¢

4.85 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

sen’(@) + 4cos’(f) + tan?(y)
—2sen’(c) + 8cos?(f) + 3tan’(y)
2sen’(a) + 4cos?(f) - 2tan’(y)

| |
| O
©w
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Ejercicios Complementarios con uso de Matlab 489 Resuelva el ejercicio 4.69 con ayuda de Matlab.

4.86 Resuelva los ejercicios numéricos 4.42 a 4.51 con ayuda de

4.87 Resuelva los ejercicios 4.52 a 4.62 con ayuda de Matlab.
4.88 Resuelva los ejercicios 4.63 a 4.68 con ayuda de Matlab.

II.

III.

4.90 Resuelva el ejercicio 4.70 con ayuda de Matlab.
491 Resuelva el ejercicio 4.78 con ayuda de Matlab.

Matlab. . D
4,92 En caso de ser posible, resuelva los ejercicios 4.79 a 4.82

con ayuda de Matlab.
4.93 Resuelva el ejercicio 4.83 con ayuda de Matlab.

Dado un sistema Ax = b cuadrado que contenga al parametro &, programe en Matlab una funcién que calcule los valores del
parametro k, con los cuales el determinante de la matriz A sea cero.

Sea el sistema homogéneo Ax =0 de orden m X 1, y X,, X,,..., X, soluciones del sistema, entonces para cualesquiera constantes a;
coni=1,...,kla combinacién a,x; +--+ a,x, también es solucion del sistema homogéneo.

Programe en Matlab una funcion que resuelva el modelo economico de insumo-producto de Leontief.

Investigue la aplicacion de los sistemas de ecuaciones lineales en los modelos de regresion multivariados y programe en Matlab
la solucidn a este problema.






Conjunto de vectores en R”

El solo concepto de vector hizo posible
evolucionar varias dreas de las ciencias.

Objetivos generales

Mostrar otro conjunto de elementos, diferente al conjunto de las matrices, que forma una estructura algebraica para la sumay el
producto por un escalar.

Explicar las diferentes operaciones que se definen en los vectores.

Comprender las diferentes aplicaciones de los vectores.

Objetivos especificos

000000000 DOCDODO

Explicar qué es un vector y su estructura algebraica.

Definir el producto escalar entre vectores.

Resolver operaciones de suma entre vectores y producto por un escalar entre vectores.
Definir el producto cruz entre matrices.

Explicar y demostrar que el triple producto escalar se puede utilizar para calcular el volumen de un paralelepipedo.
Mostrar el uso de los vectores para calcular el area de un paralelogramo.

Calcular el angulo entre vectores.

Calcular las componentes paralela y ortogonal entre dos vectores.

Describir cémo calcular el perimetro de un triangulo.

Describir cémo calcular los angulos interiores de un tridangulo con vectores.

Resolver ejercicios de operaciones entre vectores con ayuda de Matlab.

Programar funciones en Matlab que realicen las operaciones entre vectores vistas en el capitulo.
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m Introduccion

Hasta el momento se ha revisado un conjunto de elementos que sirve para relacionar dos o mas poblaciones a través de vinculos que
se puedan establecer entre estas. En este capitulo revisamos otro conjunto en donde es posible definir las dos operaciones, interna y
externa, para su estructura algebraica. Ademas de estas operaciones, los elementos de este nuevo conjunto cumplen otras propiedades
que lo hacen mas atractivo para poder tener mas aplicaciones.

Al nuevo conjunto que revisamos aqui lo denotamos por R” con 7 € N'y a sus elementos los llamamos vectores. Por lo que respecta
a los origenes de los vectores, podemos decir que fue el matematico irlandés sir William Rowan Hamilton (1805-1865) quien en 1843 pro-
puso unos elementos llamados “cuaterniones”, como herramienta matematica para la exploracion del espacio fisico. Sin embargo, con
estos elementos los resultados no fueron los deseados, porque se vio que los “cuaterniones” eran demasiado complicados para entender-
los con rapidez y aplicarlos con facilidad. No obstante, los “cuaterniones” sirvieron como base para inventar y explorar a los “vectores”.

Después de los intentos por introducir los nuevos elementos “cuaterniones”, surgieron los trabajos de los matematicos Hamilton,
Arthur Cayley (1821-1895) y Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) quienes desarrollaron las nociones de vector y de espacio
vectorial (consulténse los capitulos 6 y 7 para abundar en el tema), como una axiomatizacion de la idea de “vector” manejada por los
estudiosos de la mecanica desde fines del siglo xvir. La introduccion y el desarrollo de estos nuevos elementos sirvio para dar un gran
paso teorico en la fisica y sus aplicaciones, al grado de que podemos afirmar que la introduccion de los vectores trajo consigo una
invencion genial al desarrollo de la fisica, pues de hecho no existe alguna rama de la fisica clasica que no trate con vectores.

En este capitulo seguimos conforme a los objetivos del texto, esto quiere decir que trabajamos con el conjunto de los vectores, sin
embargo no tratamos la relevancia que tienen estos en la fisica, sino que el conjunto se analiza como una estructura algebraica con
sus dos operaciones, interna y externa, ademas de revisar un par de operaciones mas que son de relevancia exclusiva en los vectores.

El capitulo inicia con la definicion de los vectores y del conjunto que los contiene, asi como su notacion y la escritura de las com-
ponentes del vector en forma de rengldn o columna. En el conjunto de los vectores definimos las dos operaciones de una estructura
algebraica, interna y externa, con los elementos de un conjunto K cR. Después, verificamos que el conjunto de vectores, con sus
operaciones definidas, es en efecto una estructura algebraica.

Para seguir tratamos varias de las interpretaciones geométricas de los vectores y los resultados de la operacion interna, suma, jun-
to con su ampliacion a la resta de vectores. Ademas, también se enuncia una de las propiedades basica de estos, referida a la propiedad
de transmisibilidad de un vector.

Continuamos con la definicién de una operacion exclusiva de los vectores, el producto punto, el cual mas adelante se extiende al
producto interno entre vectores. Con esta operacion se define una serie de conceptos de gran importancia en su desarrollo, como son
el operador norma o la funcion distancia. Asimismo, mas adelante definimos el angulo entre vectores, concepto de gran importancia
para revisar las proyecciones entre estos, tema que mas adelante se hace fundamental para saber cdmo decidir entre la mejor eleccion
de un conjunto de vectores (bases de un vector, tema que se aborda con mayor detalle en los capitulos 6 y 7).

Dentro de las aplicaciones de los vectores definimos al otro producto entre vectores, producto cruz o vectorial, el cual tiene una
gama de aplicaciones muy amplia, que incluso en los cursos de fisica se le dedica una asignatura: calculo vectorial. Debido a lo amplio
del tema, y en contraparte a los objetivos del texto, presentamos solo una lista de aplicaciones posibles de estos conceptos.

Concluimos el capitulo con una revision del paquete Matlab para aplicar los comandos y funciones de este a los conceptos y
operaciones entre vectores que fueron definidos durante el desarrollo del capitulo. Por wltimo, presentamos una lista de ejercicios
complementarios sobre todos los temas del capitulo.

m Conceptos basicos del conjunto de vectores en R”

Un segundo conjunto diferente al de los niimeros reales y de las matrices esta formado por elementos que en su concepcion original
fueron utilizados para representar las dimensiones del mundo que nos rodea. Asi, en el mundo geométrico o de la fisica, con una
componente, en estos elementos se da sentido a la longitud de los objetos, mientras que con dos componentes tiene sentido el area
en un plano; por ultimo, en una concepcion ordinaria que se tiene de los objetos resulta el volumen cuya descripcion se basa en tres
componentes. Desde tiempos muy remotos, los cientificos, sobre todo los fisicos, han buscado dar sentido a estos elementos, pero con
mas componentes; por ejemplo, en muchos estudios se agrega al tiempo como una cuarta componente.

Por lo que respecta a las matematicas, en particular al algebra lineal, se propone una generalizacion de elementos que puedan
ser aplicados a las inquietudes (de los cientificos), mencionadas en el parrafo anterior y que en este caso son los entes de estudio del
presente capitulo.
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Definicion 5.1

Vector en R”. Las n-éneadas ordenadas que pueden ser proporcionadas por arreglos fila o columna, donde sus 7
componentes son numeros reales, las llamamos vector de tamafio o dimension 7 con 7> 1.

Los vectores en este capitulo, y en general en la fisica, son denotados por las letras mintisculas con una flecha arriba v, , etcétera. Al
conjunto que representa a todos los vectores de tamafio # lo denotamos por R”. De modo similar que en las matrices, las componentes
del vector las vamos a denotar por la letra correspondiente del vector acompafada de un subindice que represente la posicion en el
vector. Asi, v € R” puede ser representado por:

— —
v=(v), V..., V) OV =

vﬂ

En esta notacion, la componente de la posicion i se representa por v, donde v, es la primera componente, v, la segunda componente
del vector, asi de manera sucesiva.

s B N
Notacion de vectores. 2
¥=(5,6,8,2,-1,0)— tamafio 6 con v, =5, v,= 6, v, =8, 3+ 4= -1 | ~tamafo3conu =2, u=-1yu;=4
v,=2,vs=-1y»=0 4

4. w=(0,0,0, ~1) - tamafio 4 con w, =w,=w,=0y w,=~1
1

2. 7=( g)—tamaﬁ02convu=0yvlz=8

J
Definicion 5.2
Tgualdad entre vectores. Dos vectores, v y 4, son iguales si ambos son del mismo tamafio y todas sus componentes
correspondientes son iguales. Es decir, v =z siy solosi v, ueR"y v, =u paratodai=1,..., n.
Dados los vectores v=(—4, 8), u=(3,6), w=(2,5,8),p=(3,6), 2. v=w Respuesta: Falso
escribir si las siguientes proposiciones son falsas o verdaderas: 3, 73 Respuesta: Verdadero
1. v=u Respuesta: Falso 4. u=p Respuesta: Verdadero
| Ejercicios 5.1
I 1. Determine el tamaio de los siguientes vectores. 2. Dados los vectores v = (3, 1, 4), u = (2, -8), w = (-2, 3, 5),
1 2) v=(1,2,3) b) ¥=(-5,6) p = 2,-8),0= (—.2, 3,5y q=(2, -3, -5), escriba si las si-
N N guientes proposiciones son falsas o verdaderas.
1 ¢ u=(0,0,0,0,1) d) v=(-1,3,5,-7,5,3) o L
a) v=w b) u=p
0 ; 0 V0 g w=i
€ u=| 9 Hv=1 ¢) 7= £) u#o
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Suma de vectores y propiedades algebraicas

Después de haber definido el conjunto de los vectores, notacion y relaciones fundamentales, ahora queda por establecer su estructura
algebraica con respecto a las dos operaciones basicas.

Definicion 5.3

Suma entre vectores. La suma entre dos vectores, vy 4, se puede realizar siempre y cuando sean del mismo tamafio
v, u, e R"; estd dada por:

-

W=7+ 1, entonces w,=v,+ u, para toda i = 1,..., n.

T B R
Dados los vectores # = (=4, 5), v=(3,-1), w=(1, -2, 7), 0= (-3, -2, 4) y p = (10, -3, -2), obtener, en caso de ser posible, la suma
entre vectores para cada caso.

N

N

La estructura algebraica de la suma entre vectores estd fundamentada en la definicion 5.3 y los siguientes cinco axiomas. Sean v, 1,
weR”, entonces para la suma definida en 5.3 se tiene:

4 N

Propiedades o axiomas para la suma entre vectores

Axioma de cerradura. Se cumple v + 1 € R”.

Axioma de conmutatividad. Se cumple v + u = + V.

Axioma de asociatividad. Se cumple (v + 2) + w=v+ U+ w)=v+ 1+ w.

Axioma de la existencia del elemento identidad. Existe un elemento 0 e R” llamado elemento identidad o neutro

- -
para la suma tal que para todo ¥ € R”; se cumple v + 0 = ». Aqui 0 es un vector en donde todas sus componentes
son iguales a cero.

Axioma de existencia del elemento inverso. Para cada elemento v € R” existe un elemento —v € R”, llamado inverso

aditivo de ¥, tal que ¥ + (=) = 0 (elemento neutro o identidad).
. J

De manera similar que en las matrices, los axiomas anteriores se justifican con base en la definicion 5.3 y el cuerpo de los numeros
reales.

Al seguir el estudio de los vectores en forma paralela al de las matrices, surge la pregunta: ;como se pueden multiplicar los vectores
por escalares?

Definicion 5.4

Producto de un vector por un escalar. El producto de un escalar & €R por un vector ¥ € R”, con componentes v,
i=1,..., n, estd definido como otro vector en R” con componentes av, i = 1,..., n. Es decir, av es un vector que se
obtiene de v, al multiplicar cada componente por el escalar.
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S N\
Sean los vectores , = (2,-3), 1, = (2, 3, —4), 1= (-3, 4), u, = (5, ~1) y iy = (4, -5, 2). En cada caso realizar los c4lculos indicados.
1. 34,=3(2, 3,~4)= (32), 3(3), 3-4)) = (6,9, ~12) €R?
. 41, = ~4(5, ~1) = (-4(5), ~4(~1)) = (-20, 4)c R?

2
3. —2u,+ ug. Como los tamafios son diferentes, 1, e R? y 4, € R?, la operacion no est4 definida.
4

. Siv=-2u, + 3u, + 1, entonces: 5. Siw=-41u,- 2i,, entonces:
v==2(2,-3)+3(-3,4) + (5 -1) w=-4(2, 3, -4) -2(4, -5, 2)
=(-4,6)+ (-9, 12) +(5,-1) =(-8,-12, 16) + (-8, 10, —4)
=(-4-9+5,6+12-1) =(-8-8,-12+10,16-4)
— (-8, 17) eRZ —(-16,-2, 12) R®.
. J

La estructura algebraica de un escalar por un vector se fundamenta en la definicién 5.4 y los cinco axiomas siguientes. Sean v, 1 € R”
ya, f €R, entonces para el producto por un escalar se cumple lo siguiente.

/ N

Propiedades o axiomas para el producto de un escalar por un vector

Axioma de cerradura. Se cumple v e R”.
Axioma de asociatividad. Se cumple « (V) = (¢f)v.

Axioma existencia del elemento identidad. Existe un elemento 1 € R, llamado elemento identidad o neutro para el
producto, tal que para todo ¥ € R” se cumple 17 = v.

Axioma distributivo 1. Se cumple que a(v + 1) = av + aii.

Axioma distributivo 2. Se cumple que (c: + B)v = av + 3.
\_ %

Los axiomas se pueden explicar con facilidad con las propiedades del campo R y la definicion 5.4.

T B N\
Sean los vectores u= (3, —4), v= (-2, 1) y w= (5, 3, 1), realizar, en caso de ser posible,
las siguientes operaciones: L. '
1. 4Q28) = (4x 2)@) = 8(3, -4) = (24, -32) El C"re”s‘tmt:f f"rlmea
N N N una Tru ra aige-
2. 3u+3v=30+7)=3((3,-4) + (-2, -1)) =31, -5) = (3, -15) braica y con la ope-
3. 2w+ 5w=Q2+5w=Tw=1(5,3,1)=(35,21,7) racién interna de la suma entre
4. 3v-2w Respuesta: No es posible, son de diferentes tamafios. vectores _ constituye un. grupo
\_ Y, abeliano.
| Ejercicios 5.2

I Sean los vectores = (3, -4, 5, 0, 0), ¥ = (4, 8, =2, -1, 3), 3. 2(/-1)
w=(-4,7,-5)yp=(0,0, 1), en caso de ser posible realice las
siguientes operaciones.

[ 1. -3(2v)

P2 2u-5v+w 6. 3(p+w)

4 -2
5. 20+ 3%) i
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m Interpretacion geométrica de vectores en R? y R3

Aunque las estructuras algebraicas definidas en M,y R” son muy similares, los objetivos de los vectores son muy diferentes a los de
una matriz. Al definir un vector como las n-éneadas ordenadas, por ejemplo (2, 5) # (5, 2), podemos interpretar a un vector como un
segmento de linea dirigido en R” que tiene cierta magnitud (longitud), direccion y sentido. Por estos motivos, es necesario tener una
mejor comprension de las operaciones entre vectores y una forma puede ser la visual. Sin embargo, solo es posible realizar esto tltimo
para los casos particulares R? y R3.

En general, los vectores cumplen ciertas propiedades geométricas caracteristicas,

con las que fueron creados para dar respuesta a las diferentes aplicaciones a que son
sometidos. Una de estas propiedades es el principio de transmisibilidad. Esta propiedad
de un vector indica que al hacer traslaciones este no cambia, ya que queda determinado

por su longitud, direccion y sentido. De aqui que se suela representar al vector en R” por

una flecha arriba de la letra que lo denota. Asi, en la figura 5.1 todos los vectores mostra-
dos se consideran equivalentes bajo el principio de transmisibilidad.
En la interpretacion geométrica de un vector, este queda determinado por dos pun-

tos: el origen y el extremo final del vector; este ultimo se representa por una flecha. Por Conjunto R"
otro lado, del principio de transmisibilidad se puede establecer que cada punto en el sis-
tema de coordenadas R” representa a un vector, cuyo inicio es el origen de coordenadas
y el punto final las coordenadas indicadas.

De esta forma, en el plano R?, donde se puede establecer el sistema de coordenadas rectangulares con las parejas ordenadas (x, y),
podemos hacer corresponder un vector que inicie en (0, 0) origen de coordenadas y termine en (x, y), mismo que tendra:

Figura 5.1 Principio de transmisibilidad.

O Longitud. En su forma geométrica, la longitud de un vector es el largo de la flecha que lo representa.
Q Direccion. Recta que lo contiene o cualquier otra recta que sea paralela a esta.

O Sentido. En la recta que contiene al vector, el sentido esta determinado hacia donde apunta la flecha que lo representa.

De igual manera, los vectores que pertenecen a R? constan de tres componentes (x, y, z) y pueden representarse en el espacio de tres
dimensiones.

S N
Representar de manera grafica los vectores # = (5, 4) (véase figura 5.2a) y % = (2, 4, 3) (véase figura 5.2b).
y z
u=(54) ol
A | i=(2,43)
[ Y 2
b ’ 7
I 7 ’ i’ 1
1 [ i g 4 |
I : | : I
1 [ I T
| ! IR
t t t t 5: « v _ _____ & 7z
X
(a) Vector u = (5, 4) (b) Vector u=(2,4,3)
Figura 5.2 Gréfica de vectores en R? y R3.
- /

En la estructura algebraica definida en R” tenemos la suma entre vectores, misma que, con base en el principio de transmisibilidad de
estos, también tiene su interpretacion geométrica, la cual se puede explicar de manera grafica en el caso R

En la representacion geométrica, la suma de vectores % + v es conocida con el nombre de ley del paralelogramo, la cual afirma
que al trasladar el origen del vector ¥ donde termina , o en forma similar trasladar el origen del vector # donde termina v, se forma un
paralelogramo, donde la diagonal que parte del origen determina la suma de % + .
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preiom _
Sean u = (2, 3) y v = (-4, 1), obtener por coordenadas y en forma grafica u + v.
Solucion
Resolviendo por medio de coordenadas la suma de vectores tenemos:
U+v=(2,3)+(4, 1)=2+(-4),3+1)=(-2, 4).
Ahora, en la figura 5.3 vamos a ver la forma grafica en que se lleva a cabo la suma de dos vectores.
y y
1 i+v=(-2,4 1} F+v=(2,4 1
T4 ~ _ _ T4 T4
| i=(23) T~ (23 / T T=(2,3)
/ y /
dh dh / 7 4
— — 4 /
v=(-41) 1 v=(-41) {1 7 JE4 1
N N N " N N ‘X N N N " ’ N N ‘X N N = I\ = P N N ‘X
-4 2 -4 2 -4 2

Figura 5.3 Gréfica de la suma entre dos vectores.

De la figura 5.3 se puede observar:

O Enla figura de la izquierda se muestran los dos vectores que se van a sumar.

o o o - — 2 on
vector que une el inicio de v con el punto final de # después de la traslacion.

QO De manera similar, en la figura de la derecha se muestra que el vector suma se
puede obtener al trasladar el vector v para que su origen coincida con el punto
final de u. El vector suma se obtiene al unir el origen de # con el punto final de
v (después de la traslacion).

N

Ahora, es importante observar lo que le sucede a un vector (en su sentido y magnitud)
cuando se multiplica por un escalar « € R, lo cual se aprecia en la figura 5.4 para el
caso de R?y en la figura 5.5 para el caso de R>.

Por tanto, el conjunto de todos los vectores a: se encuentra en la misma direccion
de u, que se representa con una linea punteada en las figuras 5.4 y 5.5, esto significa
que segun el valor de a, la magnitud del vector aumenta o disminuye, mientras que si
a < 0 se tiene un cambio en el sentido del vector.

Para los siguientes valores de « se generaliza lo que le sucede al vector % cuando
se multiplica por el escalar.

Q En la figura del centro se muestra como construir el paralelogramo al trasladar el vector . El vector suma se forma con el

Tabla 5.1

Valores de a Magnitud de 4 Sentido de
a=1 No cambia No cambia
a=-1 No cambia Opuesto
a>1 Aumenta No cambia
a<-1 Aumenta Opuesto
0<ac<l Disminuye No cambia
-1<a<0 Disminuye Opuesto

Después de definir la suma entre vectores y producto por un escalar, es facil realizar la

- > - 5 o —
resta entre vectores, #, v € R”, como u — v =u+ (-1)».

Figura 5.5 Vectores mltiplos.

A\
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premm—_

Seau=(2,3)yv=(-4, 1), calcular  — v. El resultado se debe obtener:

1. En forma algebraica.
2. En forma geométrica si suma # con —v.

3. En forma geométrica con una traslacion directa de u y ».

Solucion
Primero realizamos la resta entre los vectores de tres formas.
1. En forma algebraica.

La resta entre vectores se puede realizar de una forma muy sencilla al restar las componentes entre ambos vectores. Como
vimos antes en la suma, esta forma se extiende a cualquier tamafio de los vectores, a diferencia de las formas geométricas
que solo son propicias de observar en los casos de tamafos 2 y 3.

U-v=(2,3)+ (D4, 1)=(2,3)+4 -1)=(2+4,3-1)=(6, 2).
2. En forma geométrica si suma  con —v.
Para realizar la resta de los vectores % — v en forma geométrica, debemos llevar a cabo los siguientes pasos:

O Se construye el vector —v cambiando el sentido al vector ».

Q Con el método del paralelogramo para la suma, se realiza u + (~1)v.

En la figura 5.6 se muestra de manera grafica la resta de los vectores.

y}\
YA
u=1(2,3) 2,3
1 1 /=< _ G+ 9)=(62
/ = -
-+ -+ / = at
V=(-4,1) V=(-4,1) //
1 < 1
U= /
0 o o : o o o o X o o o i o o o . . X
-4 4 -4 / 6
V=(-4,1)

Figura 5.6 Grafica de la resta de los vectores 4= (2, 3) y V = (-4, 1).

3. Enforma geométrica con una traslacion directa de %y 7.

Cuando hacemos coincidir el inicio de cada vector con el origen de coordenadas, la resta % — v se puede hacer de manera
directa llevando a cabo los siguientes pasos:

O Trazar un vector con inicio en el punto final del vector sustraendo (v) que termine en el punto final del vector minuendo ().

O Por el principio de transmisibilidad, trasladar el vector que se acaba de construir de manera que su inicio coincida con
el origen de coordenadas. El vector resultante es # — v. En la figura 5.7 se puede observar que entre los vectores atin se
forma un paralelogramo. y

Otra forma sencilla de encontrar # — v consiste en T4
trasladar el vector v, de manera que su punto final
coincida con el punto final del vector #, después, _ - -
se traza el vector con inicio en el origen de coor- _ T
denadas y el punto final en el inicio del vector v -
(después de desplazarlo) (véase figura 5.7).

Figura 5.7 Resta entre vectores.
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| Ejercicios 5.3

I Dados los siguientes vectores = (3, =3), v = (4, 6, =1), w= (-1, 5, 2), 0= (7, 2) y p = (-3, 2), realizar, en caso de ser posible, las
siguientes operaciones, tanto en forma algebraica como geométrica.

|1 4-0 2. 25-3w 3. -3+p 4. 4-25+5p

m Producto escalar entre vectores

Una operacion entre vectores que sirve para desarrollar el calculo vectorial en fisica es el producto escalar o punto, que fue introducido
por el aleman Grassman, en 1844, y el cual se define de la siguiente forma.

Definicion 5.5

Producto escalar o punto. Sean v = (v, v,,..., ¥,) y 4 =(u,, u,, ..., u )eR", entonces el producto punto ¥ - % es un
escalar y esta dado por:

= =
14 u—vlul +v2u2+ +Vnu”

o - N
Producto escalar
Encontrar el producto escalar entre los vectores en cada caso.
1. Seanv=(5,2,-3,5)yu=(3,5,0,-1). | La estructura alge-
o ] braica del producto
Solucion |
C te caso los vectores son del mismo tamafo, el producto escalar si se puede DI G TSI
OII-IO cneste e » ELP P solo cumple la propiedad con-
realizar: N mutativa; en general, los otros
v-u=(5)(3)+(2)(5) +=3)(0) + (5)-1)=15+10+0-5=20. cuatro axiomas de la suma no se
2. Seav=(2,3,-4)yi=(5-3,1). cumplen para ej Iirodgcto entre
., vectores. Sean v, u'y w vectores
Solucién que pertenecen al mismo espa-
En este caso, los vectores son del mismo tamafio: cio R", con neNy con keR, se
vu=2)5)+B)=3)+(-4)(1)=10-9-4=-3. cumple:
3. Seav=(0,-3,2,5, 1)yu=(6,-2,1,2,-5), calcular 4v - u. R
95 — Conmutativa
Solucién 2 5 (@+)=5 47T
En este caso, los vectores son del mismo tamafio: — Distributiva
47 - i =4((0)(6) + (-3)(=2) + (1) + (5)(2) + (1)(=5)) = 4(13) = 52. 3 (k;) =Ky =y (k)
— Producto por un escalar
_ /
| Ejercicios 5.4
l Con los vectores dados realice las operaciones indicadas. 4. 3(3,4,3)-(2,-2,-1).
I 1. (-1,4,3,8,42)-(2,2,-1,1,0,-3). 5.2,-3,1,6,-1)-((3,-5,0,0, 1)+ (-3, 1, 1, 3,-1)).
2. (2,3,-5,1)-(1,0,-2, 4). 6. (a,0,¢,d)(a,b,¢ a).

I3 (1,4,-6-1,-2,1)(1,-4,-6-1,-2,1).

Norma de un vector

Después de definir la operacion del producto escalar entre vectores es posible calcular la norma de un vector, también conocida como
la magnitud del vector, la cual se denota por ||v].
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Norma o magnitud de un vector. Sea v = (v}, v5,..., v,) un vector que pertenecen a R”, entonces su norma o longitud

del vector esta dada por:
|V [l= \p2 + 92+ 492

A esta norma también se le suele llamar norma euclidiana.

T N

Norma de un vector

En cada caso, calcular la norma del vector.
1. Seav=(5,2,-3,5). 2. Seav=(2,3,-4,0,a).
Solucion Solucion
]| = /52 +22+(=3)2+52 =25+ 4+9+25 = /63 [7]/= /22 +32 +(—4)? + 0> + a? =\/4+9+16+0+a> =29+4
NS /

Hasta aqui hemos utilizado la forma algebraica para la norma del vector, pero también v
se tiene su forma geométrica, la cual se refiere al teorema de Pitdgoras # dimensional.

En el caso # € R? es muy sencillo deducir la formula para el célculo de su norma. En 31
la figura 5.8 se puede observar que el vector # es la hipotenusa del triangulo rectangulo
que se forma.

Por el teorema de Pitagoras sabemos que “el cuadrado de la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados de los catetos, es decir /#? = (ca)? + (co)?”. Asi que al despejar
h resulta: & = yJ(ca)?+(co)? , donde / = hipotenusa =|u, ca = cateto adyacente = x
y co = cateto opuesto = y. Por tanto, al sustituir la formula para calcular la norma de
un vector 4 eR?, con coordenadas # = (x, y), tenemos la norma de un vector en R2  Figura 5.8 Norma de un vector.

] = y*2+ 2.

En el desarrollo anterior podemos observar que es posible sustituir los catetos e hipotenusa por las normas de los vectores que

forman el triangulo rectangulo del teorema de Pitagoras n-dimensional, para obtener la norma euclidiana general.

T B N

Norma de vectores en R? y R?

Calcular la norma del vector en cada caso. y
1. Seau=(4,3), el vector se muestra en la figura 5.9. T=43)

Solucion

[d] = a2 +y? =42 +32 =\16+9 =5 i 1@l

2. Seau=(-3,2,5).

Solucion

|| = \/xz +y2+z2= \/(—3)2 +22452

= J9+4+25=138

Figura 5.9 Norma del vector 1.
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3. Seau=(5-1). 4. Seau=2,-4,2).
Solucion Solucion
]| = \/x2+y2 =\/52+(—1)2 =26 |l = \/x2+y2+zz :\/22+(—4)2+22 =Ja+16+4 =24

El concepto de norma es mas amplio que el mostrado en este momento y de hecho tiene una
gran importancia en el estudio y la clasificacién de conjuntos normados. Existen normas de
diferentes tipos, la que se define en este texto es la que se conoce como norma euclidiana, la
cual representa una funcién en el conjunto R” sobre el cuerpo R.

La norma también puede
| ser expresada en términos
" del producto punto:

> = -

Definicion 5.7

Operador norma en R". Sea v=(v,, ,,..., v,) €R"y k€ R, entonces se dice que |- |: =R” — R* U{0}, con |7 definida

en 5.6, es el operador norma en R”, si cumple:

1. |[7]| 20. La norma de v no puede ser negativa.
2. |[7]| =0. Siy solo si se trata del vector 0.
3. Paratodo k€R, se cumple [[kv|| = | k| [[¥]|, con | &| el valor absoluto de k.

4. Paratodo 4, v €R”, se cumple ||u+ ]| < ||u]| + |[v]|. Desigualdad del tringulo.

| Ejercicios 5.5

| Obtenga las normas de los siguientes vectores: 7. (0,1,0,0,-1)

[l 1. (3,040 8. (-1,1,-1,1,-1)

1 2. (4,-2,0,4) 9. (Para qué valor de x, el vector (4, 3, x) tiene norma 57?
3. 3,6,1) 10. ;Para qué valor de x, el vector (4, 3, x) tiene norma \/H ?
4. (7,2,0,0) 11. Calcule y compare las normas de (1, 3,2, 1)y 2(1, 3, 2, -1).
5. (0,-7,-2) 12. ;Existir4 algtin valor de a € R para que la norma de (2, 3, 2, -3)
6. (7,-2) sea 27

Vector unitario

En los capitulos subsiguientes resulta de interés el tratamiento de la magnitud de un vector, sobre todo estudiar los vectores cuya

magnitud sea 1.

Definicion 5.8

Vector unitario. Un vector ¥ es unitario si su norma es la unidad, |[7]| = 1.

Vector unitario

En cada caso, verificar que el vector es unitario.

1. Sea¥=(2,-2,-1, 1)/10.
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Solucién

Al aplicar la propiedad 3 de la definicion 5.7 tenemos:

1= 2,2, -1 ) |= = [ 2,=2,-L,1) | = 22+ (2P + (-1 + 12
10

V10 Jio V10

1 Jardiiel 1
=—V4+4+1+ :—\/1_0:1,
V1o V1o

2. Seav=(3,0,-4)/5.

Solucion

Al aplicar la propiedad 3 de la definicion 5.7 tenemos:

||§(3,0,—4)||=%||(3,0,-4)||=%\/32+02+(—4)2 =é\/9+0+16 =§JE=1.

Normalizacion

La figura 5.10 muestra dos vectores: v = (5, 0) y # = (1, 0). En la figura se y
puede apreciar que |[v|| =5y |[4] = 1, ademas de que se observa que el
vector unitario # es factible obtenerlo a partir del vector v # 0, mediante: T

1

— —
Uu=——1myzv =+

17 u=(1,0) V=(5,0)

Notese que el vector # se encontrara siempre sobre la misma direccién de
v. A este procedimiento de obtener un vector unitario a partir de otro se le
conoce como normalizacién del vector.

y
y
\4

Figura 5.10 Norma del vector.

. ., . - ¢ .
Asi, con la normalizacién podemos establecer una regla para que a partir de un vector v eR”, v # 0, se obtenga otro de magnitud
k> 0 en la misma direccién y sentido o sentido opuesto del vector v mediante el procedimiento siguiente:

.
Paso 1. Sea v e R”, v # 0, calcular su norma ||7||.

T 1 5
Paso 2. Obtener el vector unitario 4 = —— .

IV
Paso 3. Sila magnitud deseada del nuevo vector es £ > 0, entonces:

a) Elvector w con el mismo sentido de v es w = k..

b) El vector w con sentido opuesto de v es w = —ki.
Ahora, vamos a comprobar que las normas de los vectores encontrados cumplen las condiciones:
1

N
—V

171

1 -
=—=llvl=1.

0O Norma de u: ||Z|=‘ H

O Normade w: |[w| = |[ku| = |kl ||ul| = |&].
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A - N
Determinar un vector v de sentido opuesto al vector # = (2, 3), cuya norma sea igual a 2.
Solucion
Siguiendo los tres pasos anteriores.
Paso 1. Calcular la norma: Yo
L 1
i = x2+ 52 =22 +3 =419 =113 !
34 — — —
=(2,3
Paso 2. El vector unitario: | =@
i I !
u=—u=——(2,3) | |
la) - i3 L
: Ly >
Paso 3. Como es de sentido contrario a # y magnitud k= 2, entonces: : 2
_ o]
V= k=2 (2,3) ;1
J13 >
Véase figura 5.11. Figura 5.11 Vector del ejemplo 5.13.
- /
| Ejercicios 5.6
I Normalice los siguientes vectores: 7. Encuentre un vector de magnitud 0.5 del mismo sentido del
L) vector (0, -1, 0,-1, 0, 1).
8. Encuentre un vector de magnitud 2 del mismo sentido del
2. (2,1,3,6)
1 vector (0, 0, 0, 2, 0).
3. (-4,0,1,-3) , o
4 037 9. Para qué valor de kel vector (1, 0, 0, 2, 1) es unitario.
- 23,7 10. Para qué valor de k el vector (-1, 0, 1, -2, 1) es unitario.
5. Encuentre un vector de magnitud 3 que tenga el mismo sen-

11. Para qué valor de k el vector &(2, -3, 0, 2, 3) tiene magni-

tido que (2, 3, 7). tud 2

6. Encuentre un vector de magnitud 0.25 de sentido contrario
a(-1,0,2,1,4).

Distancia entre dos puntos

Entre los elementos del conjunto R” se puede establecer una medida que represente la distancia entre estos y cuya definicion general
se presenta a continuacion.

Distancia entre dos puntos. Sea p, = (4, uy,..., ) y p,= (v}, ,,..., v,) dos puntos de R”, entonces la distancia entre
P, Y p, esta dada por:

d(py, p,) = \/(Vl —u )+ (v =) oo+ (v, ) (5.5.1)

Determinar la distancia entre los siguientes pares de puntos:

L. p=0@2014),p,=0,11,2).
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Solucion

Empleando la formula (5.5.1):

d(p,, py) =(O=272 + (102 +(1-1)2 +(2—4)? = /(-2 +12+02 +(-2) =4+1+0+4 =3
2. p,=(0,1,1,1),5,=(2,1,1,2).

Solucion

Empleando la formula (5.5.1):

d(p, 1) = J@-0P + (=12 +(1-1)? + Q212 =22+ 02+ 02 +12 = J4+0+0+1 =5 .
\ J

La distancia ocupa una gran importancia en los conjuntos en que se define; en el caso de R” para la distancia calculada con (5.5.1)
tenemos la siguiente definicion.

Funcién distancia en R". Sean p, = (u;, u,,..., u) y p, = (v}, v,..., v,)ER", entonces se dice que d(p,, p,):
R”x R*— R* U {0}, con d(p,, p,) definida en (5.5.1) es la funcion distancia sobre R*, si cumple:

1. Positiva d(p,, p,) 2 0.

2. Reflexiva d(p, p) = 0.

3. Simétrica d(p,, p,) = d(p,, p,)-

4. Desigualdad del tridngulo d(p,, p,) < d(p,, p,) + d(p,, p5)-

A la pareja (R”, d) se le llama conjunto métrico con distancia d.

Como se puede apreciar en la definicion (5.10), la distancia entre dos puntos es un concepto mas amplio. En R”, la distancia tiene
relacién con la norma de un vector y se puede establecer de la siguiente forma:

Sip,=(u, t,,..., )y p,= (v, v,,..., v,) son los puntos en R”, que al mismo tiempo representan los vectores 1y v con inicio en el
origen de coordenadas, respectivamente, entonces tenemos:

d(pppz): H;_ZZH (5'5'2)
La deduccion de esto tltimo se puede hacer de forma geométrica para R2.

1. Enla figura 5.12a se muestran los puntos en el plano.

2. Las coordenadas del punto p, son (x,, y,) y las coordenadas del punto p, son (x,, y,). En la figura 5.12b se puede observar que se
forma un tridngulo rectdngulo donde la hipotenusa del triangulo es justo la distancia entre los puntos p, y p,. Por tanto, se tiene:

k= y/(ca)?+(co)?
Donde:
h = hipotenusa = d
ca = cateto adyacente = x, — x,

co = cateto opuesto = y, - y,

Al sustituir la formula para calcular la distancia entre dos puntos se tiene:

d(p), )= (= 1)+ (= 7). (5.5.3)
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YA YA "
1 | P, 1 P,
4 1 ° Ih--- Yi---
1 d Yo=Y d
T T yz _y1 ! - 1
) ° yz"__" T T T~ Ipz yz"" N Ipz
i T : 271 : T i 271 :
5 X 1 2~ 1 2
(@) Puntos en R? (b) Triangulos formando por los puntos (c) Puntos como vectores

Figura 5.12 Relacion entre norma y distancia. a) Puntos en R2. b) Tridngulo formado por los puntos. ¢) Puntos como vectores.

3. Los puntos p, y p, se pueden graficar como vectores (véase figura 5.12c), donde tenemos al vector d= p,-p,=(x, = x, ¥, - ).
Calculando su norma:

1]l = 18, - 7]l = (5, — %2 + (= 3 - (5.5.4)

Por tltimo de (5.5.3) y (5.5.4) se concluye la relacion (5.5.2).

T - N

Calcular la distancia entre los siguientes pares de puntos mediante el uso de la relacion (5.5.2).

L p=2,9yp,=6,2).

Solucion

d=|lp,- .| =115, 2) - 2, )] = |5 -2, 2= 4)]| = |3, -2)]| = y3* + (=27 =\9+4 =113,
2. Seau=(3,x)yv=(-5,%.
Solucion
d= 73] = 5,9 - 3, ) = |5 -3, -] = -8, 0)]| = /(-8 +0* =8
3. pl = (_3’ 21 0) ypz = (_1’ _51 4)
Solucion
d= sz_le = ||(_1> _57 4) - (_3a 27 0)” = H(_l _(_3)7 =5 _Za 4_0)H = ”(2’ _77 4)”

= 24T +42 =4+ 49+16 =69 .
4. Seau=(3,-1,3,2)yv=(6,1,2,2).

Solucion
d= ”;_ZZH = H(61 1» 27 2) - (37 _17 3’ 2)” = ”(6 - 37 = (_1)’ 2 _3’ 2 _2)” = H(31 2» _11 O)H

= 2+ + (12402 =9+ 4+1+0=+14.
\_ J

| Ejercicios 5.7

l Calcule la distancia entre los siguientes pares de puntos. 4. (3,-3,1,00y(-2,-1, 3,4).

i 1. (3,-4)y(1,-3). 5. (-1,1,1,1,2)y(1,-1,0,0,0).
2. (3,-2,5)y(2,-3,-3). 6. (2,0,-3,4,5)y(1,-1,-2,4,3).

13 .0,-69y2-1,3.
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Angulo entre vectores

Cuando los inicios de dos vectores se intersecan siempre forman dos angulos, uno entre 0 y 180 grados y otro entre 180 y 360 grados
(véase figura 5.13).

Conjunto R"

€[m/2, 7]
=0 €[0, 71/2]

€[0, 71/2]

Figura 5.13 Angulo entre dos vectores de R” .

Definicion 5.11

Angulo entre vectores. El angulo entre dos vectores 1 y ¥ € R” es el angulo no negativo y menor de los dos angulos
que se forman cuando se intersecan los vectores.

Ahora falta una formula para poder calcular el angulo entre dos vectores dados.

Teorema 5.1

Angulo entre vectores. Sean #, v € R" y § el ngulo entre los vectores, entonces:

Vi Vi
cos(f)=——— 0 O=cos”! | ——|.
15 105 1910 (Bl
Demostracion
Utilizamos la ley de cosenos para un triangulo, como se muestra
en la figura 5.14:
QP?= OP? + 0Q?* - 2(0OP)(0Q) cos(®).

Por tanto, al despejar el cos(6):

2 2 _ Op2

COS(G) = w,

20P)00) o

Pero, tenemos que: Figura 5.14 Tridngulo OPQ.

OP= |[v||, 0Q= |[ull y QP=|[v - ]|
Entonces:
_IFIP =P -] P-4

cos(0) =
2wl

(5.5.6)

Por otro lado, podemos desarrollar la norma de || — u]|:

= |72 - 25 i + [l (5.5.7)
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Al despejar 2v -1 en (5.5.7):

20 = ||V]]2+ [al]> - | - al]>.

Al sustituir (5.5.8) en (5.5.6):

294 vu
cos(0) = =—

20 %04l 714l

Nota

Del teorema 5.1 se
puede concluir:

(5.5.8)

1. Si se conoce el an-
gulo entre los vectores, entonces:

Vo= il cos®  (5.5.9)

2. Siel ¥+ u> 0, entonces:

pre—

Solucion

Si se calcula |||, [, y v -

Sean v=(2, 3,4, 0)y = (5, -3, 1, 0), calcular el 4ngulo entre los vectores.

171222 + 3 4 (—4)2 + 0% =4+ 9+16+0 =29
151252 +(=3)2+(1)2 +02 =25+ 9+1+0 =135
V-1 = 2(5)+3(=3)+(-4)(1)+(0)(0) =10-9—-4+0=-3.

Si se sustituyen los valores anteriores en (5.5.5) y se considera v - # < 0, se tiene que

Oe (0, EJ
Y 2

3. Siel v u <0, entonces:

Be[ﬁ, nj
2

4. Siel v u=0, entonces:

o=
2

0e(n/2,n):
Vi -3
= cos™! -5 |= cos™! | ———— [=95.4032°
[l [@\/5]
\_ %
o —

Solucion

Si se sustituyen los valores en (5.5.9) se tiene:

N

Sean 7'y u, determinar su producto punto si se sabe que el 4ngulo entre los vectores vale § = 37.2348°, ||v|| = J29 y |4 = J34.

v 2= 7] ] cos 6= \29/34 cos 37.2348° = 25.

~

/

| Ejercicios 5.8

I Considere los siguientes pares de vectores y calcule el angulo
entre estos.

i G, -Dy(,-D)

0,-2,51)y(2,-3,-3,1)

(1,-1,1)y(2,-1,-3)

(1,-1,1,0)y(=2,-1, 3, 4)

-1,1,1,1,2)y(1,-1,0,0,0)

(1,0,-3,0,)y(1,-1,-2,1,1)

NS kL =

Dados los vectores v = (2, 1, -2, 3) y 1 = (3, x, 3, 2), jexiste
algan valor de x, para que el angulo entre los vectores sea % ?

8.

10.

Dados los vectores v= (2,0, 1,0, ) yu=(3, 0, 1, x, 1),
(existe algun valor de x , para que el angulo entre los vecto-

res sea E?
4
Dados los vectores v= (2,0, 1,0, ) yu=(3,0, 1, 1, -1),
(existe algun valor de &, para que el angulo entre los vecto-
- - — J
res kvy v — 2u sea Z?
Dados los vectores v = (1, 2, =2, 0)/3 y u = (-1, 1, 1, 2),

calcule el dngulo entre el vector resultante de (v - u)v — u
con el vector v.
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Vectores paralelos y ortogonales

Cuando tenemos un vector es de gran importancia conocer todos los vectores que estan en la misma direccion y todos los vectores que
tienen la menor norma desde un punto fuera del vector a este mismo. Por tanto, es primordial dar a conocer qué son estos vectores y
como encontrarlos.

Vectores ortogonales y paralelos. Dos vectores diferentes del vector cero son ortogonales si el angulo entre estos es
de 90°; entonces, para v # 0y % # 0 se cumple v - z=0.

Dos vectores vy # son paralelos si existe un valor k €R, tal que v = ki. De modo equivalente se dice que dos
vectores son paralelos si el angulo entre estos es 0 0 180°; 0° si tienen el mismo sentido, o bien 180° si son de sentidos
opuestos.

La figura 5.15a muestra dos vectores, vy , ortogonales (perpendiculares) entre si; como se puede observar, el 4ngulo entre estos es de
90 grados. Mientras que la figura 5.15b muestra los vectores paralelos vy %; como se puede observar, dos vectores paralelos se encuen-
tran en la misma direccidn (sobre la misma linea) y las rectas donde se encuentran vy % nunca se intersecan.

v=(3,3) 3T

u=(-2,2) 1 +

Figura 5.15 Vectores a) ortogonales y b) paralelos.

T N

Obtener el producto punto entre los siguientes pares de vectores e indicar si son ortogonales.
1. Sea (=2, 2), (3,3) (vectores de la figura 5.15a).
Soluciéon
U-v=xx+yy,=(-2)3+23)=-6+6=0
Por tanto, los vectores son ortogonales.
2. Seau=(-3,-1), v=(a, 4), encontrar un valor de a para que los vectores sean ortogonales.

Solucion
u-v= X% +yy,=(3) @)+ (-1)4=-3a-4=0
Entonces, a = —% para que los vectores sean ortogonales.
3. Sea(4,2,0),(-1,2,-3).
Solucion
u-v= X%+ ¥y, +22,=4-1)+22)+0(-3)=-4+4+0=0

Por tanto, los vectores son ortogonales.
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4. Sea(-3,-2,0, 1), (-1, 5, 4, 5).

Solucion
UV =uy, +uyy+ uy, +uy, = (3)-1)+(-2)5+04) + 1(5)=3-10+0+5=-2

Por tanto, los vectores no son ortogonales.

\_ /
A - N\

Determinar un vector w que sea paralelo al vector v = (-2, 3) de norma 2.5 con sentido opuesto a v.

Solucion

Si se toma en cuenta que los vectores deben ser paralelos, entonces debera cumplirse _ A

que w= kv =(~2k, 3k). Si se calcula la norma de w'y se iguala a su valor propuesto de 2.5 V=023 +

tenemos:

] = x2+ 5% =1 k1202 + @) =1 kI1V13=25.
Si se despeja a | £|, tenemos: “ X
|&|= ﬁ 1
J13 1
. . 25 I
Considerando que el vector es de sentido opuesto £ =—— . Por tanto, el vector busca-
does ek we= 2o (véase figura 5.16) V13 Figura 5.16 Vectores paralelos del
U 13(2,3) S ejemplo 5.19.

\_ /
o N

Determinar un vector w de norma 4 que sea ortogonal al vector v=(1, 0, -1, 2, 1).
Solucion

Primero, debemos proponer un vector % que sea ortogonal al vector v = (1, 0, -1, 2, 1). Para eso, notamos que # debe pertenecer
a R’ para poder efectuar el producto escalar con v, esto indica que tiene cinco componentes: Uy, ty, Uy, U, y ts. Con respecto a
las componentes, lo unico que conocemos es que no pueden ser cero todas juntas. Entonces, podemos fijar un valor cualquiera
para cuatro de estas y la quinta componente la encontramos de la condicion de ortogonalidad, # - v = 0. Por ejemplo, si U =u,
=u,=u, =1, entonces:

u-v=0=(1,1,1, Lu) (1,0,-1,2,1)=1+0-1+2+u;=2+u,=0.
Donde se obtiene que u; =2, entonces u=(1,1,1,1,-2) es ortogonal a 7.
Como segundo paso necesitamos que el vector tenga norma 4. En este caso, sabemos que # es ortogonal a v, entonces solo falta

- = . . L
proponer un vector w # 0 paralelo a # y norma 4. En la seccion del vector unitario se muestra un procedimiento en tres pasos,
para determinar los vectores en la misma direccion (paralelos) a un vector dado con una norma determinada.

Paso 1. Calcular la norma |[if] = {12 +12+12 +12+(=2)2 = 8.

Paso 2. El vector unitario "= éﬁ = L(1, 1,1,1,-2).
%] 8

Paso 3. Como w debe ser de norma # = 4, entonces w =41 "= %(1, 1,1,1,-2)= \/5(1, 1,1,1,-2).
8

S /
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| Ejercicios 5.9

I Obtenga el producto punto entre los siguientes pares de vectores  10.

[ e indique si son ortogonales. 11
1 1. (7,1), (-6, -6). 12.
2. (3,4,-1,3),(-1,-4,8,9). 13.

3. 3,4,-1,2),(7,8,-1,0).
4. (2,-1,-3), 4,5, 1), 14.
5. (-6,7,-1,-3),(3,4,-5,5). s
6. (2,-1,-2,4,5),(-1,3,2,-2,1). '
Calcule el angulo entre los siguientes vectores e indique si son 16.

ortogonales, paralelos u otro.
17.

7. (4,06),(3,-2).

8. (_3a S> 6)7 (_4’ 47 6) 18

9. (-1,2,3), (-5, 10, 15).

m Ejemplos complementarios

(-2,4,5),(3,4,-2).

. 2,-1,3,5), (4, 2, -6, -10).

(3,-4,5,-1,0),(2,-1,-1, 1, 1).

Determine un vector unitario que sea paralelo al vector
v=(-1,1,2).

Determine un vector de norma 5 que sea paralelo al vector
v=(-1,0,0,2,-2).

Determine un vector unitario que sea ortogonal al vector

-

v=(-1,1,2).

Determine un vector de norma 5 que sea ortogonal al vector
v=(-1,0,0,2,-2).

Determine todos los vectores que sean paralelos al vector
v=(-1,0,1,-2).

. Determine todos los vectores que sean ortogonales al vector

-

y=(-1,0,1,-2).

Con el uso de los diferentes conceptos estudiados durante el presente capitulo, en esta seccion vamos a resolver 11 ejercicios un poco

mas elaborados que los vistos hasta este momento.

1. Encontrar un vector paralelo al vector # = (2, —4, 5) de norma 5 y de sentido opuesto.

Solucion

Primero se normaliza al vector # y este se multiplica por la norma deseada. La norma del vector es:

[l = 22 +y2 +2% =22 + (-4 +52 =J4+16+25 = /45

Al normalizar:

> 1
u=

i

Al multiplicar por -5, tenemos el vector buscado:
-5

Jas

2. Determinar dos vectores paralelos a v= (1, -2, 5) de norma igual a 5.

-
Y=

Solucion

2,-4,5)

2,-4,5)

Hay que normalizar al vector v y multiplicarlo por la norma deseada. Como se quieren dos vectores, el otro ser4 el de direccion
opuesta. Por tanto, el vector normalizado debe multiplicarse por -5 y por 5:

Calculando su norma se obtiene:

7] = a2 +y2+22 =12+ (=2)+5? =1+4+25 =30

Al normalizar:
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Al multiplicar por 5 y -5, tenemos los vectores buscados:
-5

T}:i(l
SR V30

. Encontrar los valores de # para que v = (3%, -1, 1) y u = (2k, k, —2) sean ortogonales, calculando vy # e igualando a cero este pro-
ducto, para que sean ortogonales:

—2,5)3/?2: (1’_2’5)

v-u=6P-k-2=0.

Al resolver la ecuacion anterior por la formula general se tiene:

o TbENP —dac _ (DD -46)(-2) 1949 _1£7

2a 2(6) 2 12

Por tanto, se tienen dos valores de &:
147 8 2 _1-7 6

T2 123

1
=
. Dados los vectores v = (1, 2) y = (1, @), en cada caso determinar el valor de & para que se cumpla:
a) Elangulo entre vy  sea de 60°.

b) La norma de # sea tres veces la norma de v.
Solucion

a) Sesabe de (5.5.9) que v %= |[v|| || cos 6, al calcular estos valores se tiene:

u-v=xx%+yy,=1(1)+2a)=1+2a.

7] = ¥ +y? =2 422 =144 =45,

[d] = 22 +y? =P +a? =1+,

Luego, al sustituir los valores calculados se tiene:

1+2a= \/g V1+a? cos (60°) Si se eleva al cuadrado.

(1+2a)= (\/g V1+a?0.5)? Si se desarrollan cuadrados
1 +4a +4da? = 1.25 + 1.25¢2 (5.6.1)

De la expresion (5.6.1) tenemos la ecuacion 4a? — 1.25a%+ 4a + 1 - 1.25 =0, donde 2.75¢2 + 4 — 0.25 = 0. Si se resuelve por la

formula general se tiene:
_ —b+Nb?—dac _ 4t 42— 4(2.75)(-0.25) _—4£VI1875

2a 2(2.75) 55
Por tanto, se tienen dos valores de ¢:
¢ = -4++/18.75 006 y = -4-4/18.75 — 151,
5.5 5.5
b) Al utilizar las normas calculadas se tiene:
[a] =37 Al sustituir valores
Ji+a? =35 Elevar al cuadrado
1+a?=45 Resolver

a:iZ\/ﬁ
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5. Dados los puntos p, = (3, -3k, 1) y p, = (2k, 2, k), encontrar los valores de  para los cuales la distancia entre estos es 3\/3.
Solucion

Si se emplea la férmula (5.5.1) para la distancia entre dos puntos y si se considera que d(p,, p,) = 3\/3 se tiene:

d(p), )= (5, = 1)+ (= 1 +(2, - 2,)? Al sustituir los valores

3V3 = (k=3 + 2+ 3k) + (k1) Elevar al cuadrado

2
(3‘/5)2 - (‘/(Zk =3+ 243k + (k-1)? Desarrollar cuadrados
27=4R - 12k+9)+ 9F + 12k +4) + (¥ - 2k+1)  Simplificar términos semejantes

27= 148 - 2k + 14 (5.6.2)

De la expresion (5.6.2) tenemos la ecuacion 14%% — 2k — 13 = 0. Si se resuelve con la formula general:

_btVb —dac _ ~(-D)£y(-2)2 - 4(14)(-13) _ 244732

2a 2(14) 28

k

Por tanto, se tienen dos valores de &:

b =2+\/ﬁ=1+\/@
14

1 =-0.08948.
28

=1.037 y &k,

_2-V732 _1-v183
28

6. Dado el vector v = (1, 3), obtener todos los vectores ortogonales a v; de estos, elegir dos de norma 10.
Solucion

Sea 1 = (x, ) el vector que se desea determinar, se calcula # - v, al igualar a cero el producto nos aseguramos de que los vectores
son ortogonales si:

u-v=x+3y=0.

Es decir, tenemos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo que consta de dos incdgnitas y una ecuacion con solucion mul-
tiple dada por x = -3y, si y = t; ademds, tenemos que cualquier vector % ortogonal a v estd dado por:

2 e

Para que el vector cumpla con la norma 10, ¢ # 0 se deben seguir los pasos citados antes:
Paso 1. Calcular la norma:
i = 1£13(-37 +12 =1 1310

Paso 2. El vector unitario:

Paso 3. El vector buscado de magnitud 10:

- 10
=+—(-3,1)=+J10(-3,1
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7. Seav=(4, 3, 5), encontrar todos los vectores perpendiculares al vector v. Elegir uno de norma 3.
Solucion

Sea 1 = (x, y, 2) el vector que se desea determinar, calculando % - v e igualando a cero este producto, esto asegura que los vectores
sean ortogonales entre si:

U-v=4x+3y+52=0.
Es decir, tenemos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo que consta de tres incégnitas y una ecuacion con solucion mul-

tiple, dada por x = —% y- %z . Si 4 es el vector ortogonal a v, entonces:

3 5
x R —_
U= y |=y 14 +z 04 paray,zeR.
g 0 1

Como el sistema tiene solucién multiple, una solucion particular se obtiene si se asignan valores a x y y.

Por ejemplo si y =z=4:

X _é _E 8
i=|y [=4] 4 lra] t 5] 4
1 0 A

g 0 1

Para que cumpla con la norma igual a 3, tenemos del vector unitario.

Paso 1. Calcular la norma:

] = \Jx2+y2+22 =J(-8)2 +42 + 42 =J64+16+16 = 4/6

Paso 2. El vector unitario:
B:L(—s, 4, 4):L
6

Il 46 J6

(-2,1,1)

Paso 3. Vector buscado de magnitud 3:

— 3
u; =—(-2,1,1)
J6
8. Encontrar todos los vectores ortogonales tanto a ¥ = (1, -1, 3) como a % = (2, 0, 1). Elegir dos con norma 8.
Solucion

Sea w= (¥, y, 2) el vector que se desea determinar; calculando w - vy w - 4, e igualando a cero los productos se asegura que el vector
w sea ortogonal tanto a ¥ como a #.

Resulta un sistema de ecuaciones lineales homogéneo que se resuelve al escalonar para determinar los valores de x, y y z. Escalo-
nando se tiene:

1
1 -1 310 1 0 =10
I -13(0 | |1 -1 310 N 5 N 2
2 0 110 0 2 =510 01 —-=10 5
o ) o) 2 071 -> 0
Ry Ry-2R Ry (1/2)R; 2

KOs 50
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Solucion
1
x+_Z:0 X 7 —1 _1
2 Sw= ¥ :E 5 |=t| 5 |para—-=treR
y_%z:() z 2 2

Para que cumpla con la norma igual a 8, del vector unitario tenemos:

Paso 1. Calcular la norma:

9] = 22+ 37+ 22 =1t [ (-1) + 52 +22 =|£ 1430

Paso 2. El vector unitario:

L !

- #(-1,5,2)= (-1,5,2)= (-1,5,2)
1w ] |r|f [\ \J T

Paso 3. Vector buscado de magnitud 8:

w=+——(-1,5,2)

f

9. Encontrar todos los vectores ortogonales tanto a v = (3, -2, 3, 4) como a 1 = (-2, 4, -5, -3). Elegir uno con norma 5.

Solucion

-

Sea w=(x, y, z, w) el vector que se desea determinar. Calcular w - vy w - 1, e igualar a cero los productos asegura que el vector w
sea ortogonal tanto a ¥ como a #:
Wwev=3x-2y+3z+4w=0
weu==2x+4y-52-3w=0

Resulta un sistema de ecuaciones lineales homogéneo que se resuelve escalonando, para determinar los valores de x, y, zy w:

323 4o (122 1lo) (122 1]0],
2 4 -5 3]0 24 -5 -3[0) {08 -9 -1]0

RDoR 4R, RPN 2 B o/9rD
10 s 0 x+lz+—w=0
12 -2 10| 4 4
= 9 1
01 —% L 0 01 21 0 y——z-—w=0
ROor®-28) Q) z,welR
Solucion
L _3
x 4 4
w=l ¥ |=2 9 +w 1 paraz, weR.
z 8 8
w 1 0
0 1

Como el sistema tiene solucion multiple, se obtiene una solucion particular al dar un valor a las variables. Sea z = w = §, o multi-
plos de 8 para trabajar con valores enteros. Entonces:
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10.

1 S
x 4 4 -12
1/—1;= Y =8 2 +8 l = 10
z 8 8 8
w 1 0 8
0 1

Para que cumpla con la norma igual a 5, del vector unitario tenemos:

Paso 1. La norma:

7] = \x2+ 92 +22 +w? = J(-12) +10> +82+ 82 =+/372 = 2,/03
Paso 2. El vector unitario:

L (6,544

o3

(121088)

<
TR
||
[\ )
%‘ —

Paso 3. Vector buscado de magnitud 5:

=2 (-6,5,4,4)

w, =
Lo

Comprobacion de ortogonalidad

Al calcular el producto punto se tiene:
5

Vo3

=2 (26,5,4,4)-(3,-2,3,4) = — (-18-10+12+16) =

@ o3

Wyl = —=(~6,5,4,4)-(-2,4,-5,-3)=

5
f \/% o3

Encontrar todos los vectores ortogonales tanto al vector v = (1, 7, =3. 6) como al vector # = (2, 13, =7, 5). Elegir uno que tenga
norma 3v115.

0)=0.

=l

(12+20-20-12) = —=(0) =0.

Solucion

—

Sea w = (, y, z, w) el vector que se desea determinar. Calcular w - vy w
sea ortogonal tanto a v como a u:

— . —
- 4, e igualar a cero los productos asegura que el vector w

wev=x+Ty-3z+6w=0
weu=2x+13y-Tz+5w=0

Como se puede ver, resulta un sistema de ecuaciones lineales homogéneo que se resuelve escalonando, para determinar los valores
de %, , z, y w. Al hacerlo se tiene:

17 36lo) (17 3 6lo) [1736l0]_ [10-10-43]0

213 -7 5|0 0 -1 -1 -7]0 01 1 7]0 01 1 710/

BDor 2R, R os-nriD RO (-nrP S
Solucion

x-10z-43w=0
y+z+Tw=0 =w= =z +w 07 paraz, weR.

z,welR

T N R
|
|
—
I
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11.

Como el sistema tiene solucion multiple, se obtiene una solucion particular al dar un valor a las variables. Sea z=w= 1, entonces:

X 10 43 53

a=l Y = -1 + =7 |- -8
z 1 0 1
w 0 1

Para que cumpla con la norma igual a 3v115, tenemos del vector unitario:

Paso 1. La norma:

HW” = \/x2+y2 +22 +W2 :\/(53)2 +(_8)2 +12 +12 :\/2875 =5 [115
Paso 2. El vector unitario:

—w= (53,-8,1,1)

1w ] Sx/f

Paso 3. El vector buscado de magnitud 3v115:

N

W =2 (53,-8,1,1)== (53 8,1,1)
5V115

Comprobacion de ortogonalidad

Al calcular el producto punto se tiene:

w

w5 =2(53,-8,1,1)-(1,7,-3, 6)=§(53—56—3+6)=§(O)=0.

w WD

—

Wi =2(53,-8,1,1)-2,13, -7, 5)=%(106—104—7+5)=§(0)=0.

wn

Sea 11 = (-2, -3, 5), encontrar un vector perpendicular al vector %, con norma igual a 10, cuya tercera componente es dos veces la
segunda.

Solucion

El vector que cumple con la tercera componente igual a dos veces la segunda es:
v=(x7,2y)
Para que los vectores v y # sean perpendiculares su producto punto debe ser cero:

veou=-2x-3y+10y=-2x+Ty=0.

Es decir, tenemos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo que consta de dos incdgnitas y una ecuacion con solucion mul-
tiple dada por:

o,
27727
Entonces, si v es el vector ortogonal a #:
X
v=l y |=y parayeR.

NS SN IS
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Como el sistema tiene solucion multiple, una solucion particular se obtiene al asignar valores a y; por ejemplo, si y = 2:

X
v=l oy |=2

2y

NS SRS
I}
oSS TN |

Para que cumpla con la norma igual a 10, tenemos del vector unitario:

Paso 1. Calcular la norma:

9] = 32+ y2 +22 =72 422 442 =69

Paso 2. El vector unitario:

L 5=L29
vl V69
Paso 3. Vector buscado de magnitud 10:
V= (7,2,

VP = —
' Voo

Aplicaciones

Los vectores tienen una gran gama de aplicaciones. En esta seccidn mostramos algunas de estas. Iniciamos con las proyecciones y el
producto vectorial, y continuamos con algunas aplicaciones a la geometria analitica y la fisica, para finalizar con un listado de algunas
otras aplicaciones.

Proyecciones

Una primera aplicacion de los vectores se tiene cuando se quiere encontrar las componentes paralela y ortogonal de un vector sobre
otro, que se define a continuacion con el nombre de proyeccion. Esta aplicacion de los vectores es de gran importancia, por lo que
en el capitulo 7 se estudia una generalizacion del tema que representa una forma de encontrar la mejor aproximacion de una funciéon
mediante series de funciones. En esta parte de las aplicaciones de vectores, nos enfocamos solo a calcular la proyeccion de un vector
sobre otro.

Definicion 5.13

Proyeccion. La proyeccion del vector # sobre el vector ¥ se denota por Proy (i), cuando # y v son diferentes de cero,
y se define por:

uv
Proy,(u) = ——. (5.7.1)
v
La expresion de la proyeccion del vector # sobre el vector v se puede escribir de la siguiente manera:
- — - -
S wvs_uv 1 -
Proy,u= ——v=——v
2 — —
vIE vl
- — 1
uv — . . . ., , . . .
Donde T” es un escalar y ﬁ ¥ un vector unitario en la direccién de v. Asi, ProyV(ZZ) es un vector que tiene el mismo sentido que
v v

v cuando # - v > 0 (véase figura 5.17) y sentido opuesto si # - v < 0 (véase figura 5.18).
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JT/2<

<7

<l

<)

Aﬁ)

Figura 5.17 Figura 5.18

Por otro lado, resulta que el vector # — Proyv(ﬁ) es ortogonal a v, esto se verifica:

-

|v|*=u-v-u-v=0.

Nota

Con los resultados

anteriores, podemos

concluir que dado
un vector 4 es posible obtener
su parte paralela y ortogonal
sobre otro vector ¥:

i
11

Ortogonal: % — Proy.().

Paralela: Proy (u) = V.

T - N\
Dados los vectores # y v, determinar las partes paralela y ortogonal de  sobre v.
1. u=(6,3), v=(3, 0) (véanse vectores de la figura 5.19):
Proy (#) = Hti|1|)2 5= 6(3);3(0) (3,0)= (3,0):2(3, 0)=(6,0).
v
i~ Proy (1) = (6, 3)- (6, 0)= (0, 3).
=(-3,-2), v = (4, —1) (véanse vectores de la figura 5.20):
WV o 3@+ (=2)(=1) -10
Proy(u) = V= 4, - —4,-1).
G T v L B TR
S S -10 11
— Proy.(#) = (<3,~2)~ ——(4,~1)=— (1, 4).
u— Proy,(u) = ( ) T 4,-1) 17( )
Proy_(u) +
, , X
3 II 4
,'I v=(4,-1)
u=(-3,-2)
Figura 5.19 Figura 5.20
. J
1 Ejercicios 5.10
[ Para los siguientes pares de vectores, deter- 1. u=(=3, 5), v = (-4, —4) 4. u=(1,-3,-2),v=(-2,6,4)
mine las partes paralela y ortogonal de: 2. i=(2,4),v=(6,-3) 5. u=(4,1,-3,2),7=(3,-2,0,1)
I a) isobrev b) ¥sobred i=(-1,2,-3),7=(-5,3, 5) 6. i=(1,-1,0,-2,0),¥=(0,1,1,-2, 1)
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Producto vectorial

Ademas del producto escalar entre dos vectores, en calculo vectorial, para el caso de vectores en R se define otro producto cuyo
resultado es otro vector.

qQ - — q — — —
Producto vectorial. Sean %, v € R?, el producto vectorial o producto cruz entre # con v se denota por # X v, y se
define como el vector:

UXV= (Uy3 = Ugvy, = U V3 + UV, Yy — Uy0)). (SN2

El producto cruz o vectorial tiene la particularidad de que solo se define para vectores que e estén en R3, Por lo general, en las aplica-
ciones que se tienen en fisica de este producto se utilizan los vectores unitarios i= (1,0,0), ] ,1, 0) y k= (0 0 1). De manera que
resulta que cualquier vector de R? se puede representar mediante estos vectores unitarios. Por ejemplo, v = 121 it v i+ v, k en particular
el producto vectorial (5.7.2) se puede representar:

UXV= (uyv,— u3v2)7+ (~uv, + u3v1)7+ (uv,— uzvl)z. (5.7.3)

Si se observa la expresion (5.7.3) podemos notar que lo anterior también se hace por medio del determinante:

! ] k - - —
UXy= wou, U = (uyvy —usvy) i = (v, —u,) j+ v, —u,) k (5.7.4)
vV, v

Las tres expresiones (5.7.2), (5.7.3) y (5.7.4) son las mismas para el producto vectorial; no obstante, la mas sencilla de recordar es (5.7.4).

T B N\
Sean los vectores = (3, 1, -2) y v=(0, 2, 4).

a) Encontrar el vector # X v.

b) Probar que # X vy u son ortogonales.

c) Probar que # x vy v son ortogonales.
Solucion

Para el producto vectorial, empleamos la formula directa (5.7.2):

a) uxv=(1)4)-2)Q), -3)@ +(=2)(0), 3)2) - (1)) = (8, ~12, 6)
El producto vectorial también se puede encontrar con (5.7.2):

=(4-(-4)i-(12-0)j+(6-0)k=8i - 12] + 6F.

e
uxXv=

k
-2
4

o W o~
[ NS )

b) Para probar que son ortogonales realizamos el producto escalar:
(@xv)-u=(8,-12,6)-(3,1,-2)=24-12-12=0.

¢) De igual manera:

@xv)-v=(8,-12,6)-(0,2,4)=0-24+24=0.
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El producto vectorial % x ¥ cumple las propiedades enunciadas en el teorema 5.2.

> 5 - 3
Sean u,vywe R’ con ¢ una constante, entonces se cumplen:

1. Es anticonmutativo: % X v = —v X 4.

2. ux0=0xu=0.
3. (au)xv=axv).
4. Distributiva: uX (V+ W)= UXV+uUXW.
5. Eltriple producto escalar es:
o Wy
w-(Uxv)=(Uxv)-w= A
vV, ¥

- - - >
6. u X v esun vector ortogonal a 2 y v.

7. Gx3) =i (Fx )

Demostracion

La comprobacién la basamos en la representacion (5.7.4) y las propiedades de los determinantes.

1. Por la propiedad de intercambio entre renglones: # X v = — X .

2. Por la propiedad del renglén nulo: #x 0=0x #=0.

3. Por la propiedad del producto de un renglén por una constante: (i) X v=a(ux v ).

4. Por la propiedad del determinante de una suma de renglones: # X (v -+ w) = u X v + 1 X .

5. Primero, notamos que por ser el producto escalar conmutativo w - (i x w) = (u x v) - w. Enseguida, vamos a

verificar que coincide con el determinante:

W (U X V)= w, (v, = t39,) + wy (~1,v, + u;v,) + wy(u,v, - u,v,). Determinantes de 2 x 2:

iy Uy g
T T e B O e
=1 2 iy =l E %
Yy Vs v Vs Y
v, v

6. Al efectuar el producto escalar (4 x v) - v 0 (1 x v ) - i se repite un renglon en el determinante del triple producto
escalar, entonces este vale cero.

7. Se obtiene del triple producto escalar y dos intercambios entre renglones del determinante:

Uy o iy Wy Wy W Wy W
— — - o, -
w-(VXW)=| vy vy vy =y vy vy (S uy, dy [=(uXv)ow.
iy Wy W novy Wy
R &R R, 2R
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T - N

Resolver el ejemplo complementario 8, donde se pide encontrar los vectores ortogonales a z = (2,0, 1) y v = (1, -1, 3).
Solucion

Como los vectores dados pertenecen a R3, podemos utilizar el producto vectorial para obtener un vector ortogonal a ambos
vectores. Por su parte, para el producto vectorial, empleamos la formula (5.7.4):

ixv=| ) o |FO-(D)i-(6-1) j+(-2-0k=i-5-2k=(1,-5-2)
1 -1 3

El otro vector se obtiene de la propiedad anticonmutativa:
vxu=—uxv=(-1,5,2)

Ahora, solo falta realizar el mismo procedimiento para que la norma valga 8 y tengamos el resultado completo:

8
+——(-1,5,2
@( )
N %

El producto vectorial tiene muchas aplicaciones en fisica y matemati-

. , L, | El calculo vectorial es un campo de las matematicas
cas. Por ejemplo, es comun su aplicacion en:

| referidas al analisis real multivariable de vectores en

1. Elteorema de Stokes, para las integrales de superficie y su relacion dos o mas dimensiones. Es un enfoque de la geo-

con las integrales de linea en la frontera de un campo vectorial. metria diferencial como conjunto de formulas y tecnicas para
solucionar problemas muy utiles para la ingenieria y la fisica.

Fue desarrollado por el fisico estadounidense Josiah Willar

2. El calculo del momento angular y el torque aplicados en la ley de

conservacion del momento angular. Gibbs (1839-1903), quien utilizo el punto para denotar al pro-
3. El vector espacial de excentricidad que se usa para describir la ducto escalar y X para denotar al producto vectorial, notacion
forma y orientacion de la orbita celeste de un cuerpo que gira en que aun se conserva hasta nuestros dias. Mientras que al inglés
torno a otro mediante la ley de gravitacién newtoniana. Hamilton es a quien se le atribuye haber empleado por prime-

ra vez los términos escalar y vectorial. Asi, en el siglo XIX el

4. Entre muchas otr licaciones. . .
tre muchas otras aplicaciones uso de los vectores fue generalizado a toda la fisica.

1 Ejercicios 5.11

I Para cada par de vectores, calcule su producto vectorial. 7. En cada una de las parejas de vectores de los ejercicios ante-

[ N N riores, encuentre, si es posible, un vector ortogonal a ambos
1. u=(-1,0,1),v=(3, 1, -4). de magnitud 5.

I 2 4=(2,2,4,v=0,1-3). 8. En cada una de las parejas de vectores de los ejercicios an-
3. u=(-1,2,-3),v=(-5, 3, 0). teriores y el vector w = (1, 1, 0) calcule el triple producto
4 5=(1,-3,-2),7=(-2,6,4). escalar.

N N 9. Sean las parejas de vectores de los ejercicios anteriores y

5. u=(1,1,1),v=(-2,0,1). el vector w = (1, 1, k), encuentre un valor de &, para que el
6. u=(0,-2,0),v=(1,1,-2). triple producto escalar sea cero.

Calculo de areas

Cuando trabajamos en el conjunto R3, es posible utilizar el producto vectorial para determinar el 4rea del paralelogramo formado por
dos vectores con origen comun en el sistema de coordenadas (véase figura 5.21).
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Sean #'y v e R3, entonces se cumplen:

1. Elarea del paralelogramo formada por 4y , esta dado por A, = [[u]| [[v]| sen(6) = || x ¥]].

2. Elangulo 0 entre 4y v, esta dado en 4 = ||u]| ||v]| sen(8) = [|ux ]

Demostracion

1. Para el primer caso nos apoyamos en la figura 5.21, donde se muestra el area del paralelogramo, 4, formada
por los dos vectores dados.

Figura 5.21 Area del paralelogramo N
formada por los vectores 4 y v. 0-origen de las coordenadas

Comprobacion

Para iniciar la comprobacion, primero observamos que el area del paralelogramo, 4, es igual a la suma de las dreas

de los dos triangulos 4, y 4;, mas la del rectangulo 4,. Ademas, 4, =4, = % y4,= (||| = b)h. Por tanto:

A5 =24, + Ay = b+ (] ~ )k = 7] h =[] 7] sen(®).

2. Para el segundo caso utilizamos el resultado ||u|| ||v|| cos(f) =« - v. Entonces:

]2 71| sen(8) = [[2]]> [¥]/* (1 - cos? (6) = [[al]* [¥]> = [[]]* [¥]|* cos? ()

3 3 2 3 2 3 3 3
YN RURED ) YRS ) NS Y NG
=l j=l i=1 j>i i=1 j>i =1 =1
2 3 2 3
- 2.2 4 2.0
= ZZ(ul ViU, )- ZZZ(uivl. )(ujvj)
=1 j>i i=1 j>i
2
2 3 2 3 2 3 ui uj
_ 2 2\ — 2 —
—ZZ((ul.vj) =2y Nup,)+(u,) )—ZZ(uivj—ujvi) —zz
i=1 j>i i=1 j>i i=tj>i| Vi Y
2 2 2
U, u u u u, u
I I L P ESE
7 L %

Si se extrae raiz cuadrada a ambos extremos de las igualdades y se considera que (f) > 0 para 6 € [0, 7] radianes, se
concluye la demostracion.

En la figura 5.21 se muestra el paralelogramo formado por los vectores; como se puede observar, no se mostra-
ron los ejes de coordenadas, sino solo el origen. La razon es que a partir de la demostracion del teorema 5.3 se pudo
observar que la generalizacion al caso R” con 7 > 2 es factible.
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Sean #y v eR"y con > 2, entonces:

1. Elarea del paralelogramo formada por # y v, esta dada por:

A = Area de D:\/HZ”ZW”Z ~@-)r= )Y, (5.7.5)

2. Eléngulo 6 entre u y v estd dado en A = ||u]| ||v]| sen(6).

Demostracion

Se realiza lo mismo que en la demostracion anterior; solo que aqui se cambia el indice superior de las sumatorias 3
por n'y 2 por n— 1, menos la Gltima igualdad del producto cruz.

T N

Calcular el 4rea del paralelogramo formada por los vectores z = (-2, 1, 1)y v=(~1, -1, 3).

Solucion
Utilizando el teorema 5.3; primero, calculamos el producto vectorial:

UXV= _12 i Ile =(3-(1)i-(-6-(-1)j+ Q- (-1)k=4i +5] +3k=(4, 5, 3).
-1 -1 3
Por ultimo, calculamos su norma:
4 =\16+25+9 = 5202
\_ J

prree _
Calcular el area del triangulo del ejemplo 3.33, formado por los puntos (0, 0), (3, 0) y (5, 4) (véase figura 3.4).

Solucion
Primero, podemos formar dos vectores con inicio en el origen de coordenadas; los vectores serian:

u=(3,0)y7v=(5,4)

Ahora, si se aplica la formula (5.7.5) para n = 2, tenemos el area del paralelogramo:

= RN
5 4

Por tltimo, €l drea del triangulo es la mitad del area del paralelogramo 4, = % = 6u? , que coincide con el valor calculado en
el capitulo 3.

/




Algebra lineal

o N

Calcular el 4rea del paralelogramo formado por los vectores z = (1,0, 4, 1,0,-2) yv=(1, 3,0, -2, 3, ).
Solucion

Si utiliza la férmula (5.7.5), primero calculamos los cuadrados de las normas de los vectores y el producto escalar:

#|P=1+0+16+1+0+4=22
[PP=1+9+0+4+9+1=24
u-v=-140+0-2+0-2=-5

Sustituyendo estos valores en (5.7.5):

A =@ P7 | - @-7) =(22)24)~(-5)% = /503u2.
- J

| Ejercicios 5.12

I Para cada par de vectores, calcule el area del paralelogramo for-  En cada pareja de vectores, en caso de ser posible, calcule el va-
I mada por estos. lor de & para que el area del paralelogramo que estos forman
tome el valor indicado.

p b i=(-1,0,1),v=(3,1,-4) . )
2. 4=2,1,1),v=(-2,0, 1) 7. u=(k0,1),v=(3,1,k),2
3. d=(1,2),7=0, 1) 8. i=(-1,1,7=(1,1), V2
4. i=(-1,2,-2,0),¥=(0,-1,3,2) 9. u=(1,k2,1),7=(k~-1,0,1),3
5. u=(1,1,1,1,1),v=(-2,0,1,0, 1) 10, d=(1, 1,k & 1),7=(1,-1,0,-1, 1), V5
6. u=(-2,0),v=(1,-2)

Calculo de volimenes

De igual manera que el area del triangulo en el conjunto R?, también es posible utilizar el triple producto escalar para determinar el
volumen formado por tres vectores con origen comun en el sistema de coordenadas (véase figura 5.22).

- 5 - 3
Sean u, vy w e R’, entonces se cumplen:

1. El volumen del paralelepipedo formado por %, v'y w esta dado por ¥, = [(ux v) - w|.

2. Los tres vectores son coplanares si (u x v) - w=0.

O - origen de las coordenadas Y

Figura 5.22 Volumen del paralelepipedo
formada por los vectores 4, v y w. x
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o - N

Calcular el volumen del paralelepipedo formado por los vectores # = (4, 1, 0), v= (0, =2, 1) y w=(1, -1, 1).
Solucion
Si se utiliza el teorema 5.5, tenemos del triple producto escalar:
1 -1 1
(uxv)w=l4 1 0]|=
0 -2 1

1 0
=2

4| b Doy 0-g(-142)=-3
21

Por tltimo, el volumen es el valor absoluto del triple producto escalar:
V,=3
- /

| Ejercicios 5.13

! Para cada terna de vectores, calcule el volumen del paralelepipe-  En cada terna de vectores, en caso de ser posible, calcule el va-
[ do formado por estos. lor de % para que el volumen del paralelepipedo tome el valor

N N indicado.
= (_17 07 1)7 V= (3, la _4)$ w= (Ov 17 0)

@,1,1),v=(=2,0,1), w=(1, 1, 1). 5
(-1,2,5),v=(3,1,0), w=(0, 1, 2). 6.
(2’ _27 0)7 V: (0, _17 2), W: (_1» 07 1)

. u=(k0,1),v=3,1,k, w=(0,1,0), 20.
ZZ:(_I) kr 1)’ 1_;=(07 1) 1)7%):(17 1$ 1)7 40.

N
u
N
u
N
u
N
u

Ll

Calculo de angulos internos y perimetro de una figura

Hasta este momento se ha trabajado con la consideracion de que los vectores tienen su inicio en el origen de coordenadas, puesto que
en caso contrario se puede aplicar el principio de transmisibilidad de los vectores para trasladarlos de manera paralela al original de
coordenadas. Pero en algunas aplicaciones de los vectores no siempre sera necesario trasladar los vectores, por esta razon introducimos
una breve clasificacion de estos.

Iniciamos con la definicion al inicio de un vector, como cola del vector, y al punto donde termina cabeza del vector, como se
muestra en la figura 5.23a. Por otro lado, a los vectores que comienzan en el origen los llamamos radio vector y a los que lo hacen fuera
del origen vectores libres. Los radio vectores y vectores libres se muestran en las figuras 5.23b y 5.23c, respectivamente.

Cola

Cabeza

>

(-2,2)

'(3, 2)

-2

Y

3

(a) Cola y Cabeza de un vector

X

1 /I/:\{,

(b) Radio vector

[

(c) Vector libre

Figura 5.23 Vectores libres y radio vector. a) Cola y cabeza de un vector. b) Radio vector. c) Vector libre.

Por el principio de transmisibilidad de los vectores, cualquier vector libre se puede trasladar para ser un radio vector y viceversa. Por
ejemplo, considere la figura 5.24, donde se muestran las coordenadas de la cola y de la cabeza de un vector libre. Si se trasladara el
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vector 1, al origen (y se conservara su direccién, magnitud y sentido) las 17
coordenadas del radio vector serian # = (5, 0). En general, tenemos que

para llevar cualquier vector libre al origen se debe restar las coordenadas 3+
de la cabeza menos las coordenadas de la cola. Cola L Cabeza

<

>

Radio vector = cabeza — cola (-2,2) (3,2

w

Figura 5.24 Vector libre a radio vector. 2

Considerar el vector libre que se muestra en la figura 5.24, cuyas coordenadas son: cabeza = (3, 2) y cola = (-2, 2), y obtener las
coordenadas del radio vector.

Solucion
Radio vector = cabeza — cola = (3, 2) — (-2, 2) = (3 -(-2),2-2)=(5, 0)

Los conceptos revisados brevemente en esta subseccion los podemos utilizar para calcular tanto angulos internos de figuras geométri-
cas como su perimetro. En los siguientes ejemplos mostramos su uso.

T B N

Utilizar vectores para encontrar los angulos interiores y el perimetro del triangulo cuyos vértices son los puntos: P, = (-1, 0),
Py=(-2,2)yP,=(1,2).
Solucion

La figura 5.25 muestra el triangulo formado por los puntos dados; sin embargo, los lados del tridngulo son segmentos de recta,
los cuales se convertiran en vectores en el momento que se les asigne un sentido, que dependera del angulo que se desea calcular,
como se muestra en la figura 5.26.

A A y
(_21 2) (1 1 2)
L L L L L \X L ‘X U= (3’ 0)
(_‘I , 0) 2 I T T T i T 'X
i 1 v=(1,-2)
Figura 5.25 Figura 5.26 Figura 5.27

= — r I : :
La figura 5.26 muestra a los vectores #; y v, con los que se calculard su dngulo 6; como son vectores libres es necesario trasla-
darlos al origen.
De vectores libres a radio vectores (cabeza — cola), los vectores se muestran en la figura 5.27.

u=(1,2)-(=2,2)=(3,0)
v

Con la cola en el origen de coordenadas.
=(-1,0)-(2,2=(1,-2)
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Si se calculan las normas respectivas y el producto punto entre los radio vectores % y v:

[l = V** +y2 =32+ 02 =3
7] = ¥ +y2 = +(=22 =144 =5

u- szlxz +y,=3(1) +0(=2) = 3.

Si se sustituyen estos valores en (5.5.5):

6= cos™! f : 1; = cos™! [i} =63.43°.
eIl 35

Y se sigue el mismo procedimiento para calcular otro angulo.

253

La figura 5.28 muestra a los vectores VL y ?v)L mediante los que se calculara el angulo &, pero como son vectores libres es
necesario trasladarlos al origen. De vectores libres a radio vectores (cabeza — cola), los vectores se muestran en la figura 5.29.

v=(=2,2)-(-1,0)=(-1, 2)
w=(1,2)-(-1,00=(2,2)

} Con la cola en el origen de coordenadas.

A
(_21 2) (’I ’ 2)
Nt
L X
T T (_1 : 0) T I2 T ~
Figura 5.28 Figura 5.29

Como se puede observar, las coordenadas del vector v ya habian sido calculadas, pero como cambié su sentido, equivale a
multiplicarlo por menos uno. Si se calculan las normas respectivas (||v|| ya se calculd) y el producto punto entre los vectores

vy w tenemos:
] = Jx2+y2 =V22 422 =8
Ve Wexatyy,= (12 42Q)=-2+4=2,

Al sustituir estos valores en (5.5.5):

VW | [ 2 }
el Vs
Si se conocen dos angulos del triangulo, el tercero se obtiene por complemento:

0+a+p=180°

-

=71.56°.

Entonces:

p=180°—6—a=180°-63.43° — 71.56° = 45.01°.

El perimetro del triangulo esta dado por la suma de las normas de los vectores:

Perimetro = [[i] + 7] + [#] = 3 + V5 ++/3.
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Nota

Es posible resolver

el mismo problema

mediante la resta de
vectores, la figura 5.30 mues-
tra que es necesario colocar
vectores que parten del origen
a cada uno de los vértices del
triangulo, asi los lados del tri-
angulo estaran formados por la
diferencia de vectores.

Figura 5.30 Figura 5.31

Para calcular el angulo 6 se utiliza la diferencia de vectores v — # 'y w — u (véase figura 5.30). Para el angulo « se utiliza la diferencia
de vectores u — v'y w— v (véase figura 5.31). Si se emplea la diferencia de los vectores se obtienen los mismos resultados, puesto que

se tienen las mismas coordenadas.

prem—

Sean P =(1,-2,3), P,=(2,3,-1)y P,=(-1, 0, 3) los vértices del triangulo, determinar sus angulos interiores y perimetro.
Solucion

Como estos puntos pertenecen a R®, es posible representarlos de manera grafica. Por simplicidad, hacemos una representacion
simbolica (véase figura 5.32) y se procede a resolver el problema como en el ejemplo anterior. Esto es, se asignan direcciones a
los vectores segtin el angulo que se desea determinar, como se muestra en la figura 5.33; debido a que se trata de vectores libres,
estos se deben trasladar al origen.

(1,-2,3)-(-1,0,3)=(2,-2,0)

Con la cola en el origen de coordenadas.
(Za 3a _1) - (_1’ 0$ 3) = (3a 37 _4)

N
U=
N

V=

P,=(1,-2,3) P, =(1,-2,3)

P3:(_1I0I3) '0'3:(_1101 3) PZ:(ZI 3’_1) P3:(_1lol3) PZ:(2’3’_1)
Figura 5.32 Figura 5.33 Figura 5.34

Si se calculan las normas respectivas y el producto punto entre los radio vectores # y v:

@] = x4y + 22 = 22+ (<27 + (02 =4+4 =18

[7]| = x2+ y% 422 = 32+ 32+ (~4)? =9+ 9+16 =34
U V=20 +yy,+2,2,=203) +(~2)3+ 0(-4) =6 -6 =0

En este caso, el producto punto es cero, por tanto los vectores % y v son ortogonales:
6 =90°.

~
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Para calcular otro angulo, se elige la direccion de los vectores (véase figura 5.34) mediante los vectores 7L y WL se calcula el
angulo @, pero como son vectores libres es necesario trasladarlos al origen.
De vectores libres a radio vectores (cabeza — cola):

v=(-1,0,3)-(2,3,-1)=(=3,-3, 4)

R Con la cola en el origen de coordenadas.
w=(1,-2,3)-(2,3,-1)=(-1,-5,4)

Obsérvese que las coordenadas del vector ¥ ya habian sido calculadas, pero como cambi6 su sentido, equivale a multiplicarlo
por menos uno. Al calcular las normas respectivas y el producto punto entre los vectores vy w:

]| = 22+ 92 +22 = J(=1)? +(=5)2 + 42 =1+ 25+16 =42

Vew=xx+yy,+22=(3) ) +(3)(-5)+44)=3+15+16=34.

Si se sustituyen estos valores en (5.5.5):

Cget| P =COS1[ 34 )
¥ 1] V3442

=25.88°.

Al conocer dos angulos del triangulo, el tercero se obtiene por complemento: 6 + ¢ + f = 180°.

Entonces, el tercer angulo:
p=180°-6—a=180°-90°—-25.88°=64.12°.

El perimetro del triangulo estd dado por la suma de las normas de los vectores:

Perimetro = |[i] + ||7]| + [#] = V8 +34+42 =15.14.

- /
I Ejercicios 5.14
I Suponga que los puntos forman los vértices de un triangulo, calcule sus angulos internos y perimetro.

1. P=(1,0,1),P,=(3,1,-4), ~,=(0, 1, 0). 3. P,=(2,0,1,3),P,=(1,2,2,0),P=(0,2,1,-1).
I 2. P=(-1,0,1),P,=(0,1,1), P,=(1, 1, 0). 4. P,=(0,2,2,-1,0),,=(2,1,0,1,1), P,=(0, 3,0, 1, 1).
Administracion

La mayoria de las aplicaciones de vectores estan fundamentadas en el ordenamiento de sus componentes, con el fin de aplicarlas a
problemas que hagan esta diferencia. También el producto escalar presenta una opcidon para ampliar las aplicaciones.

Interés. Supdngase que un inversionista tiene un capital total C;. invertido en cuatro bancos c= (¢)y ¢ ¢, ¢,) y cada uno le ofrece
el interés mensual 7= (4, 1,, 1, 1,); entonces, el interés total mensual se puede calcular como: C.= c T
g d
¢,) y probabilidad de pago p = (p,,

-

.

. .. . . -
Cobranzas. Siun administrador tiene # clientes, cada uno con un pago mensual de c= (¢, c,,...
P,,--+, b,); entonces, el pago mensual que espera el administrador estd dado por Py, =

o)

Ventas. La gerencia de un centro comercial quiere conocer el ingreso mensual por ventas, para esto sabe que tiene # productos
con ventas v = (v},¥5,..., v,) @ un precio cada uno dep= (@), py---, p,); entonces, el ingreso mensual total del centro co-

. , - o

mercial esta dado por I,=v - p.
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m Calculos de operaciones entre vectores con Matlab

Como se puede apreciar en el desarrollo del texto, las operaciones entre vectores implican calculos relativamente sencillos, aunque en
algunos casos algo extensos. Sin embargo, siempre existe la posibilidad de cometer errores al realizar los célculos, de aqui la importan-
cia de efectuar operaciones entre vectores mediante un programa matematico. Al igual que en las matrices, Matlab nos proporciona
una serie de comandos y funciones para calculos entre vectores. Por ejemplo, sea el vector v:

V= (2’ 47 _3’ 57 _7’ 81 9)

En el PROMPT se puede capturar como se hizo con las matrices.

>> v=[2,4,-3,5,-7,8,9]; u=[1 03 -1 2 5 -1]; %$los vectores que se utilizan abajo:

Las funciones para acceder a los elementos del vector son las que se listan en la tabla 5.2.

Tabla 5.2
Funcion de Matlab {Qué hace? Presentacion de Matlab
>> v (3) Accede al tercer elemento del vector v. ans = -3
>> v (end) Accede al ultimo elemento del vector v. ans = 9
>> v (4:6) Presenta desde el cuarto hasta el sexto elemento del vector v. ans= 5 -7 8
>> v ([2 6 1]) | Devuelve el segundo, el sexto y el primer elementos del vector. ans= 4 8 2
>> length(u) Regresa el tamaifio del vector. ans = 7
>> norm(u) Ca1c1‘11a la magnitud (norma) del vector. También se puede utilizar en ans =
matrices. 6.4031
>> s = utv Determina la suma de los vectores. s=3404-51338
>> r = u-v Determina la resta de los vectores. r=-1-46-69-3-10
>> m = -2*%u Multiplica al vector por el escalar —2. m=-10-62-4-102
>> dot (u,v) Calcula el producto escalar (punto) entre los vectores. ans = -1
>> u.*v Calcula el producto entre los vectores elemento a elemento. ans =
20 -9 -5 -14 40 -9
>> x=(2:6) Crea un vector que comienza en 2 y termina en 6, incrementando de 1 en 1. ; z 15 6
> we(2:4:14) dCszaeliln‘L\-lector que comienza en 2 y termina en 14, que se incrementa Z Z o
>> ul = [1 -2 3]; vl=[-2 4 3] % LOS VECTORES PARA EL PRODUCTO CRUZ
>> cross (ul,vl) | Calcula el producto cruz o producto vectorial entre los vectores. a_ullzz_ 5 0
T i N

Resolver el ejemplo 5.5 con ayuda de Matlab y verificar que se obtiene el mismo resultado. Donde: % = (3, —4), v = (<2, —1),
w=(5,3,1).

1. 4(24) 2. 3u+3v 3. 2w+ 5w 4. 3v-2w

Solucion

Primero se declaran los tres vectores de manera simultanea en una misma linea después del PROMPT y después se realiza cada
instruccion.
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>> u=[3,-4]; v=[-2,-1]; w=[5,3,1];
>> 4% (2*u)

ans = 24 -32

>> 3*u+3*v

ans = 3 -15

>> 2*w+5*w

ans = 35 21 7

>> 3*vy-2*w

Error using -

Matrix dimensions must agree.

N /

Comando Switch

En Matlab también es posible emplear el comando switch, el cual permite ejecutar una instruccion segun la opcion elegida dentro
de un ment de posibilidades. A continuacion se describe brevemente la sintaxis que emplea este comando.

switch (expresidn)
case opciénl
< instruccién 1 >
case opcién2
< instruccidén 2 >

otherwise
acciones por defecto
end

T B N

Desarrollar una funcion (llamada opciones) con el uso de los comandos de programacion en Matlab, que para un par de vecto-
res sea posible determinar: suma, resta, producto escalar, distancia entre puntos, angulo entre vectores o area del paralelogramo
que se forma con los dos vectores, segin sea la opcion que se elija.

function [ ] = opcionesvec
function opciones
Parametro: Recibe dos vectores del mismo orden.

o o oe

Salida: Proporciona la operacién elegida por el usuario:
%$suma, resta, producto escalar, distancia entre puntos o &ngulo entre
svectores.
u=input (‘Introduzca el vector u: ’);
v=input (‘Introduzca el vector v: ’);
a=length(u);
b=length(v);
respuesta=1;
if (a ~= b)
error (‘Los vectores no pertenecen al mismo espacio’)
end
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while respuesta==
disp(‘Es posible realizar las siguientes operaciones:’)

disp('l.- Suma’)

disp(‘'2.- Resta u-v’)

disp(‘'3.- Producto escalar’)
disp(‘'4.- Distancia entre puntos’)
disp('5.- Angulo entre vectores’)

disp(‘6.- Area del paralelogramo formado por los vectores’)
operacion=input (‘Elija una opcién: ’);
switch operacion
case 1
utv
case 2
u-v
case 3
dot (u,v)
case 4
norm (u-v)
case 5
acosd (dot (u,v) / (norm(u) *norm(v)))
case 6
sgrt (norm(u) *2*norm(v) *2-dot (u,v) *2)
otherwise
disp( ‘Opcidén invalida. ')
end
disp(‘Desea realizar otra operacién:’)
disp(‘'1.-Si")
disp(‘'2.-No’)
respuesta=input (‘Elija un valor numérico: ');
if (respuesta==1|respuesta==2)==
disp( ‘Opcidén invalida. ')
end
end
end

Resultados en Matlab al ejecutar la funcion

>> opcionesvec

Introduzca el vector u: [1 -2 0 4 -1]
Introduzca el vector v: [3 1 3 -6]

Error using opcionesvec (line 13)

Los vectores no pertenecen al mismo espacio

>> opcionesvec

Introduzca el vector u: [1 -2 0 4 -1]
Introduzca el vector v: [3 1 3 -6 8]

Es posible realizar las siguientes operaciones:
1.- Suma

2.- Resta u-v

3.- Producto escalar

4.- Distancia entre puntos
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5.- Angulo entre vectores
6.- Area del paralelogramo formado por los vectores
Elija una opcidén: 3
ans =
-31
Desea realizar otra operacién:
1.- 51
2.- No
Elija un valor numérico: 1
Es posible realizar las siguientes operaciones:
1.- Suma
2.- Resta u-v
3.- Producto escalar
4.- Distancia entre puntos
5.- Angulo entre vectores
6.- Area del paralelogramo formado por los vectores
Elija una opcidn: 6
ans =
40.7063
Desea realizar otra operacidn:
1.- Si
2.- No
Elija un valor numérico: 1
Es posible realizar las siguientes operaciones:
1.- Suma
2.- Resta u-v
3.- Producto escalar
4.- Distancia entre puntos
5.- Angulo entre vectores
6.- Area del paralelogramo formado por los vectores
Elija una opcidn: 5
ans =
127.2912
Desea realizar otra operacidn:
1.- 51
2.- No
Elija un valor numérico: 2
>>

259

Ejercicios con Matlab

Dados los vectores:
;Z= (la _2$ 3a 47 6)’ 7= (2$ Sa _7$ 4a l)y ;= (2y 8’ 5$ _4’ 5)$
?: (27 4, 8)75: (27 _57 _6)

Calcule lo siguiente:

1 4@-5)-8
2. (7= 9l

Distancia entre # y .
Normalice los vectores: sy 7.
Parte paralela y ortogonal de #'sobre 2.

El 4rea del triangulo formado entre % y v.

N B N

Resuelva los ejercicios 1 a 6 de la serie de ejercicios 5.12.

Resuelva los ejercicios 1 a 4 de la serie de ejercicios 5.13.

3. Anguloentreuys. 10. Resuelva los ejercicios 1 a 4 de la serie de ejercicios 5.14.
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11. Desarrolle una funcién con el uso de los comandos de pro-  13. Desarrolle una funcién con el empleo de los comandos de
gramacion en Matlab que determine si un par de vectores programacion en Matlab que determine la parte paralela y or-
son ortogonales o paralelos (o ninguno de estos), y en caso togonal del vector 1 sobre v. Utilice el comando format rat
de ser paralelos que indique si tienen la misma direccion o si para obtener los resultados en su aproximacion racional.
son de direccion opuesta. 14. Con los siguientes vectores realice las operaciones indicadas

12. Desarrolle una funcion con el empleo de los comandos de con la ayuda de Matlab.
programacion en Matlab que determine los angulos interio-
res de un triangulo y su perimetro.

Ejercicios de repaso

5.1 Dados dos vectores v y u, ;cuales son las condiciones para  5.15 Dados los siguientes vectores # = (3, -1), ¥ = (4, -2),
que se puedan restar? w=(6,-5),0=(3,-3,5)yp=(1, -1, 2) realice las siguientes
5.2 Dados dos vectores vy #, jcudles son las condiciones para operaciones:
que se pueda realizar el producto punto? a) 3u-4v
5.3 ;Existe algin vector que sea paralelo y ortogonal a un vec- b) Tu+2v-w
tor dado al mismo tiempo? c) —20+3v
5.4 (Es posible que la norma de un vector sea negativa? d) 5p-30
5.5 ;Sera posible que cualquier vector en R” se pueda norma-  5.16 Obtenga las normas de los siguientes vectores:
lizar? a) (1,-1,3,4)
5.6 (Es correcto decir que un vector y una matriz columna b) 2,5,-1,1)
son iguales?, si se supone que tienen la misma cantidad de 0 G, 1,4)
componentes.
’ . : , d 2,-8)
5.7 (Es .correcto' d.ec1r que un conjunto normado es igual a un R ——
conjunto métrico?
5 0 o a) (3: _17 27 6)
5.8 Si dos vectores son equivalentes, ;jes cierto que sus normas
son iguales? b) 2,4,-1,3)
. . . s c) (1,-3,6)
5.9 Si dos vectores son equivalentes, jes cierto que la unica di-
ferencia puede ser su sentido? d) 2,-3,5)

5.10 ;Si dos vectores son ortogonales significa que # - v =+1? e) (=3,5)

5.11 ;Si dos vectores son paralelos significa que - = +1? 5.18 Obtenga el .prod'ucto punto entre los siguientes pares de

. . Lo 1 ) vectores y diga si son ortogonales.

.12 ;Qué significa que el producto escalar sea negativo?
PCRBEABET ¥ 2) (3,-1,2,5,6),(4,1,-1,-3,2)

5.13 LSe:ra cierto que si el producto esc.e,llar es nega'tlvo, entonces b) (4,4, 6), (=2, 5,-2)

el angulo entre los vectores también es negativo?
C) (2’ 4; S)a (77 17 _3)
... e d) (2,7,-5),(2,3,5)

Ejercicios con grado de dificultad uno o (-1.4),(43)

5.14. Con los vectores dados realice las operaciones indicadas: f) (4, 10), (5, -2)

a) -3(1,5) 5.19 Obtenga la distancia entre los siguientes pares de puntos.

b) 2(3,-1,4,1,5)
) -8(1, 4)
d) 32,-1,3)

a) (_3a la ly _2a 3)) (6a _6’ Oa _1’ 4)
b) (1’ _47 6’ 7)7 (_2’ 07 la 5)
C) (07 _27 _5)7 (67 4, _2)
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d) (2’ 71 l)a (07 _3a 4)
e) (1,-1),(2,5)

5.20 Determine el angulo entre los siguientes vectores y diga si
son ortogonales, paralelos o ninguno de los anteriores.

a) (2,-1,3,4,5),(0,-1,-2,3,4)
b) 2,-1,3,5),(-1,3,2,4)

c) (-3,0,6),(2,4,1)

d) (2,-3,1),(8,-12,4)

e) (3,-1,-5), (-5, 10,-5)

f) (-1, 3), (5, -15)

5.21 Determine la Proyv(il) para los siguientes pares de vec-
tores.

a) u=(-2,2,4,-5),v=(0,1,-3,6)
b) u=(2,8),v=(-4,1)

¢ u=(1,3,5),v=(5,-1,1)

d) u=(2,6),v=3,0)

e) u=(4,5),v=(-1,4)

Ejercicios con grado de dificultad dos

En cada caso encuentre los resultados de las operaciones indi-
cadas.

5.22 Encuentre todos los vectores ortogonales tanto a v = (1, 2,
—1) como a = (5, 7, 1) que tengan norma 4.

5.23 Encuentre todos los vectores que sean ortogonales tanto al
vector v = (2, -1, 1, 3) como al vector z = (1, 2, 5, 0). Elija
uno de estos cuya norma sea 6.

5.24 Dado el vector v=(2, 5, 0, 1, —2) obtenga todos los vectores
ortogonales al vector v. Elija uno de norma 8.

5.25 Encuentre los valores de k para que los vectores v = (6k, —2,
1)y u = (k, k, —2) sean ortogonales.

5.26 Encuentre los valores de  para que los vectores v = (2k, —4,
2)y 1= (3k, 2k, 1) sean ortogonales.

5.27 Encuentre los valores de & para que los vectores v = (2, 3,
—5)y u=(k, k, 1) sean ortogonales.

5.28 Sea u=(8, 2, 1); encuentre un vector perpendicular al vec-
tor #, con norma igual a 3, cuya segunda componente es la
primera componente menos la tercera componente.

5.29 Dados los vectores v=(1, 1) y 2= (-1, &) determine el valor
de a para que se cumpla que:

a) El angulo entre vy  sea de 60°.
b) Lanorma de # sea cinco veces la norma de .

5.30 Dados los vectores v = (2, 5) y % = (1, &) determine el valor
de @ para que se cumpla que:

5.31

332

5.33

5.34

5.35

5.36

5.37

5.38

5.39

5.40

541

5.42

5.43

5.44

5.45

5.46

5.47

a) Elangulo entre vy 7 sea de 45°.

b) La norma de # sea cuatro veces la norma de v.

Utilice vectores para encontrar los angulos interiores
del tridangulo cuyos vértices son los puntos: P, = (5, 6),
P,=(-1,2)y P;=(1,-3) y determine su perimetro.

Utilice vectores para encontrar los angulos interiores
del tridangulo cuyos vértices son los puntos: P, = (0, 5),
P,=(-3,4)y P,=(-1, -3) y determine su perimetro.

Sean P, = (2,4, 1), P,=(1,-1,3)y P,=(2, 5, -2) los vérti-
ces de un triangulo. Determine sus angulos interiores y su
perimetro.

Sean P =(-1,1,2), P,=(4,3,5)y P,=(2,-3, 1). Obtenga
el perimetro del triangulo P,P,P, y la medida del angulo
cuyo vértice es P,.

Sean P, =(1, 3,-2), P,=(3,0,-2) y P, = (4, 1, -3) los vér-
tices de un triangulo; determine sus angulos interiores y su
perimetro.

Sean P, =(0,2,-2,1,1), P,=(1,1,1,-1,3)y P,=(2,0, 1,
-1, 5) los vértices de un triangulo; determine sus angulos
interiores y su perimetro.

Sean P, =(1,0,1,-1,1), P,=(-1,1,-1,0,0)y P,=(0, 0,
-1, 2, 1) los vértices de un triangulo; determine sus angu-
los interiores y su perimetro.

Sean los vectores v = (2, 4, 1), u=(1, 3, 2) y w= (4, -1, 4);
determine: qué vectores son ortogonales entre si.

Dados los puntos P, = (2, -k, 0) y P, = (k, -1, —2), encuentre
los valores de k para los cuales la distancia entre estos es
2\5.

Dados los puntos P, = (3k, -2, 1)y P,=(1, k, —k), encuentre
los valores de & para los cuales la distancia entre estos es
J8.

Dados los puntos P, = (k, -1, 1) y P, = (k, 0, k), encuentre los
valores de k para los cuales la distancia entre estos es 6\/3 .

Encuentre un vector paralelo al vector v = (4, -3, 2) de nor-
ma 6 y de direccion opuesta.

Determine dos vectores paralelos a v = (4, 1, =5) de norma
igual a 2.

Determine si existen los valores de a, b, ¢ para que los vec-
tores v = (2a, —b, ¢) y 1 = (-4, 1, 2) sean paralelos.
Sean los vectores % = (3, 4, 5) y v = (1, =7, 5); determine si
son paralelos.

. . [5 25 ] .
Sean los vectores u= (1, 5,-3)yv= | =,—, -5 |; determi-
ne si son paralelos. 3

Sea v = (3, 4, 6); determine el angulo de este vector con
respecto a los ejes x, ¥ y z, en el primer octante.
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Ejercicios con grado de dificultad tres

En cada caso encuentre los resultados de las operaciones indi-
cadas.

5.48 Demuestre la desigualdad del triangulo para la norma de
vectores.

5.49 Encuentre todos los vectores ortogonales a los vectores
71 =(3,-5,1,0)y 72 =(0, 5, 25, -7).

5.50 Demuestre la propiedad conmutativa del producto escalar.

5.51 ¢Cuales son las condiciones en los vectores #, v € R” para
que se cumpla ||v+ | = |z + |[?

5.52 Demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwarz: Siu, v e R”,
entonces ||« - V]| < ||| [|v]|.

5.53 Siu, v eR? demuestre la identidad de Lagrange [[u x v]|* =
212 1712 = - v)

5.54 Siu, v, weR? demuestre que (1 X v) - w=det(u v w).

5.55 Sean i, i,..., i, €R” vectores conocidos, jqué condicio-

nes deben cumplir para que sean ortogonales a cualquier
vector ¥ e R™?

5.56 Sean Zil, ZZZ,. . Zn e R, ;qué condiciones deben cumplir los
vectores para que todos sean ortogonales?

Proyectos del capitulo

597

5.58

5.59

5.60

5.61

Demuestre qué propiedades de una estructura algebraica se
cumple para el producto vectorial.

Demuestre la identidad de Jacobi: # X (v X w) + v X (w X u)
— - - =

+wX (uxv)=0.

Demuestre que si % X ¥ = 1 X w, entonces no se puede con-

cluir que v =w.

Demuestre que Si # X V=1 X Wy 4 - V=1 * W, entonces se

cumple que v = w.

Demuestre el teorema 5.5.

Ejercicios complementarios con uso de Matlab

5.62
5.63
5.64
5.65
5.66
5.67
5.68

Resuelva los ejercicios 14 al8 con ayuda de Matlab.
Resuelva los ejercicios 18 y 19 con ayuda de Matlab.
Resuelva los ejercicios 20 y 21 con ayuda de Matlab.
Resuelva los ejercicios 22 a 24 con ayuda de Matlab.
Resuelva los ejercicios 30 a 35 con ayuda de Matlab.
Resuelva los ejercicios 36 a 41 con ayuda de Matlab.

Resuelva los ejercicios 42 a 45 con ayuda de Matlab.

I. Programe en Matlab una funcion que tenga como salida la proyeccion de un vector sobre otro.

II. Programe en Matlab una funcion que calcule el volumen del paralelepipedo formado por tres vectores.

III. Programe en Matlab una funcion que calcule el area del triangulo o paralelogramo formado por dos vectores.

IV. Programe en Matlab una funcién que calcule los angulos internos y el perimetro del triangulo formado por tres puntos de R”

conn>2.



Espacios vectoriales finitos

Los espacios vectoriales, objetos matemdticos que parecen tan abstractos,
pero con aplicaciones muy importantes.

Objetivos generales

Q Comprender qué es una estructura algebraica.

Q Construir espacios vectoriales.

Q Identificar cudndo un conjunto de vectores forma una base del espacio vectorial del que provienen.
Objetivos especificos

Q Explicar qué es un espacio vectorial.

QO Analizar los espacios vectoriales finitos mds comunes con sus operaciones usuales.

Q Describir y ejemplificar cada una de las 10 propiedades de un espacio vectorial.

Q Comprobar cudndo un conjunto es un espacio vectorial.

Q Definir una combinacién lineal.

Q Representar un vector como una combinacion lineal de un conjunto de vectores.

Q Disenar espacios vectoriales generados.

Q Explicar cuando n vectores son linealmente independientes y linealmente dependientes.

Q Probar cuando n vectores son linealmente independientes y linealmente dependientes.

QO Destacar la relacion que existe entre base de un espacio vectorial y vectores linealmente independientes y vectores generadores.

Q Explicar qué es una base de un espacio vectorial.

Q Probar cuando n vectores forman una base de un espacio vectorial.

Q Analizar cudl es la importancia de una base en un espacio vectorial.

Q Utilizar el paquete Matlab para resolver ejercicios sobre los temas revisados en el capitulo.



Algebra lineal

m Introduccion

En la historia, las primeras ideas que condujeron a los espacios vectoriales modernos se remontan al siglo xvil y fueron sobre geome-
tria analitica, matrices y sistemas de ecuaciones lineales. En la actualidad, es conocido que los espacios vectoriales se derivan de la
geometria afin, a través de la introduccion de coordenadas en el plano o el espacio tridimensional.

Con respecto al desarrollo historico de los fundamentos de los espacios vectoriales, se sabe que alrededor de 1636 los matematicos
franceses Descartes y Fermat fundaron las bases de la geometria analitica mediante la vinculacion de las soluciones de una ecuacion
con dos variables a la determinacién de una curva plana. Hacia 1804, para lograr una solucion geométrica sin usar coordenadas,
Bernhard Bolzano introdujo ciertas operaciones sobre puntos, lineas y planos, que en lo futuro se convirtieron en los predecesores de
los vectores. El trabajo propuesto hizo uso del concepto de coordenadas baricéntricas propuesto por August Ferdinand Mébius en 1827.

Una segunda etapa en la evolucion del desarrollo de los espacios vectoriales fue iniciada por el matematico y fildsofo italiano
Giuseppe Peano (1858-1932), quien en 1888 introdujo la primera formulacion moderna y axiomatica de los espacios vectoriales y
aplicaciones lineales. Durante este periodo, se formuld la primera definicion de vectores, a cargo del matematico italiano Giusto Be-
lavitis (1803-1880). Pero, en aquel entonces, Giusto los denominé “bipoint”; segmento orientado, uno de cuyos extremos es el origen
y el otro un objetivo. Los vectores se reconsideraron con la presentacion de los numeros complejos de Argand y Hamilton, ademas de
la creacion de los cuaterniones por Hamilton, quien después inventd el nombre de vector. Hoy dia, se sabe que los cuaterniones son
elementos de R? y R,

El estudio de los espacios vectoriales experiment6 un gran avance con la notacion matricial, introducida por Cayley, en 1857,
la cual permite una armonia y simplificacion de las aplicaciones lineales. Casi al mismo tiempo, en 1844, Grassmann estudiaba el
calculo baricéntrico iniciado por Mobius y anticipaba la existencia de conjuntos con objetos abstractos dotados de operaciones (en la
actualidad espacios vectoriales). En su trabajo se pueden apreciar los conceptos de independencia lineal y dimension, asi como el de
producto escalar. El trabajo de Grassmann de 1844, en realidad, supera el marco de los espacios vectoriales, pues al tener en cuenta la
multiplicacion, lo llevo a lo que hoy dia se llaman algebras.

Una tercera etapa en el desarrollo de los espacios vectoriales la constituye la construccion de los espacios con dimensiones in-
finitas, que se estudian en el siguiente capitulo. En la actualidad, los espacios vectoriales tienen aplicaciones en otras ramas de las
matematicas. Por ejemplo, estos proporcionan una forma abstracta libre de coordenadas para tratar con objetos geométricos y fisicos,
como tensores, que a su vez permiten estudiar las propiedades locales de variedades mediante técnicas de linealizacion.

Iniciamos este capitulo con el estudio de los espacios vectoriales, como una generalizacion de los conjuntos M,y R” junto con
sus dos operaciones: interna de la suma y externa del producto por un escalar. Es decir, formalizamos las estructuras algebraicas a
cualquier conjunto donde se definan las dos operaciones, interna y externa, y que sus elementos sean tales que cumplan con las 10
propiedades de una estructura algebraica. A estos conjuntos los llamamos espacios vectoriales, mientras que a sus elementos, en ge-
neral, los llamamos vectores.

En la primera parte del capitulo estudiamos los tres primeros espacios vectoriales de interés en el texto; esto es, a los dos primeros
que ya revisamos agregamos el otro espacio vectorial, referente a los polinomios de grado maximo #, con # finito.

Una gran parte del capitulo estd dedicada a conocer, comprender y aplicar las diferentes condiciones que debe cumplir un conjun-
to para que sea considerado un espacio vectorial. Asimismo, también estudiamos el concepto de base de un espacio vectorial, el cual
desempefa un papel muy importante en lo que resta del texto, y cuya importancia puede observarse en las aplicaciones modernas del
algebra lineal.

m Espacios vectoriales

Hasta este momento se han revisado dos conjuntos, My R”, con diferentes operaciones entre sus elementos, y pudieron observarse
ciertas similitudes en sus estructuras algebraicas cuando estas se referian a la definicién de una suma entre sus elementos y producto
por un escalar, que quedaban caracterizadas por el cumplimiento de 10 axiomas. Después de analizar estos conjuntos surge la inquie-
tud de realizar una generalizacion mayor para todos los conjuntos, que después de definir la suma y producto por un escalar, cumplan
con los 10 axiomas mostrados en M, o R"y generalizados en la definicion 6.1.

Iniciamos la generalizacion al denotar los conjuntos con las letras ¥, Uo W'y sus elementos con las letras mintsculas en negrilla
solas o con subindices; por ejemplo: v, v;, u, u;, w, etcétera. Mientras que el conjunto de los escalares se denota por K, que en general
puede o no coincidir con R.
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Espacio vectorial. Un espacio vectorial es un conjunto ¥ diferente del vacio (V' # &), en el que se definen dos ope-
raciones: una interna (suma) entre sus elementos y otra operacion externa (producto por un escalar) definida entre
sus elementos y los elementos del cuerpo K; para las cuales se deben cumplir 10 axiomas cuando v, u, w € 'y para

todoa, f eK:

Axiomas de la suma
1. Cerradura de la suma. Se cumple v+ue V.
. Conmutativa de la suma. Se cumplev+u=u+v.

2
3. Asociativa de la suma. Se cumple (Vv+u)+w=v+U+w)=v+u+w.
4

. Existencia del elemento identidad de la suma. Existe un elemento e € ¥, llamado elemento identidad o neutro

para la suma tal que para todo v € V'se cumple v+e=v.

5. Existencia del elemento inverso aditivo. Para cada elemento v € I/ existe un elemento —v € V, llamado inverso

aditivo de v, tal que v + (v ) = e (elemento neutro o identidad).

Axiomas del producto por un escalar
1. Cerradura del producto por un escalar. Se cumple av € V.

2. Asociativa del producto por un escalar. Se cumple a (Bv ) = (af)v.

3. Existencia del elemento identidad para el producto por un escalar. Existe un elemento e € K, llamado elemen-

to identidad o neutro para el producto, tal que para todo v € V/'se cumple ev = v.
4. Distributiva 1. Se cumple que a(v + u) =av + qu.

5. Distributiva 2. Se cumple que (@ + f)v = av + fv.

Notese que a partir de este momento los elementos del espacio vectorial seran denotados de la
misma forma, sin importar el conjunto del que provienen. Esta claro que también se puede con-
servar la notacion particular de los conjuntos M, y R".

Con la definicion 6.1 se abre un abanico muy grande de conjuntos que pueden ser espacios
vectoriales. Basta con elegir conjuntos con elementos que quedan definidos por el orden en que
se coloquen sus componentes, como es el caso de las matrices y los vectores en R”. La suma se
puede definir como en M, o R” entre componentes correspondientes, de igual manera el pro-
ducto por un escalar; de esta forma se tendra otro espacio vectorial. Por ejemplo, el conjunto de
polinomios.

Polinomios. Una funcion p(x) = a,+ ax + --- + a x", donde a, a,,... a, son constantes
y a,# 0 es llamada polinomio de grado 7. Mientras que el conjunto de todos los po-
linomios de grado <n lo denotamos por P (x).

Nota

Los conjuntos M,y

R” se conocen como

espacios  vectoriales
con la operacion interna (suma)
y externa (producto por un es-
calar) usuales o comunes. En
general, a los elementos de un
espacio vectorial 7 les llamamos
vectores y a los elementos del
cuerpo K escalares.

Las siguientes funciones son polinomios:

Q p,(¥) =3 - x+4x” es un polinomio de grado 2.
Q p,(x) =4x+ 3x° es un polinomio de grado 5.

Q p,(x) =2 es un polinomio de grado 0.
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De la definicion de P (x), tenemos que si m 2 n, entonces P (x) € P, (x). Por ejemplo:
p(x)=4-x+4x € P(x)
p(6) =4 —x+4x + 0x° € Py(x)
p(x) =4 - x+ 447 + 0% + 0x* € P (x), etcétera.
Las dos operaciones comunes o usuales para el conjunto de los polinomios son:
Suma
La suma entre polinomios se realiza con los términos semejantes:
p)=a,+ax+ax+. +ax
P X)=by+ bx+bx+ -+ by
2,(0) + p,(x) = (a, + b)) + (a, + b )x + (a, + bz)x2 +et(a,+b)x"
Por ejemplo, para los polinomios si p,(x) =2 — 4x +° y p,(x) = 3x + x* — 22, resulta:
2@ +p,0)=2+0+(4+3x+ 0+ D+ (1 -2 =2-x+22 - %
Producto
El producto por un escalar se encuentra al multiplicar cada término del polinomio por el escalar:

ap(x) = alay+ ax+ax* + - +ax") =aay+aa, x+aax’ +-- +aax", con aeR.

Por ejemplo, si p(x) = 2 — x + 5x°, entonces 4p(x) = 4(2 — x + 5x°) = 8 — 4 + 20x°.

Relacion entre R", My P (x). Sean los conjuntos R™, My P (x) connym €N finitas, entonces se puede
establecer una correspondencia biunivoca entre sus componentes.

Demostracion

Por condiciones, la cantidad de componentes en los elementos de los tres conjuntos son iguales y finitas, entonces la
afirmacion se concluye de manera directa después de establecer una regla de correspondencia, ya que se determind
que los elementos de cada conjunto eran arreglos ordenados.

1 11 % m
- v a, a, - a
— 2 nm — 21 22 2m — nm—1
v = eR™ A = : e M, y p(x)=aytax+-+a, " eP (x).
nm anl anZ anm

La regla de correspondencia puede ser cualquiera, por simplicidad se propone la correspondencia:
VI 4 all L4 ao
VZ 4 a12<—> al

Vv o<>a <a .
nm nm nm—1

Nota

La importancia del teorema 6.1 reside en que las demostraciones para las estructuras algebraicas de cualquiera de los
tres conjuntos se puede realizar para cualquiera de estos y para los otros dos también se cumpliran.
En este caso se hace referencia a los resultados que se establezcan como estructuras algebraicas; nunca se hace refe-
rencia a todas las propiedades y definiciones que se realizaron para cada conjunto por separado, solo para estructuras algebraicas.
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T N\
Establecer, en cada caso, una correspondencia biunivoca con R”.
2. p(x)=5x-24% - x*
R j269)
’ 0 7 Soluciéon
., Resulta la correspondencia:
Solucion
Resulta la correspondencia: 0
) 5
px)=0+5x-2x2 + 053 - x* & | o
A= 2 -3 -3
= 0
0 7 0
7 -1
- /
T a N\

Espacio vectorial de polinomios de grado #

El conjunto P (x) con las operaciones suma entre polinomios y producto por un escalar usuales es un espacio vectorial.

Solucion

Como hablamos de una estructura algebraica, la comprobacion se obtiene de manera directa del teorema 6.1, para la operacion
interna suma y la operacion externa producto por un escalar. De donde se concluye que P (x) es un espacio vectorial con ope-
raciones suma y producto por un escalar usuales.

S /

En este momento tenemos que reafirmar un detalle de los polinomios que resulta de los cursos basicos de matematicas. Los polino-
mios se caracterizan por los coeficientes de sus términos y no por la variable que los represente. Asi, el polinomio p(x) = 4 + 3x — 84
se considera igual al polinomio p(y) = 4 + 3y — 8y. Por otro lado, del teorema 6.1 podemos decir que el polinomio p(x) = 4 + 3x — 8x* es
equivalente a (4, 3, —8), ya que se conserva un orden entre sus componentes.

El estudio de los polinomios tiene una gran importancia, ya que son las funciones mas simples y satisfacen propiedades de gran
relevancia:

Q Su dominio es todo R.
QO Son continuas en todo R.
Q Son diferenciables en todo R.

O Son integrables en todo segmento cerrado [a, b].

Los espacios vectoriales con las operaciones usuales que han sido ejemplificados en este texto son los mas utilizados, sin embargo es
posible construir una infinidad de conjuntos que también son espacios vectoriales, aunque son subconjuntos de los espacios mencio-
nados, como los que se ven en la siguiente seccion u otros conjuntos donde se definen de forma no usual las operaciones de suma @ y
producto ® por un escalar.

Espacio vectorial con operaciones no usuales

El conjunto de los nimeros reales positivo = R* con la suma definida x, y € V, tales que x @ y = xy y producto por un escalar
a €R, como a ® x=x* es un espacio vectorial.
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Solucion
Primero, debemos comprobar los 10 axiomas. Sean x, y, z€R*, esto quiere decir que x>0, y > 0y z> 0; con , § € R, se tiene que:
1. Cerradura de la suma
x® y=xy>0 e V;esdecir, el resultado del producto de dos numeros reales positivos es un real positivo, por tanto se cumple
quex®@yel.
2. Conmutativa de la suma
x®@y=xy=yx=y® x; por tanto, se cumple x ® y =y @ x.
3. Asociativa de la suma
1@ (yD2)=x® (y2) =x(y2) = (0)z=(xy) ® z=(x ® y) @ z; por tanto se cumple que x D (y D 2)=(zD y) D z.
4. Existencia del elemento identidad de la suma
Sea 1 eR*, entonces: x @ 1 = (x1) = x, se cumple que x ® 1 = x.

5. Existencia del elemento inverso aditivo

. 1 . 1 S
Como ya se definio x> 0, entonces — = ! € R*, asi que x ® ' = xx™' = x— =1 (elemento neutro o identidad).
x x

6. Cerradura del producto por un escalar
a®x=x*>0 eV, es decir, todo nimero real positivo elevado a cualquier valor real, siempre sera un niimero real positivo.
7. Asociativa del producto por un escalar
(@B) ® x=x%F = xP* = (xF)* = (B ® x)* =a ® (B ® x); por tanto, se cumple que (¢f) ® x=a ® (8 ® x).
8. Existencia del elemento identidad para el producto por un escalar
Sea 1 eR*, entonces: 1 ® x = x' = x; por tanto, se cumple que 1 ® x = x.
9. Distributiva 1
a®x®y)=x®)* =) =29 =x*® 1y =(a ®x) ® (¢ ® y); por tanto, se cumple quea ® (x D y) = (@ ® x) ® (¢ ® y).
10. Distributiva 2
(@+P) ®x=x4*P = y3f = x* @ xP = (@ ® x) ® (8 ® x); por tanto se cumple que (¢ +) ® x=(a ® x) ® (S ® x).

prem— _

N

Verificar si el conjunto de matrices M, de orden 7 X  es un espacio vectorial con producto por un escalar usual. En el caso de
la suma si D, D,e M, entonces D, ® D, =D,D,. ;Cual es su elemento neutro aditivo?

Solucion

El elemento neutro aditivo para esta operacion de suma, es obvio que se trata de la matriz identidad. Puesto que I cumple con
ser diagonal y para cualquier D e M, resulta D @ I=DI=D.

Por otro lado, si considera que 0 € M, y para cualquier D € M, se cample D ® 0=D0=0+1I. Es decir, la matriz 0 € M, no
tiene inverso aditivo, entonces el conjunto propuesto con las operaciones interna y externa definidas no es un espacio vectorial.

En este ejemplo podemos observar que con la definicion propuesta de suma se considera que el producto entre matrices
diagonales del mismo orden se reduce al producto entre las dos componentes correspondientes de las diagonales principales. Es
decir, la suma asi definida se reduce al producto entre dos numeros reales, y como sabemos este conjunto forma un campo, por
consiguiente se cumplen los ocho axiomas restantes de un espacio vectorial. Sin embargo, no es un espacio vectorial, ya que no
se cumplio la existencia del inverso aditivo para 0 e M,

~

/

Después de los ejemplos anteriores podemos apreciar que es posible definir cualquier cantidad de espacios vectoriales, ademas de
que existen ciertas propiedades que deben cumplir los elementos del conjunto que parecen ser directas, pero que de manera formal se
tienen que probar.
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Espacio vectorial. Sea /un espacio vectorial, entonces para todo elemento u € 'y para todo escalar a € R, se cumple que:
a) a0 =0 para todo escalar ¢
b) Ou=0paratodoueV
¢) Siqu=0, entoncesa =00 u=0 (o ambos)
d) (-l)u=-uparatodouelV
Demostracion
Si se emplean los axiomas que cumple un espacio vectorial, se tiene:
a) Porel axioma 4, 0+ 0=0y por el axioma 10 (distributiva 1):
al=a(0+0)=a0+ca0
Si se suma —a0 en ambos lados y se emplea la ley asociativa para la suma (axioma 3), se tiene:
a0 + (-a0) = a0 + (a0 + (-0))
0=a0+0
0=a0.
b) Siseparte de 0+ 0=0y se emplea el axioma 10 (distributiva 2), se tiene:
Ou=(0+ 0)u=(0u + Ou)
Ou + (-0u) = Ou + (Ou + (-0u)) — Ou +0
0=0u

. . 1 .
¢) Paraqu=0cona #0, si se multiplican ambos lados por — se tiene:
a

1 1
—(au)=—0=10 Por la parte a)
a a
1 .
—aju=lu=u Por el axioma 8
a

u=0.

d) Se sabe que 1 + (-1) =0, al emplear el inciso b) se tiene:

0=0u=(1+(-u
=lu+(-Du=u+(-1)u

Al sumar —u en ambos lados se tiene:

0+(-u)=u+(-Du+(-u Por el axioma 2:
—u=u+(-Du)+(-1u
—u=0+(-1)u Por el axioma 4:
—-u=(-1u

Ejercicios 6.1

I Pruebe silos siguientes conjuntos son o no espacios vectoriales, se supone que la operacién interna suma y el producto por un escalar
son los usuales.

. V={0}. 3. V=M, deordennXxn.
I 2 v={1}. 4 V=M_,deordennxn
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5. V=MTdeordennxn. 10. Sea V' = R”" con producto por un escalar comun y suma

6. V=M, de ordennx . v=v, ®v,conv =v, —v,yv=0paratodai=2,3,.., 7

7. Sea Ax =0 un sistema de ecuaciones lineales homogéneo y 11. Sea V=R con producto por un escalar comﬁn y suma

V= {v|Av=O}. v=v, ®v,conv =v, —v,yv,=1paratodai=2,3,..., 1

8 Sea Ax = B un sistema de ecuaciones lineales y 12. Verifique si el conjunto de matrices M, de orden 7 x n,

V=1{v | Av=B} donde todos los d; eR*. Con la suma para D,, D, e M,

' definida D; @ D, = D,D,. Mientras que el producto por un

9. Sea V=M, y la suma definida por A, B € M, ; entonces, escalar ¢ €R definido por ad, = d* y con las componentes
A®B= | A | + | B | . fuera de la diagonal el producto comun.

Espacios y subespacios vectoriales

En la seccidn previa se revisan los espacios vectoriales mas comunes y se puede apreciar que resulta bastante laborioso comprobar
cuando un conjunto dado es 0 no un espacio vectorial. Por lo general, en las aplicaciones se utilizan los espacios vectoriales revisados
en la seccion anterior; entonces, si se utilizan estos ejemplos y un resultado que vamos a ver en esta seccion tenemos un método sencillo
y mucho mas rapido para determinar si un conjunto es 0 no un espacio vectorial. Para esto primero revisamos la definicion siguiente.

Definicion 6.3

Subespacio vectorial. Si ¥ es un espacio vectorial en el cuerpo K c R y H c V, donde H es por si solo un espacio
vectorial con la misma suma y producto que los definidos en V'y K, entonces H se llama subespacio vectorial de V.

Subespacio vectorial. Si V es un espacio vectorial en el cuerpo K ¢ Ry H c ¥ no vacio, cuyos elementos cumplen
ambas propiedades de cerradura en H:

a) Cerradura en H para la suma. Para todo vy u € H, se cumple v+u € H.

b) Cerradura en H para el producto. Para toda a e K'y v € H, se cumple av € H.
Entonces, H es un subespacio vectorial de V. Es decir, H es un espacio vectorial con la operacion interna y producto
por un escalar en V'y K, respectivamente.
Demostracion

Tenemos que verificar que bajo los supuestos del teorema se cumplen los 10 axiomas de la operacion interna y pro-
ducto por un escalar en H. Por condiciones del teorema, se caumplen los dos axiomas de cerradura, solo falta verificar
los otros ocho axiomas de un espacio vectorial.

O Como H c V, los elementos de H son también elementos de V; en consecuencia, los axiomas que corresponden a
las propiedades asociativa, conmutativa, distributiva y multiplicativa (axiomas 2, 3, 7, 8, 9, 10) si se cumplen.

QO Seau eHy 0 el elemento neutro aditivo de 7, entonces del teorema 6.2 se cumple Ou = 0 y por cerradura del
producto por un escalar en H se tiene 0 € H (también es el elemento neutro aditivo de H), entonces u + 0 =u. Por
tanto, se cumple el axioma 4 (elemento identidad de la suma).

Q SiueHc Vy del teorema 6.2 se tiene (-1)u = —u ademas por cerradura del producto por un escalar (1) u € A,
entonces u + (—u) = 0 y se cumple el axioma 5 (elemento inverso aditivo).

El teorema 6.3 nos muestra un método acerca de como determinar cuando un subconjunto H c ¥ es o no un subes-
pacio vectorial de V-espacio vectorial.
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Método para comprobar si H c V es un subespacio vectorial

Supongase que tenemos un espacio vectorial ¥’y un subconjunto H c ¥, se pide determinar si H es un subespacio vectorial de V.

Paso 1
Las operaciones interna suma y externa por un escalar en A deben ser las mismas que en V. Sino se definen, se supondra que son las
comunes o usuales de V.

Paso 2
Comprobar que en H se cumplen los dos axiomas de cerradura en forma general. Es decir, para cualquier v,, v, e Hy Va € R deben
cumplirse: v, +v,e Hy av € H.

Paso 3
Si el paso anterior es afirmativo, entonces H es un subespacio vectorial de V; en caso contrario, H no es un subespacio vectorial de V.
Obsérvese que este método es bastante cdmodo, ya que no es necesario verificar si se cumplen o no los 10 axiomas de un espacio
vectorial.
Antes de resolver problemas sobre espacios vectoriales, es necesario entender, en un conjunto particular, cdmo determinar si un
vector pertenece o no al conjunto. Esto facilita comprobar los axiomas de cerradura de los espacios vectoriales y asi poder aplicar el
paso 2 del método.

/En los siguientes ejercicios mostrar vectores que si pertenezcan al subconjunto H 'y que no pertenezcan a este. )

O Si Hc R3 donde H= {v lv= (x, 2%, y)}, tenemos que v = (3, 6, 0) € H, porque cumple (3, 2 x 3, 0), pero v=(3, 5, 3) ¢ H,
puesto que 5 #2 X 3 = v, # 2v,.

0O SiHcR3 donde H= {v lv= (1,y,-»)}, tenemos que v = (1, -4, 4) € H, porque cumple v, = 1 y v;=—v,, pero v, = (0,4, 4) ¢ H,
puesto que v, # 1, aunque si cumple v, = -,

O SiHcR3 donde H= {v lv= (%, », x+y)}, tenemos que v, = (2, -7, =5) € H, porque cumple 2 + (=7) =5, pero v, = (3, 5, 6) ¢ H,
puesto que 3 + 5 # 6.

%
Ahora si, revisemos un ejemplo sobre un subespacio vectorial.
T )
Sea V'=1R3, demostrar si H= {v € Vlv= (2, v, 2) con x + 3y — z= 0} es un subespacio vectorial de V.
Solucion
Siguiendo los pasos propuestos en el método tenemos:
Paso 1
Las operaciones interna suma y externa por un escalar en H no se especifican, entonces se supone que son las usuales que en V.
Paso 2
La condicion que deben cumplir los vectores para pertenecer a H es que formen parte del plano que pasa por cero, x + 3y —z =
0. Por tanto, para la comprobacion de los axiomas de cerradura elegimos u'y v € H'y tenemos que verificar si: u+v e H.
u=(x,y,z)eH=x+3y, -2=0 (6.3.1)
v=(x,,,2)EH=x,+3y,~-2,=0 (6.3.2)
Aun falta comprobar siu + v € H, para eso sumamos las ecuaciones 6.3.1y 6.3.2:
(¢, +3y,-2)+(x,+3y,-2)=0+0=0 Abriendo paréntesis
X +x,+ 3y, +3y,-2,-2,=0 Agrupando términos
(x, +x,) + 30y, +3,) = (2, +2,) =0
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Donde (x, +x,, y, +¥,, z, + z,) € H cumple con la definicion de los elementos de H, de que la primera componente (x, + x,) mas tres
veces la segunda (y, +y,) menos la tercera (z, + z,) es igual a cero, de donde se concluye que (x, +x,, y, +¥,, 2, +2,)=u+VveH.
La otra propiedad de cerradura se verifica con facilidad si se multiplica por ¢ la ecuacion x, + 3y, -z, =0.
a(x, +3y,~z)=ax0
(ax) +3(ay) - (az) =0 = (ax,, ay,, az)) € H.

Por tanto, au € H para toda a € R.

Paso 3

Como ambas cerraduras se cumplieron y los vectores y escalar fueron cualesquiera, entonces H es un subespacio vectorial de V.

- /

Nota

Si se conoce que ¥ es

un espacio vectorial

y H c V, entonces a
partir del teorema 6.3 y la defi-
nicién 6.3 es posible concluir, no
solo si H es 0 no un subespacio
vectorial de ¥/, sino también si es
0 10 un espacio vectorial.

Uno de los objetivos principales en espacios vectoriales, consiste en determinar si un conjunto
dado H (con operaciones interna y externa definidas) es o no un espacio vectorial. Para poder dar
respuesta a esta interrogante, podemos utilizar la nota anterior, ya que como sabemos de teoria de
conjuntos, cualquier subconjunto también es por si solo un conjunto. De igual manera, cualquier
subespacio vectorial por si solo es un espacio vectorial. Por esta razon, proponemos el siguiente
método para determinar si un conjunto dado es o no un espacio vectorial.

Método para comprobar si el conjunto H es un espacio vectorial

Supongase que tenemos un conjunto H'y se pide determinar si es 0 no un espacio vectorial.

Paso 1

Definir las operaciones interna suma y externa por un escalar en H. Si no se definen, se supondra que son las comunes o usuales.
Paso 2

Encontrar un espacio vectorial ¥ conocido, donde se define la misma suma y producto por un escalar que en H, ya que Hc V.
Paso 3

Comprobar que en H se cumplen los dos axiomas de cerradura en forma general. Es decir, para cualquier v, v,, v, e Hy Va € R deben
cumplirse: v, +v, e Hyav e H.

Paso 4

Si el paso anterior es afirmativo, entonces H es un espacio vectorial, en caso contrario H no es un
espacio vectorial.

Nota

Si se comparan los dos métodos anteriores, podemos observar que en realidad se trata del mismo,
la unica diferencia del segundo con respecto del primero, es que el espacio vectorial en el segundo
se propone y en el primero se indica desde la formulacion del problema. Si en el ejemplo anterior
la formulacion hubiera sido la siguiente.

Probarsi H={v e Vlv= (x, ¥, 2z) con x + 3y —z= 0} es un espacio vectorial.

Solucion

A los pasos que se comprobaron les agregamos la propuesta del espacio vectorial co-
nocido ¥'=IR3, entonces la conclusion del paso 4 seria que H si es un espacio vectorial.

Con respecto a los

dos ejemplos ante-

riores, para que no
exista confusién sobre cuando
entender si se trata de un espa-
cio vectorial o subespacio vecto-
rial, consideraremos el siguiente
acuerdo. Si en el ejercicio se in-
dica V, vamos a concluir si Hc V'
es 0 no un subespacio vectorial
de V. En caso de que no se men-
cione ¥, vamos a concluir si H es
0 no un espacio vectorial.
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Probarsi H={v e Vlv= (x, ¥) con y = 2x} es un espacio vectorial.

Solucion

Sigamos los pasos propuestos en el método.

Paso 1.

Las operaciones interna suma y externa por un escalar en H, no se especifican. Entonces, se suponen las usuales.
Paso 2.

Como podemos ver H c R?, entonces proponemos ¥ = R? espacio vectorial conocido.

Paso 3.

Comprobar que en H se cumplen los dos axiomas de cerradura en forma general. Para que los vectores pertenezcan a H debe
cumplirse que la segunda componente sea dos veces la primera. Elegiruy v € H:

u=(x,y)eH=y =2 (6.3.3)
v=(x,,y,) EH=y,=2x, (6.3.4)
Adun falta verificar siu + v € H, para esto sumamos las ecuaciones 6.3.3 y 6.3.4:
Yty =25+ 2% = 2x, + x,)

Donde (x, +x,, y, + y,) € H cumple con la definicion de los elementos de H, acerca de que la segunda componente sea dos veces
la primera de donde se concluye que (x; +x,, y, +y,) =u+veH.
La otra propiedad de cerradura se verifica al multiplicar por « la ecuacion y, = 2x;:
a(y,) = a2x) = (ay,) = 2(ax,) = (ax;, ay) €H

Por tanto, au € H, para toda € R.

~

Paso 4.
Como ambas cerraduras se cumplen y los vectores y escalar fueron cualesquiera, entonces H si es un espacio vectorial.

Demostrar si H= {v € Vlv= (¢, y, 2) con x+ 3y —z=1} es un espacio vectorial.

Solucién
Seguimos los pasos propuestos en el método.

Paso 1.

Las operaciones interna suma y externa por un escalar en A no se especifican. Entonces, se suponen las usuales.

Paso 2.

Como podemos ver H c R?, entonces proponemos ¥ = R espacio vectorial conocido.

Paso 3.

Comprobar que en H se cumplen los dos axiomas de cerradura en forma general. La condicion que deben cumplir los vectores
para pertenecer a H es que formen parte del plano que pasa por 1, x+ 3y —z= 1. Por tanto, para la comprobacion de los axiomas
de cerradura elegimosuy v e H.

u=(x,y,2)eH=x+3y -z=1 (6.3.5)
v=(x,,9,2)EH=x,+3y,—2,=1 (6.3.6)
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Adn falta verificar siu + v € H, para esto sumamos las ecuaciones (6.3.5) y (6.3.6):
(¥ +3y,-2)+(x,+3y,-2z)=1+1
Ahora, abrimos paréntesis y agrupamos términos:
(e, +x,)+ 30, +9,) = (g, +2)=2#1.
Donde (x, + x,, , + ¥,, 2, + 2,) & H, la parte derecha de la ecuacion no es 1.

Paso 4.

Como la cerradura de la suma no se cumple, entonces H no es un espacio vectorial.

/

Cuando un conjunto H no es un espacio vectorial 0 no es un subespacio vectorial de V-espacio vectorial existen muchos casos que
son faciles de detectar. De hecho, la respuesta se puede dar por simple inspeccion. La siguiente nota muestra algunas conclusiones
importantes que pueden presentar algunos elementos de un conjunto H que le impiden ser un espacio vectorial. De igual manera, le
impiden a H c V ser un subespacio vectorial de V-espacio vectorial.

e -

‘I\fota

En general, cuando las operaciones suma y producto son las usuales y V es un espacio vectorial de los revisados en la seccion
6.2 y H c V. Entonces, el cumplimiento de cualquiera de los siguientes puntos, implica que H no puede ser un espacio o
subespacio vectorial.

1. Cuando las componentes de los elementos de H se restringen en signo o entre si con relaciones diferentes a =. En general, no se
cumple la cerradura del producto por un escalar negativo.

2. Cuando las componentes de los elementos de A no estan en intervalos continuos. En general, no se cumple la cerradura del pro-
ducto por un escalar.

3. Cuando algunas componentes de los elementos de H estan multiplicandose. En general, no se cumple ninguna de las dos cerradu-
ras suma y producto por un escalar.

4. Cuando algunas componentes de los elementos de H estan elevados a potencias diferentes de uno. En general, no se cumple nin-
guna de las dos cerraduras suma y producto por un escalar.

5. Cuando H no contiene al elemento neutro. En general, no se cumple ninguna de las dos cerraduras suma y producto por un escalar.

En los siguientes ejercicios demostrar que no son espacios o subespacios vectoriales.

1. Demostrarsi H= {v e V| v =(x,, 2) con 2x — y + 3z =4} es un espacio vectorial.

Solucion

Del punto 5 de la nota anterior se concluye que H no es un espacio vectorial, porque el elemento nulo de R® no pertenece

a H; es decir, el vector (0, 0, 0) no cumple con 2x — y + 3z=4.

2. Sea V=R, demostrar si H= {El conjunto de los nimeros enteros positivos} es un subespacio vectorial.

Solucion

De los puntos 1y 2 de la nota anterior se concluye que H no es un subespacio vectorial de V. Existe restriccion en signo y el
dominio no es continuo. Por ejemplo, 3 € Hy el escalar —1 € R, pero -1 X 3 =-3 ¢ H; entonces, se concluye que el conjunto

de los nimeros enteros positivos no es un subespacio vectorial de V.

3. Demostrarsi H= {v e Vlv= (x, y) con y = x?} es un espacio vectorial.

Solucion

Del punto 4 de la nota anterior se concluye que H no es un espacio vectorial. Existe la potencia 2 en y = 2. Por ejemplo, se
puede elegirv, = (2,4) e Hy v,=(1, 1) e H, pero v, + v, = (3, 5) ¢ H. Por tanto, se concluye que H no es un espacio vectorial.

/
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Con base en el teorema 6.1, todo lo propuesto con anterioridad se cumple para M .

T a "
Sobre M,

En los siguientes casos, demostrar que no son espacios o subespacios vectoriales.
1. Sea V'=M,,demostrar si H= {A € 4 det(A) =0} es un subespacio vectorial de V.

Solucion

Del punto 3 de la nota anterior se concluye que A no es un subespacio vectorial de V. El calculo de un determinante implica
realizar productos entre las componentes de la matriz, entonces H no puede ser un subespacio vectorial. Por ejemplo:

SiA:[_zl _21]:|A|:(—1)(2)—(—1)(2):—2+2:0:>AeH,yB=((3) g]=>|B|:(O)(2)—(3)(0):0=>BEH.
Pero, la cerradura para la suma no se cumple:
A+By=| 1 L[ 00 ][ -1
2 2 32 5 4
‘-1

|A+B|= = (1)@ - 5)(-))=1=0.

-1
4
El determinante de | A + B/ es distinto a cero, entonces (A + B) ¢ H, al no cumplirse la cerradura con respecto a la suma
se concluye que H no es un espacio vectorial.

2. Demostrarsi H= {A € 14 a,,€Z} es un espacio vectorial.

Solucion

Del punto 2 de la nota anterior se concluye que H no es un espacio vectorial. La componente a,, €Z no esta en todo R.
Se puede elegir ¢, = 3 con a=+v2, se tiene \/E X3 ¢7, entonces \/EA ¢ H. No se cumple el axioma de cerradura con
respecto al producto por un escalar.

3. Sea V'=M,, demostrar si H= {Ae 4 a,,4,, = 0} es un subespacio vectorial deV.

Solucion

Del punto 3 de la nota anterior se concluye que H no es un subespacio vectorial de V. Existe el producto entre componentes
a,,4,, = 0. Por ejemplo, si elegimos a,, =0y a,, =1 se cumple A € H. De igual manera, si b, = 1 y b, =0 se cumple B e H.
Pero, C =B + C tiene ¢;; = ¢,, = 1 y ¢;,¢,, = 1 # 0, esto implica que C ¢ H. Por tanto, se concluye que H no es un espacio
vectorial por no cumplir con el axioma de cerradura con respecto a la suma.

S /

Para demostrar que H no es un espacio vectorial es suficiente con proponer un ejemplo de v,,v, € H 0 algin ¢ € R que no cumplan con
alguno de los dos axiomas de cerradura, de la forma en que se resolvieron los ejemplos anteriores. Sin embargo, en el siguiente ejemplo
se presenta un conjunto que no es un espacio vectorial, ain asi se pide verificar ambas propiedades.

Sea V=M.

1y verificar ambas propiedades de cerradura para H= {Ae 4 a,,=a,,+a,+3}.

Solucion

Notese que no se pide verificar si H es un subespacio vectorial (no es porque 0 ¢ H).
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Cerradura para la suma

Sia,,=-2ya,=4,ysecumple que a;=-2+4+3 =35, entonces A € H. De igual manera, si b,, =3y b,, =6, y se cumple que
b,,=3-6+3=0, entonces B € H. Por tanto, para la suma C = A + B tenemos ¢,, = a,, + b,,=-2+3=1,¢,,=a,; + b;,=4-6
=-2; para que C € H debe cumplirse ¢;, = ¢, + ¢;; + 3=1-2+ 3 =2, lo cual no ocurre porque ¢;; =a,, +b;; =5+0=5y2#5.
Entonces, H no cumple con el axioma de cerradura con respecto a la suma.

Cerradura para el producto
Si se elige a = — 4, entonces se tiene que:
aay, = -4 (-2) =8, aa,; = —4(4) = -16 y aa,, = —4(5) = =20, por tanto, 4 A ¢ H debido a que aa,, # aa,, + aa,, + 3 porque

aa,, +aa,,+3=8~16+3=-5. Eneste caso, H tampoco cumple con €l axioma de cerradura con respecto al producto por un escalar.

S /

Con base en el teorema 6.1, todo lo propuesto se cumple para P (x).

T N
Sobre P (x)

En los siguientes casos demostrar que no son espacios o subespacios vectoriales.

1. Sea V'=P,(x), demostrar si H= {p(x) € 4 aya,a, =0} es un espacio vectorial.
Solucion

Del punto 3 de la nota anterior se concluye que H no es un espacio vectorial. Existe el producto entre componentes
a,4,4,= 0. Por ejemplo, si p,(x) =x - € HOx 1 x(-1)=0) y p,(x) = 1 + 22 e H (1 x 0 x 2 = 0), pero p,(x) + p,(x) = 1 + x +
x> ¢ Hporque 1 x 1 x 1 =1 # 0; entonces, se concluye que el conjunto H no es un espacio vectorial.

2. Sea V'=P,, demostrar si H= {p(x) € 4 p(x) = ay+ a,x +a,x* con g, € R*} es un subespacio vectorial.

Solucion

Del punto 1 de la nota anterior se concluye que A no es un subespacio vectorial de V. La componente a, se restringe en sig-
no. Por ejemplo, si se elige a; =4 con @ = -1, se tiene —1 x 4 ¢ R*; entonces: —1p(x) ¢ H. Se concluye que Hno es un espacio
vectorial por no cumplir con el axioma de cerradura con respecto al producto por un escalar.

3. Demostrar si H= {p(x) € 4 a,<a,ya, > a,; €sun espacio vectorial.

Solucion

Del punto 1 de la nota anterior se concluye que H no es un espacio vectorial. Las componentes de los vectores se condicio-
nan entre si a, < a, y a, > a,. Por ejemplo, p,(x) =-1+ 3x - 2x? € Hporque cumple con la condicién -1 < 3y 3 > 2. Ahora,
si elegimos a = -1, entonces se tiene que ap,(x) = (-1)(~1 + 3x - 24%) = 1 — 3x + 2x* ¢ H, porque 1 £ -3 y -3 # 2.

- /

T - N

a
Sean V=P,(x)y H= { p(x)eVla, = -1 con a, # O} , probar que no se cumple ninguno de los dos axiomas de cerradura.
a
0
Solucion

Notese que no se pide verificar si H es un subespacio vectorial (no es porque hay un producto entre componentes).

Cerradura para la suma

Por ejemplo, p,(x) = 2 + 8x + 4> e Hy p,(x) = 3 — 9x — 3x* € H (cada uno de los vectores propuestos p,(¥) y p,(¥) cumplen la
4

. 1
condicion a, = 2 por eso pertenecen a H), pero p,(x) + p,(x) = 5 — x + x* ¢ H porque 1# = entonces H no es cerrado con
0

respecto a la suma entre elementos.
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Cerradura para el producto

Si se elige & = 3 se tiene que ap,(x) = (3)(2 + 8x + 4x*) = 6 + 24x + 1247 ¢ H porque 12 # %, entonces H tampoco cumple con el
axioma de cerradura con respecto al producto por un escalar. E

En los ejemplos anteriores se resolvieron los ejercicios por temas, pero podemos hacer uso del teorema 6.1 para ver que los siguientes
problemas son equivalentes y al resolver uno de estos tendremos la respuesta de los otros dos.

T N

Determinar en cada caso si el conjunto H c ¥ es un subespacio vectorial de V.

1. H={(x,3x—y,y,x+y)|x, yeR} cR*=V.
2. H= {a+(3a—b)z+bzz+(a+b)z3|a,beR}gP3(z)= V.

3. H={| @ %70 llapert cm, =
b a+b

Solucion

Para el primer caso seguimos los pasos propuestos en el método.

Paso 1.

Las operaciones interna suma y externa por un escalar en H, no se especifican, entonces se supone que son las usuales que en V.

Paso 2.

Se requieren dos elementos que pertenezcan a H'y un escalar a € R para comprobar ambas cerraduras. Sean u y v € H, entonces
se cumple:

u=(x,3x,-y,y,x%+ty)eH
v=(x, 3%, -1, ¥, %, ty,) €H
Sumando los vectores:
U+ v=(x+x, 3% +3%, -y, — ), ¥, TV X T X, Y, +9,)
u+v=(x+x, 30 +x)- 0, +1,), ¥+, (& +x,)+ (¥, +y,) €H.

En efecto, se puede observar que la suma (u + v) cumple la condicién de que la segunda componente es tres veces la primera
menos la tercera, y que la cuarta componente es igual a la suma de la primera y la tercera componentes. Por tanto (u+v) € H
y se cumple la primera cerradura.

Para la cerradura con el producto por un escalar:

au=a(x;, 3x, —y,), ¥, %, +y,) = (ax,, 3(ax,) —ay,, ay,, ax, + ay,) € H.

Con el vector obtenido se verifica que se cumple la condicion de que la segunda componente es tres veces la primera menos
la tercera y que la cuarta componente es igual a la suma de la primera y la tercera componentes, entonces (a¢u) € H esto quiere
decir que se cumple la segunda cerradura.

Paso 3.
Como ambas cerraduras se cumplieron y los vectores y escalar fueron cualesquiera, entonces H es un subespacio vectorial de V.

Con base en el teorema 6.1, podemos ver que los dos incisos restantes en realidad son similares al primero que acabamos de
resolver. Entonces, los otros dos incisos también son subespacios vectoriales de su correspondiente espacio vectorial V.

S /
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A continuacion, vemos un resultado tedrico de gran ayuda en algunos ejercicios.

Interseccion de espacios vectoriales. Si V es un espacio vectorial y H, c V'y H, c V subespacios vectoriales de V,
entonces W= H, N H, también es un subespacio vectorial deV.

Demostracion

Se mostro que si 0 € V, elemento neutro aditivo de ¥, entonces 0 también es el elemento neutro aditivo de los sub-
espacios vectoriales de ¥, entonces W # &, porque 0 € H, N H, = W. Por otro lado, para cualquier w, y w, € W,
se cumple w,, w, e H, y w,, W, € H,, pero H, y H, son cerrados con respecto a la suma, entonces w, + w, € H, y
w, + W, € H), esto quiere decir que w, + w, € H, " H, = . Por tanto, se cumple la cerradura con respecto a la suma.

Para el producto se realiza en forma similar. Para cualquier « e Ry w € ¥ tenemos que w € H, y w € H,, como
son cerrados para el producto por un escalar, entonces aw € H, y aw € H, se cumple aw € H, N H, = W. Por tanto,
se cumple la cerradura con respecto al producto por un escalar.

| Ejercicios 6.2

I Resuelva los siguientes ejercicios sobre espacios vectoriales, ex-
i plique la respuesta en cada caso.

1. Mencione por qué los siguientes conjuntos de vectores no
I son espacios vectoriales.

a) H={(@,a-3,b)|a, beR}
b) H=1{(3,4,b,0)|a beR}
o) H={(a b t)|a beR)
d) H={(a,ab,b)|a, beR}
e) H=1{(,b0)|a beR"
f) H={(a,20)|a<bya beR)

Las siguientes son restricciones que deben cumplir las compo-

nentes de un vector de R”, diga cuales son espacios vectoriales, y
de no serlo mencione el porqué.

2. 2x—y+3z+2w=0
Sx+z=17

XZ=yx

aw=2

z>0

x, 9,2z, weQ

X, 9,2€L

o 0 =N o ok W

x,9,z,weN
10. 3x+y-22=0

En cada caso explique si el conjunto H es 0 no un espacio o
subespacio vectorial de V.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

H={Q2y+4zy, 2|y, zeR} cR3 =¥
H={(x,2y,xp)|x,yeR} cR3=V

H= {(x,y,z)|2x—y+z=2,x,y,zeR}
H={(x,y)| 2 +1*<5;x yeR}
H={(x,y,2)|ax+by+cz=0,0,b¢ %3 2eR} cR3=V
H={(x,9)|ax+by=0;4,b % yeR, b>0}

H= {ao+a1x|ao+a1=0ya0—a1=0;a0,a1ER}

H={ay+ax+ a2x2|5a0 - 3a, + 2a,=0; ay, a,, a, R} C
PW)=V

H={a, +ax+ azxz‘—3a1 +2a,=0, ay a, a, €ER} C
P(x)=V

H=1{a+bx+c|ac=0y26+3c=0,a,b ceR}

H={p(x) P x)|a,—a,+a,=0cona,eR,i=0,1,2,3,4}

H=1 ¢ ? ‘d=é; a,bc,d R, c#0} CM,=V
c d c

H={ a b]|a,beR}cM22:V
b a

a,be]R}

H= a+l b-1
b a+2

m Construccion de espacios vectoriales finitos

En la seccion 6.2 se estudian los principales espacios vectoriales, mientras que en la seccion 6.3 se analizan las condiciones para veri-
ficar cuando un subconjunto de un espacio vectorial cumple las condiciones para ser un espacio vectorial, entonces surge la inquietud
de conocer como es posible construir un espacio vectorial y cuales serian sus elementos.
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Las respuestas a estas preguntas se muestran en forma paulatina a través de esta seccion. Para tal efecto, seguimos las siguientes

etapas:

1. Primero se formaliza como generar un espacio vectorial H a partir de un conjunto de vectores v,, v,,..., v, pertenecientes al espa-

cio vectorial V.

2. Con el espacio vectorial generado H, ahora es necesario determinar si todos los vectores utilizados v,, v,, ...,v, € V' son indispen-
sables para generar a H. Es decir, se requiere conocer la cantidad minima de vectores que son necesarios para generar a H, en otras

palabras elegir los vectores de v, v,, ...,v, € V que son independientes.

3. Si se conjuntan las dos etapas previas, se formaliza el concepto de base para el espacio vectorial H. Es decir, se conocen los vec-

tores independientes de v, v,, ...,v_ € V' que generan a H.

Combinacion lineal

En esta seccion se revisa el problema sobre como generar un espacio vectorial H a partir de los vectores v, v,, ...,v, € ¥, donde V' es
un espacio vectorial. En otras palabras, queremos determinar qué vectores v € ¥ se pueden representar a través de los vectores dados.

Combinacion lineal. Sea 7 un espacio vectorial y v € V' se dice que v es
una combinacion lineal de los vectores v,, v,, ...,v, € V; si existen escalares
¢}y Cp--- €, tales que:

Vvt eV, tetey =V (6.4.1)

En los siguientes tres ejemplos, dado el vector v, se pide determinar si es posible
representarlo como una combinacion lineal de los vectores v,, v,,.... En caso de
ser una combinacion lineal calcular los valores de ¢, c,,... que hacen posible la
combinacion.

Nota

De la definicion 6.4 esta claro que un
método para determinar si un vector
se puede representar como una combi-
nacion lineal de un conjunto de vectores consiste
en resolver el sistema de ecuaciones lineales en
¢}, C--- €, planteado en (6.4.1) con matriz am-
pliada formada por los vectores v, v,,..., V, y V:

¥, v, [ V). (6.4.2)

Si el sistema tiene solucion ya sea unica o infini-
dad de soluciones, entonces v es una combina-
cion lineal de v, v,,..., v, € V. En caso contrario,
Vv 10 es una combinacion lineal.

RS _

que hacen posible la combinacion.

Solucion
Se plantea el sistema de ecuaciones:

Representacion vectorial del sistema

vi \/) V3 v

si tiene solucion. Para escalonar elegimos a a;; = 1 como pivote

1 0 2 —4

ol -1 |+6| 1 |+ 0 |=| -1

0 B -1 6
—— —_— e =

1 0 2|4 1 0 2|4 10 2|4

-11 0|-1|~01 25|~ 01 2|5

0 3 -1| 6 0 3 -1]| 6 00 =7|21
RysRy+R, Ry Ry+(-3)R, Ry=(-1/7)R,

~

Sea v = (-4, -1, 6) y los vectores v, = (1, -1, 0), v, = (0, 1, 3) y v; = (2, 0, -1). Determinar si es posible representar el vector v
como una combinacion lineal de los vectores v;, v, y v,. En caso de ser una combinacion lineal calcular los valores de ¢, ¢, y ¢,

Este sistema de ecuaciones lineales se resuelve al plantear la matriz ampliada y llevar a cabo el escalonamiento para determinar
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Con la matriz ampliada se concluye que el sistema si tiene solucion y esta es Unica. Por tanto, v = (-4, —1, 6) si es una com-
binacion lineal de los vectores v, = (1, -1, 0), v, = (0, 1, 3) y v; = (2, 0, -1). Por otro lado, si queremos determinar cual es la
combinacion lineal debemos encontrar la solucion, para esto reducimos renglones, pero ahora hacia arriba:

1024 1 00| 2

01 2|5 |01 0|1

0 0°1]-3 0 0°1)-3
Ri-R+(-2)Ry

RysRyH(-2)R,

La solucion es:
¢=2,¢=1yc,=-3

Por ultimo, se concluye:

V=2v,+v,-3v, = (-4,-1,6)=2(1,-1,0+ (0, 1,3) - 32, 0,-1)
N J

2 N\
Seav=(3,4,9)y los vectores v, = (1, 2, 3), v, = (0, =1, 0) y v, = (-1, =3, -3). Determinar si es posible representar el vector v
como una combinacion lineal de los vectores v, v, y v,. En caso de ser una combinacion lineal calcular los valores de ¢;, c,,...
que hacen posible la combinacion.

Solucion
Primero, se plantea el sistema de ecuaciones:
Representacion vectorial del sistema
1 0 -1 3
ol 2 |+6| -1 |+¢| -3 |=| 4
3 0 -3 9
—— — —

Vl V2 V3 v

Este sistema de ecuaciones lineales no homogéneo se resuelve al plantear la matriz ampliada y escalonar para determinar si
tiene solucion.

1 0 -1|3 1 0 -1| 3 10 -1(3
2 -1 3|4 |~ 0-=1-1|-2|~]01 1|2
3 0 3|9 00 0O 00 00
Ry5R,~2R, Ry(-1)R,
Ry-Ry-3R,

Con esta matriz se concluye que el sistema tiene solucion multiple (3 incognitas > 2 ecuaciones). Por tanto, v = (3, 4, 9) si es
una combinacion lineal de los vectores v, = (1, 2, 3), v, = (0, -1, 0) y v, = (-1, =3, -3). Para determinar la combinacion lineal se
debe proponer una solucion particular. De la matriz escalonada reducida se tiene que:

€ —¢=3 @ 3 1 & 3 1 4
¢, te;=2 r =] ¢ |=| 2 [+6| -1 |si¢ =1 entonces | ¢, |=| 2 |[+| -1 |=]| 1
c,eR ¢ 0 1 G 0 1 1

Por tltimo, se concluye que:

V=4v, +v,+v, = (3,4,9)=4(1, 2,3) + (0, -1, 0) + (-1, -3, -3).
\ J
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T N N

N

Seav=(l,2,3,4)y los vectores v, = (2, 1, 0, =3) y v, = (0, 0, -1, 0). Determinar si es posible representar €l vector como una
combinacion lineal de los vectores v, y v,. En caso de ser una combinacion lineal calcular los valores de ¢, y ¢, que hacen posible
la combinacion.

Solucion
Primero se plantea el sistema de ecuaciones:

Representacion vectorial del sistema

2 0 1
1 0 2
C +c =
o 2 3
-3 0 4
——
Vl V2 v

Este sistema de ecuaciones lineales no homogéneo se resuelve al plantear la matriz ampliada y escalonar para determinar si
tiene solucion.

2 0|1 1 0|2 1 0] 2 1 0] 2
1 o2 |2 o|1] |0 o0]|-=3]|0¢F1-3
0 -1|3 0 -1|3 0 1| -1 0 0|-3
3 0|4 3 0|4 0 0|10 0 0|10
Ry2R, RybR,+(-2)R, Ry2R,
Ry-R 43R,

Con esta matriz se concluye que el sistema no tiene solucion. Por tanto, v = (1, 2, 3, 4) no es una combinacion lineal de los
vectores v, = (2, 1,0,-3) y v,=(0, 0, -1, 0).

/

Ejercicios 6.3

I De ser posible, escriba el elemento dado (v, p(x) o V') como combinacion lineal de los elementos del conjunto .

Lov=(1,-6,-4,4), W={v,=(-1,2,3,1),v,=(2,4,-5,1), 75 2 4 L -l
v,=(0,1,0,2)} > Vz[l -2 j;W: A:(S -1 ]’B:("’ 0 ]

2. v= (_57 _157 1)7 W= {VI = (Sa 57 3)7 V2 = (Oa _Sa 2)7

v,=(3,5, )} " V=[ 1 -8 ];
3. p(o)=-8— 13x+ 1322, W= {p,(x) =—1 - 2+ 3, 10 4

P9 =—4-9x+ 172, p(¥) = 3+ 3x+ 6:2) W:{A:( 1 -3 J B:( 1 -3 j C:( 0 -1 ]}
4. p)=6-2x-22, W={p,(x)=3-2x+2, p(x) =1 —x+x} 02 ) 0 4 ) 20

Conjunto generador

En el apartado previo se explica con bastante detalle como verificar si un vector dado se puede o no representar como una combinacion
lineal de un conjunto de vectores v,, v,,...,v,, entonces en este momento es posible dar respuesta a la pregunta referente al conjunto de
todos los vectores que pueden ser generados o representados como una combinacion lineal de dichos vectores.

Conjunto generador. Sea V' un espacio vectorial y v,, v,, ...,v, € V, al conjunto H lo llamamos conjunto generado
por vy, v,,...v,, si cualquier elemento de H se puede representar como una combinacion lineal de dichos vectores. Es
decir, si u € H, entonces existen escalares ¢, ¢,,..., ¢, tales que:

avy + (AL} + GV, +. 4+ cyv, =u
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Espacio vectorial generado. Sea V'un espacio vectorial y H Vel conjunto generado por v;, v,, ...,v, € V; entonces,
H es un subespacio vectorial de V.

Demostracion

A continuacién probamos que se cumplen las dos propiedades de cerradura.

Cerradura con respecto a la suma
Sean uy w € H, entonces existen escalares c;, ¢,,..., ¢,y 4, d,,..., a, tales que

u=aqv, + CZV2+ C3V3 + et cy,
W= alvl F 02V2+ a3v3 + .t anvﬂ'

Al sumar ambos vectores, u + w, tenemos:

utw=( v+ +cv)+(ayv, +--+ayv)
=(c ta)v,+ - +(c,+a)v,.

Por la propiedad de cerradura para la suma entre escalares resulta que ¢, + a,,..., ¢, + a, son escalares, por tanto
u + w si es una combinacion lineal de los vectores v, v,,..., v,. Se concluye que:

u+weH

Cerradura con respecto al producto por un escalar
Sea u € H, entonces existen escalares ¢, ,,..., ¢, tales que u=c,;v, +¢,v, + --- + ¢ v , sia €R resulta:

au=a(c, v, + v, + -+ v )= (ac)v, + (ac)v, + - +(ac )v,.

Por la propiedad de cerradura del producto entre escalares los ac,, ac,,..., ac, son escalares, entonces au es una com-
binacion lineal de los vectores v,, v,,...,v, lo que implica que au € H.

Del teorema 6.3 se concluye que H es un subespacio vectorial de V.

Nota

De la definicion 6.5 y el
teorema 6.5 se puede re-
sumir:

Q Notacion H=Gen{v,,v,,..., vV }
1A n
={uel |u =Vt 6V, + 6V,
+ .-+ ¢V, } — espacio vectorial
generado

QO Para determinar el espacio ge-
nerado se tiene que resolver el
sistema con respecto ¢,..., ¢,

(v, v,...v, |u)

Donde u esta en forma general, por
ejemplo para R”, u = (x,, x,,..., X,).
Al resolver el sistema de ecuaciones
lineales, se encuentran las condi-
ciones que deben cumplir las com-
ponentes u para que pertenezca al
espacio vectorial generado.

Enseguida revisamos tres ejemplos que ilustran el resultado del teorema 6.5.

Ejemplo 6.20

Conjunto generador en R?
Determinar cudl es el espacio generado por los vectores: v, =(2, 1), v, = (=9, 5) y v,=(1, 0).

Solucion
Primero se plantea el sistema de ecuaciones en R? con u = (¥, y):

Representacion vectorial del sistema

v vy V3 u

Este sistema de ecuaciones lineales se resuelve al plantear la matriz ampliada y escalonar
para determinar la(s) condicion(es) de las componentes del vector u para que el sistema
tenga solucion

2 91|x| [= 5 0/y]| [(T-50-y] [(1-50] -»
15 0|y 2 91|« 2 91| « 001 1| x+2y
Ry2R, Ri-(-DR, RyPR,~2R,

Con esta matriz se concluye que el sistema tiene solucion multiple (3 incognitas > 2
ecuaciones) sin importar los valores que tomen x y y. Por tanto, los vectores v, = (2, -1),
v,=(=9,5)y v,=(1, 0) generan a R? (x y y son cualquier valor en R).

N

~

/
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Conjunto generador en R?
Determinar cudl es el espacio generado por los vectores: v, = (3, -5, 2), v, = (2, -1, 0) y v, = (-1, -3, 2).

Solucion
Primero se plantea el sistema de ecuaciones en R con u = (x, y, 2):

Representacion vectorial del sistema

3 2 -1 x
al =5 |t6| -1 |*¢| =3 |=| »
2 0 2 z
Vl V2 V3 u
Este sistema de ecuaciones lineales se resuelve al plantear la matriz ampliada y escalonar para determinar la(s) condicion(es) de
las componentes del vector u para que el sistema tenga solucion

3 2 1|« 1 2 3| x-z 1 2 -3 xX-z
=5 -1 3|y |~| -5 -1 -3 y ~1'0 9 -18| Sx+y-5z
2 0 2| ¢z 2 0 2 z 0 4 8 —2x + 3z
R—R-R Ry—Ry+5R, Ry>R,+2R,
Ry>Ry-2R,

1 2 -3 R=7 1 2 -3 X-z

0 1 2|x+y+z [~| 0 1 =2 x+y+z

0 4 8| -2x+3z 0 0 0| 2x+4y+7z

RyoRy+4R,

De la ultima matriz se concluye que el sistema tiene solucion multiple para los coeficientes ¢, ¢, y ¢, solo cuando 2x + 4y + 7z =
0 =x=-2y-3.5z. Al hacer y = ¢, y z=t,, tenemos que el espacio vectorial generado estd dado por:

x x -2 =313
H{xy2)eR|2x+4y+7z=0}=1| y || y |=4| 1 |[+5] o0 |4 t4eRE
z z 1

Como se puede observar, es facil poder verificar que cualquier vector u = ¢,v, + ¢,v, + ¢;v, cumple con la condicion de los
vectores de H. Por ejemplo, ¢, =2, ¢,=1y ¢, =-3=2(3,-5,2) + (2, -1, 0) - 3(-1, -3, 2) = (11, -2, -2) este vector cumple con
2+ 4y + 7z=2(11) + 4(-2) + 7(-2) = 0.

- /

o N

Conjunto generador en R*
Determine cudl es el espacio generado por los vectores: v, =(1,0, 1, 1), v,=(0, 1, 3,2), v,=(2,0,2,2) y v,=(3,-1,0, 1).

Solucion
Se plantea el sistema de ecuaciones en R* con u = (x, y, z, w).

Representacion vectorial del sistema

1 0 2 3 5
0 1 0 -1 |_
al 1 [ral 3 [tel 5 el I i’
1 w
—

2 2 1
— —— —

Y1 \f3 V3 \Z
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N

Este sistema de ecuaciones lineales se resuelve al plantear la matriz ampliada y escalonar para determinar la(s) condicion(es) de
las componentes del vector u para que el sistema tenga solucion

1 02 3|« 1 0 2 3 x 1 0 2 3 %
010 -1y |_{01 0 -1 y 0L 0 -1 Y
1 32 0] 2 0 3 0 3| —x+:z 0 0 0 0| —x3y+z
1 22 1 |w 0 2 0 2| «x+w 00 0 0] -x-2y+w
Ry-Ry-1R, Ry-Ry-3R,
Ry>Ry-R, Ry>R,-2R,

Por tanto, de la Gltima matriz se concluye que el sistema tiene solucion multiple solo cuando:

-x — 3y + z x + 3y - z 0 x + 3y - z =0 x =3y+z
= = .

-x - 2y +w =0 -x - 2y +w =0 y -z + W

y =z-w

Entonces, el espacio vectorial generado se obtiene de la solucion del ultimo sistema de ecuaciones que indican solucion mul-
tiple: x=-3y+z, y=z-w. Alhacerz=¢, y w=t, tenemos y = f, — t, y x = =3(¢, - t,) + £, = =2¢, + 3t,, entonces la solucién en
forma matricial estard dada por:

p X =2, 4 3 D) 3
g o= _
H={| 2 ] 2 =] "7 =4 b+ T aer
z z £ 1 0
w w ¢ 0 1

/

En algunas situaciones, verificar si un conjunto de vectores genera un espacio vectorial en particular puede realizarse en forma sencilla
mediante el siguiente teorema.

Espacios vectoriales generados. Sea V'=R" con 7 finitay v, v,, ..., v, €V, entonces:
a) Sin>mlos vectores no pueden generar a ¥, Se tienen mas componentes que vectores.

b) Cuando n=m el proceso para determinar si V'=Gen{v,, v,,..., v, }, se reduce a calcular el determinante formado
por los vectores det(v,v, ... v):

O Si el determinante es diferente de cero, entonces los vectores generan a V.

Q Si el determinante es cero, entonces los vectores no generan a V.

Demostracion
Supodngase que v, v,,...,v, generan a  entonces cualquier u € V' se puede representar como una combinacion lineal
de los m vectores y el sistema de ecuaciones lineales para determinar las constantes de la combinacion estaria dado por:

(v,v,...v,, | u) orden n X (m + 1)

Pero n > m, esto significa que la matriz del sistema solo se puede reducir a una forma escalonada, con al menos un
renglon de ceros. Esto tltimo contradice el hecho de que la matriz del sistema tiene que ser equivalente a la matriz
identidad. Entonces, v,, V,,..., v, no pueden generar a V.

Cuando 7 = m se concluye de los sistemas de ecuaciones lineales con solucion Gnica. Puesto que si el determinante
es cero, entonces la matriz del sistema es equivalente a una matriz en su forma escalonada y se repite el mismo razo-
namiento para 7 > m. Si el determinante es diferente de cero la matriz del sistema es equivalente a la matriz identidad.

Por el teorema 6.1, el resultado propuesto en el teorema 6.5 es el mismo para M, o P (x) con ny m finitas. En
el caso de las matrices se requieren nm matrices de M,y para P (x) se requieren 7 + 1 polinomios.
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Conjunto generador en R”

N

Empleando el teorema 6.6 determinar si los siguientes vectores generan al espacio vectorial indicado.

. v,=(2,-4,6)yv,=(3,-2,-1). (Generana V'=R%?

Solucion

En este caso, no pueden generar a R? porque solo se tienen dos elementos de este espacio (m = 2) y la cantidad de compo-
nentes del espacio a generar es 3, R%; por tanto, n > m.

. v, =(1,-2,3),v,=(1,1, 1) yv,=(0, 4, 5). (Generan a ¥=R%?

Solucion

Como estamos en R3 y se tienen tres vectores, el problema se puede resolver si se calcula el determinante o se resuelve el
sistema de ecuaciones lineales (como en los ejemplos anteriores). Resolvamos el determinante:

110 0 10 3 4

Al = |21 4|=| 31 4 =(—1>‘ 5o |76 - 2640 = (D23 = 23,
3 15 2 B 5
C1>—>C1—C2

Como | A | # 0 entonces los vectores v, = (1, -2, 3), v,=(1, 1, 1) y v, =(0, 4, 5) si generan a R3,

. v,=(6,-3)yv,=(-2,1). (Generana V'=R%

Solucion

Como estamos en R? y se tienen dos vectores se resuelve con el calculo del determinante:

|A|= =6(1) - (-3)(-2)=6-6=0.

6 -2
=3

Como | A | entonces los vectores v,=(6,-3) y v, = (-2, 1) no generan a R?.

~

Ejercicios 6.4

I Determine si los elementos del conjunto ¥ generan al espacio V,

Determine si el conjunto ¥ genera a v, p(x) o B (segun sea el

1),

I en caso negativo diga qué espacio vectorial generan. caso).
I 1. w= {vlz(l’_LO)v V2:(2,1,1), V3:(1,1,1), V4:(—1,0, 6. W= {v1:(27 4a 07 _l)a V2:(1,3, _170)5 v3:(1a2a 07
1)}7 V=R3 v4=(1a_1a3a 0)},V=(4, 0¢ 8a _3)
2. W= {V1=(2, 3’ 3)a V2=(—4, _57_3)7 V3=(4, 5¢ 3)a V4=(6, 8a 1. W= {Vl = (la _3a 0)7 V2 = (27 47 6)7 v3 = (2, 1’ _l)}’
6)}; V=R’ v=(6,11,33)
3. W={p®)=1+2x+32 -4 p(x) ==1+x* -, p(x)=5 8. W={p(x)=3—4x}; p(x)=5+10x
+4x+ 3% = 52, p,(¥) = 2+ 2x + 262 = 3x°}; V= P,(x) 0. W= {p()=2-xp0)=1+3x+52 p) =2+ dr +
4. W={px)=2x-45, px)=1+x+ 22+, p(x) =—x - &, 22+ 353
p)=1-2x+x}; V="P,(x)
1 2 0 -1 -3 -7
5. W= {A:[ (3) - ],B:[ 2.0 ]};V:Mzz 0. W=1A = -1 g A=l 1 5 | B=) 4 s

5 0 4
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Independencia y dependencia lineal

En los espacios finitos generados de la seccion previa vimos que existe cierta relacion entre la cantidad de vectores y componentes de un
vector generado, de manera que surgen las preguntas: ;Como conocer cuantos vectores son necesarios para generar un espacio vectorial?
y {como conocer qué vectores es posible eliminar de un conjunto de vectores dados para que generen al espacio vectorial deseado?

Vectores linealmente independientes y linealmente dependientes. Sea /' un espacio vectorial y v, v,, ...,v €V, los
llamamos linealmente independientes (L.I.) si la combinacion lineal:

v, + ¢V, + - +cv =0secumple solo parac =c,=...=c,=0. (6.4.3)

n

En caso contrario (multiples soluciones), los vectores v,, v,, v,,...,v, son linealmente dependientes (L.D.).

Para determinar si un conjunto de vectores son L.I. o L.D. se utiliza la definicion 6.6. Es decir, tenemos que resolver el sistema de
ecuaciones lineales (6.4.3). Si tiene solucién Unica trivial se concluye que son L.I., en caso de soluciéon multiple se concluye que son
L.D. A continuacion vamos a revisar dos ejemplos para determinar si los vectores son L.I. o L.D.

T N

Determinar si los vectores v, = (2,4, 6) y v, =(1, 2, 4) son L.I. o L.D.

Solucion
Primero se plantea el sistema de ecuaciones:

Representacion vectorial del sistema
2 1 0
o] 4 |+ ¢ 2 1={ 0
6 4 0
— — —

Vl VZ u

Este sistema de ecuaciones lineales se resuelve si se plantea la matriz ampliada y se escalona para determinar el tipo de solucion
que tiene el sistema.

2 110 2110 2 110 2 0/(0 1 00
4 2(0 |~ 000 |~ 01|00~ O0T1|0O]|~]01|O
6 4|0 010 000 0 0|0 0 0|0
RybRy—2R, Ri=R, Ri-R-R, Ri-(1/2)R,
RyR;-3R
Con esta matriz se concluye que el sistema tiene solucion tnica, donde la solucion es ¢, = 0 y ¢, = 0. Por tanto, los vectores v,
yv,sonL.L
- /
T - N\
Determinar si los vectores v, =(1, 0, 0,-3), v,=(2,1,-1,0) y v;=(1, 0,2, -3) son L.I. o L.D.
Solucion

Primero se plantea el sistema de ecuaciones:

Representacion vectorial del sistema

1 2 1 0

0 1 0 |_| 0

al g @, 3 {5, > 17l o
=3 0 -3 0
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que tiene el sistema.

I 2 1

0 1 0

0 -1 2
-3 0 -3
Ry-R 43R,

los vectores v, v, y vy son L.I.

N

S O O O

Este sistema de ecuaciones lineales se resuelve al plantear la matriz ampliada y escalonar para determinar el tipo de solucion

1 2 1|0 1 2 1|0 1 2 1]0
Jo@olo| |o1olo]| [0@do0fo0
0 -1 2|0 002|0 0 0 1|0
0 010 00O0|O0 0 0 0|0
Ry->Ry+R, Ryi=(1/2)Ry

R,—R,—6R,

Con esta matriz ampliada se concluye que el sistema tiene solucion unica, donde la solucién es: ¢, =0, ¢,=0y ¢, = 0. Por tanto,

/

En algunas situaciones, verificar si un conjunto de vectores son linealmente independientes o dependientes puede realizarse de manera

sencilla por medio del siguiente teorema.

Vectores linealmente independientes o dependientes. Sea = R” con 7 finita y los vectores v, v,, ...,v, € J/ entonces:

a) Son linealmente dependientes si m > n. Mas vectores que componentes del vector.

b) En caso de que m = n el proceso para determinar si los vectores son linealmente independientes, se reduce a
calcular el determinante formado por los vectores, det(v, v, ... V).

O Si el determinante es diferente de cero, entonces los vectores son linealmente independientes.

O Si el determinante es cero, entonces los vectores son linealmente dependientes.

Demostracion

Supdngase que v, v,,...,v, son vectores linealmente independientes, entonces el sistema de ecuaciones lineales para
determinar las constantes de la combinacion estaria dado por

(v, v,... vm|0) orden 7 X (m+ 1)

Pero m > n, esto significa que la matriz del sistema solo se puede reducir a una forma escalonada, con al menos un
renglon de ceros. Esto tltimo contradice el hecho de que la matriz del sistema tiene que ser equivalente a la matriz
identidad para que tenga solucion unica. Entonces v, v,,...,v, no pueden ser linealmente independientes.
Cuando 7 =m se concluye de los sistemas de ecuaciones lineales con solucion tnica por medio del determinante.
Por el teorema 6.1 el resultado es el mismo para M, o P (x) con ny m finitas.

Nota

En el caso de dos vectores son
L.D. si y solo si son proporcio-
nales. Esto se debe a que si son
proporcionales existe un valor ¢ # 0 tal que
v = cu, entonces v — cu = 0 con coeficientes
diferentes de cero en la combinacion lineal
(1 y—c). La inversa es similar, ya que si son
L.D., entonces existen ¢; # 0 y ¢, # 0, ta-
les que ¢,v + c;u = 0 de donde v = cu con

—c
c= —2 #0); esto muestra que SOn propor-

G

cionales. En cualquier otro caso son L.I.

pre——

Empleando el teorema 6.7, determinar si los siguientes conjuntos de vectores son
LI oL.D.

1. v] = (11 _Za 7)7 vz = (_37 _17 6)7 v3 = (27 87 4) y v4 = (27 07 4)
Solucion

Como el espacio vectorial es R3 y se tienen mas de tres vectores, entonces
estos son L.D.

2. v,=(2,9)yv,=(48).
Solucion

Como solo se tiene dos vectores y v, = 2v,, entonces los vectores son L.D.

~
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3. v,=(-1,3,5yv,=(0,4,-3).

Solucion

Como solo se tiene dos vectores y no existe un escalar « tal que av, = v,, entonces estos vectores son L.I.
4. v,=(2,-1,3),v,=(4,1,0)yv,=(-1,3,1).

Solucion

Como se tienen tres vectores en R3, se procede a calcular su determinante:

2 4 -1 5 4 -1 5 4

|A| =111 3|=|-101 3]|= (+1)’ 10 1 ‘ =5(1) — (-10)(4) = 45.
3 01 0 0 1
P -3C,

Como | A | # 0 entonces los vectores son linealmente independientes.
5. vi=(4,-1,2),v,=(2,-3,4) yv,=(0, 5, -6).
Solucion

Como se tienen tres vectores en R?, se procede a calcular su determinante:

4 2 0 0 -10 20

Al = |@1 -3 5|=[1 =3 5 =—(—1)“_120 Zf‘=410+4o=0.
2 4 6| |0 2 4
Ri>R +4R,
Ry-Ry+2R,

Como | A | = () entonces los vectores son linealmente dependientes.

(& J
Nota _ . . .
En general, si un conjunto Para el caso de los vectores v, = (4, -1, 2), v, = (2, -3, 4) y v, = (0, 5, -6) del ejemplo anterior,
de vectores son linealmente los cuales son L.D., obsérvese que v, puede escribirse como combinacion lineal de v, y v,

dependientes, entonces al
menos uno de estos vectores puede

V=2V, 4V, = (4,-1,2) = 2(2,-3,4) + (0, 5, 6)

escribirse como combinacion lineal de Los siguientes dos ejemplos son tipicos del tema en el que se tiene un conjunto de vectores

donde entre sus componentes aparece al menos un parametro ¢y se pide encontrar los valo-
res que hacen que los vectores sean L.I. o L.D.

los otros. Es decir, podemos eliminar
al menos uno de los vectores.

T N

Dados los vectores v, = (¢ + 3, 10, 14), v, = (4, £+ 3, -8) y v, = (4, -1, £ + 2) encuentre los valores de ¢ para que los vectores sean L.I.

Solucion
Como se tienen tres vectores en R3, se procede a calcular su determinante:

r+3 4@ 4 t+3 4 4 -5 4 4
|Al=] 10 ¢+3 -1 |=| 10 t+3 -1 |=| 12 r+3 -1
14 -8 t+2| |2+20 0 [£+10 0 0 £+10
R3>—>R3+2R1 C1»—>(?1—2C3
¢t +10)| £ 4 = +10)(( = 5)¢ + 3) - 12(4
(t+10)] F 2 t+3‘ (¢ +10)(( - 5)¢ + 3) - 12(4)

=(t +10)(£? — 2t — 15 — 48) = (¢ + 10)(¢> — 2t — 63)
=+ 10)¢ + 7)(r - 9) = 0.
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Conclusion

Sit#-10,¢#-70t#9, entonces los vectores v,, v, y v, son L.L

289

A N\
Sean los vectores v, = (2, 2t -5, 22), v, = (=5, 16, 61 — 41) y v, = (t - 2, -3, 9), encontrar los valores de ¢ para que sean L.D.
Solucion
Como se tienen tres vectores en R3, se procede a calcular su determinante:

2 =5  t-2 2 -5 t-2 7 -5 t-2
Al={2r5s 16 B |=|2-5 16 -3 |=|2-21 16 -3
22 6r—41 9 6:t+7 6t+7 0 0 6r+7 0
Ry>Ry+3R, CG-G
=@+ T T =6+ D(13) - 2t - 21t - 2)
2t-21 -3
=—(6r +7) (—21 — (262 = 25t + 42)) = —(=1)(6r + 7)(2¢> - 25¢ + 63)
=(6¢ + 7)(2t —= T)(t — 9) = 0.
Conclusion
. 7 7
Sit=-—, t=— 0t=9, entonces los vectores v, v, y v, son L.D.
6 2

- /

| Ejercicios 6.5

! En cada caso determine si los vectores son L. o L.D. [ 01 0 ] [ 11 -1 ]

7. A = ) B = - )
I 1 v,=(2,-2,6),v,=(1,-1,3) 11 -1 0 -1 1
i v,=(1,-2,1,0),v,=(1,-1,2, 1), v,=(1,-1,0, 1), c :( I -1 2 ],Dz[ L1 ]
v,=(0,-1,0,-1) -1 1 -1 -110
3. vi=(1,-3,4,1),v,=(0,5,-4,1), v;=(1, 2,0,2) En los siguientes ejercicios, encuentre los valores de ¢, para que

los vectores sean L.I. o L.D.
4. p,(x)=3+5x, p)(x) =9+ 15, py(x) = 3 - »*

8. vi=(0,£1),v,=(1,0,9,v,=(1, 1,2)

5. p(0)=8+dx—dx p(9) =2+ x— 2, p.(X) =3 + 22
pilx)=8+4x B = 2430 pH) =3+ 9. p=t+x-2,p(1)=1+x—2, p(¥)=tr+ 2

2 3 11
6. A= B = , (1 o0)a_[10
[—11] [3-1] 10'A_[-11]’B_(t—1]’
c=| 01 p=| 11 c=| 20 p=| 2 1
-7 3 11 -1t -1 -1
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Interpretacion geométrica de independencia y dependencia lineal
Como se dijo antes, un conjunto de n vectores sea L.I. o L.D., tiene relacion directa con el conjunto de vectores.

Dos vectores de R2:

Q Sison L.D,, significa que uno se puede escribir como combinacion lineal del otro, esto es: v, = ¢,v, como se muestra en la figura
6.1, en la cual se puede observar que los vectores son colineales. Es decir, con dos vectores v, y v, solo se pueden generar vectores
que estén sobre la misma linea.

O Sison L.I., quiere decir que ninguno de los vectores se puede escribir como combinacion lineal del otro, por tanto no son colineales,
como se muestra en la figura 6.2. Entonces, con los vectores v, y v, se genera todo R?.

Y

¥ X

Figura 6.1 Figura 6.2

En la figura 6.3 se observa como dos vectores L.L, v, y v,, pueden generar a cualquier vector de los cuatro cuadrantes de R%.

4 y N\ [ y N
\
V=C v, +G v, _
1 -~ _cqv
v, \T T
/
1 , 1
v, v 4 v. /
T 4 2 /v T v,
/ 272
I I I n I I I X X
' ' ' ' t t ' ' ' ; ' —
C V.
N 22 VRN J
Tler. cuadrante 2do. cuadrante
4 y N\ [ A N
Ty 1
1 v v,
2
v, oY, T
X X
' ' ' ' ' > : : : t ' —
4 vV
- 272
/ 1 GV, = D ~
~ _ ‘v ~
= = - 101
V=V, 4GV, - 1 V=cC V. +C,V.
\ / \ 11 272
3er. cuadrante 4to. cuadrante

Figura 6.3 Generacion de R? por medio de los vectores v, y v,.

De igual manera, en R? se pueden trazar tres vectores L.I. que muestren como pueden generar a cualquier vector de los ocho octantes
de R3.
Dos o tres vectores de R:

O En el caso de dos vectores en R® son L.D. si son colineales, esto es que cualquiera de ellos se puede expresar como combinacidn
lineal del otro: v, = c,v, estos vectores solo generan los vectores que se encuentran sobre la misma linea.
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0 En el caso de dos vectores en R? son L.I. si no se encuentran sobre la misma recta, es decir, si no son colineales, como se muestra
en la figura 6.4a, pero estos vectores solo generan a los vectores que se encuentran en el mismo plano de v, y v,.

O En el caso de tres vectores en R® son L.D. si uno de ellos se puede escribir como combinacion lineal de los otros, por ejemplo:
v, =GV, ¢V, y esto significa que todos los vectores son coplanares (se encuentran en el mismo plano) y en general v, y v, son
L.I. Esto se muestra en la figura 6.4b, asi que estos vectores no generan a R3, solo a los vectores que se encuentran sobre el mismo
plano. En el caso de tres vectores en R3 son L.I. si ninguno de ellos se puede escribir como combinacion lineal de los otros, esto
significa que los vectores no se encuentran todos en el mismo plano, esto se muestra en la figura 6.4c, estos vectores si generan a R®,

a) Dos vectores no colineales b) Tres vectores coplanares en R? ¢) Tres vectores no coplanares en R?

Figura 6.4 Grdfica de vectores no colineales, coplanares y no coplanares en R3.

m Base y dimension

Por ultimo, si se conjuntan los dos conceptos anteriores de espacio generado y vectores independientes hemos llegado a uno de los
conceptos mas importantes del estudio de conjuntos que cumplen con una estructura bajo dos operaciones.

Definicion 6.7

Base y dimension. Sea V' un espacio vectorial, llamamos base del espacio vectorial Val conjunto de vectores v, v,,
Vy,..., v, € V, tales que:

Q v, V,,V,,..., v, son linealmente independientes.

Q V=Gen{v,, vy, Vs,..., V,}.

Al nimero de vectores que integran la base se le conoce como dimension del espacio /'y se denota por dim(V").

Base en R”. Sea I'=R" con # finita, los vectores v,, v,,..., v, € V' forman una base de R”siy solosin=my
det(v,, v,,..., v,) # 0. En este caso dim(V') = n.

Demostracion

Supongase que v,, V,,..., v, € V forman una base de ¥, entonces de la definicion 6.7:

O Son independientes, entonces del teorema 6.7 se deduce que m < n'y det(v,, v,,..., v,) 0.

O Generan a V, entonces del teorema 6.6 se deduce que n<my det(v,, v,,..., v,) # 0.

Por tanto, de los dos puntos anteriores se concluye que n=my det(v,, v,,...,v,) # 0.
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La inversa

Supdngase que n=my det(v,, v,,..., v,) # 0, entonces del teorema 6.7 se concluye que los vectores son independien-
tes. De igual manera, del teorema 6.6 se concluye que los vectores generan a V. Por tanto de la definicion 6.7 los
vectores forman una base de V.

Por el teorema 6.1 el resultado es el mismo para M, con nm vectores (matrices), también para P (x) con 7 + 1
polinomios.

T N N

Determinar si los siguientes vectores forman una base de V.
1. (5,4,-1),(0,-1,0) con V=R3.
Solucion
En este caso, como se tienen dos vectores en R3, no forman una base de V; por tanto, los vectores no pueden generar a V.
2. (5-1,1),(,2,3),0,1,1)y V=RR3,
Solucion

En este caso, como se tienen tres vectores en R se procede a calcular el determinante:

5 10 5 10 5 1

|Al=| 21 2 @\ ==l = -) S = G-2=-3
1 3 1 2 10
Ry—R:-R,

Como |A| # 0, entonces por el teorema 6.8 los vectores forman una base de R?.
3. p(®)=1-xp)(x)=2+4x, p,(x) =8+ 10x, V= P,(x).
Solucion

Considerando que se tienen tres polinomios y los elementos de ¥ tienen dos componentes, entonces 7 # n 'y los polinomios
no forman una base de V. En este caso, los polinomios son L.D.

S j
o B
Obtener los valores de k para que los polinomios v, = k+x—x% v,=kx+x%y v, =—1 +x, formen una base del espacio vectorial
V'=P,(x).
Solucion

Calculando el determinante del sistema de vectores y considerando el teorema 6.1 resulta:

k0 =l ko0 -l Al
1 & 1 |=|k+1 £ 0 =(—l)‘ B 1‘=—(/e+1+k)=—(2/e+1)¢0-
-11 0 -1 1.0

RyHR,+R,

Por tanto, los valores de £ que hacen que los vectores formen una base de V son:

k;t—l.
2

S /

Se puede apreciar que gracias al teorema 6.8, resulta muy sencillo determinar cuando # vectores forman o no una base del espacio
vectorial, ¥ con dim(¥") = n. Pero en muchas situaciones se desea determinar la base y dimension de un subespacio vectorial H de V'
con dim(H) < n.
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T i N

Determinar una base y dimension para el conjunto solucién del sistema de ecuaciones:
x=-29+ z =0
—x +2z-w=0
2x-4y+ z =0
Solucién
Primero se determina el conjunto solucién del sistema, al escalonar la matriz ampliada:

I 21 0]o0 1221 0]o0 1_213‘1]0
-1 0 2-1l0]|~|0&2 3 -1|0|~|0 1 -==(0 |-
2 41 010 00 -1 0]0 2 2

Ry Ry+R; Ry(-1/2)R, 0 0 1 0 0

Ry Ry =28 Ry>(-1)Rg Ry—>R,+(3/2)Ry

R1>—>R1—R3

1 20070 100 1/0 x+w=0
010%0~010%o:,y+—w=0
00 1010 0010'0 z=0

RiPR +2R, weR

Este resultado muestra que tenemos tres ecuaciones con cuatro incognitas, entonces como el sistema es homogéneo tiene solu-
cion multiple dada en su forma matricial como una combinacion lineal:

Conjunto Solucion

- -1
X lw 1 -2
A T e B
yl=| 3" |=w| T3 |22

z 21 0

. 0 0 5
weR w

e Vi

Se concluye que el vector v, es L.I. y genera al vector v. Por tanto, la base V' del espacio solucion estd dada por:
Base (V) = {v,} con dim(V)=1

prem—— _

Determinar una base y dimension para el conjunto solucion del sistema de ecuaciones:
dy— 29+z-w—-2t=0
25+ y +w- t=0

Solucion
Se determina el conjunto solucion del sistema, al escalonar la matriz ampliada:

4 21 -1 2{0|_{=2 101 -1{0|_(-=2101-1[0]_
2 1 01 -1|0 4 21 -1 2|0 0 011 4]0

R,2R RysRy+2R, Ri-R (/DR
1 1 1 x—ly—lw+lt=0
I —0-- -0 27 2 2
3 b2 B z+w-4t=0
0 01 1 4]0

y,w,teR
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Conjunto solucion

LR NN

N | —

S O O

L |
2 2
0 _y
== 0
4t 2 0
U 0
——

1
0
+ 2 5|+
2
2
0

—_—
Vi

t

2

Este resultado muestra que tenemos dos ecuaciones con cinco incognitas, como el sistema es homogéneo tiene solucion multi-
ple, que se muestra en forma matricial como una combinacion lineal,

Por tanto, concluimos que la base para generar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones es:

Base (V)= {v,, v,, v,} condim(V") =3

s -

Determinar una base y dimension para el conjunto solucion del sistema de ecuaciones:

2x—y+z—-w=0

y+z+w=0
x +z =0
x-y+z =0

Solucién

En este caso tenemos cuatro ecuaciones con cuatro incognitas, asi que utilizamos el determinante para no escalonar; si el deter-
minante es diferente de cero, el sistema tiene solucion tinica:

2 -1 1 =1 2 -1 1 -1
2.0 2
1 1 1 2 2
’ (2025 9 1|=|2 ?|=2-6=4
3010 (3010 ST e
1 -110 1 -1 10
Ry Ry+R

Como |A| #0, el sistema tiene solucion tnica: v, = 0. Entonces, el vector v, forma una base trivial para el conjunto solucion
del sistema de ecuaciones:

Base (V)= {0} con dim(V)=0

S /

Otro tipo de ejercicios sobre bases de un espacio vectorial son propicios gracias a que los espacios vectoriales revisados en este capitulo
se obtienen de vectores cuyas componentes representan un ordenamiento, es decir si a # b entonces (a, b) # (b, a). Si se utiliza este hecho
puede ser sencillo determinar una base de un subespacio vectorial H de un espacio vectorial conocido V.

pre——

\
SiV=M,yH={Me V| M es simétrica}, determinar una base y dimension para generar al subespacio vectorial H de V.

Solucion

En este caso, se parte de la estructura general que tienen todas las matrices simétricas 2 X 2 (componentes simétricas con respec-
to a la diagonal principal, en la cual puede ir cualquier valor) y con esto se escribe la combinacion lineal:
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LG a)t ) e

M R R —_—
A B C

Como a, b, ceR, de la expresion anterior podemos asegurar:

O M es combinacion lineal de las matrices A, By C e V.

O Como M es cualquier matriz de H, se concluye que H= Gen {A, B, C}.

Entonces, para comprobar si las matrices A, B y C forman una base de H, falta verificar que son L.I. (ninguna de estas se puede

representar como combinacion lineal de las otras). En este momento, explicar que los vectores son L.I. se puede hacer de varias
formas:

Forma 1
Por el hecho de que las matrices A, B y C se obtuvieron por eliminacion de componentes ordenadas, no es posible representar
una de estas por medio de las otras dos.

Forma 2
Si queremos representar una matriz por las otras dos tenemos:

1o)_,for), [oo0)]
00 10 0 1
A B ©

Donde se puede observar que la matriz A no es combinacion lineal de las matrices B y C, porque sin importar qué valor tomen
los escalares by c, el elemento a;, = 1 no se puede obtener. Ademas, B y C no son proporcionales; entonces, A, By C son L.I.

Forma 3
Es la forma clasica de resolver el sistema de ecuaciones lineales aA + 6B + ¢C = 0, con respecto a los coeficientes a, by c:

100|0 100]0 10 00
01 0/0| |01 o0[0]| |0 0|0
0100 0000 0 0 1]0
0010 0010 0 0 0[]0
Ry R3-R, Ry2R,

De la ultima ecuacion se concluye que el sistema de ecuaciones lineales tiene solucion tnica igual a 0. Por tanto, las matrices
son L.I.

Conclusion
Las matrices A, B y C cumplen las dos condiciones para ser una base, son L.I. y generan a H; por tanto, la base para generar a
todas las matrices simétricas 2 X 2 es:

Base (H) = {A, B, C}, con dim(H) =3
- /

Notese que en el ejemplo anterior resulté: dim(V) =4y H c V con dim(H) = 3, esto da origen al siguiente teorema.

Sea V'un espacio vectorial con dim(¥") =z finita y H c ¥ un subespacio vectorial, entonces dim(H) < .

Demostracion

Supongase que dim(H) > n, entonces existen v, v,, ..., v, € H con n < m que generan a H, pero que a la vez pertene-
cen a ¥, que tiene una base con 7 vectores, entonces no puede ser que 7 < m. Por tanto, se concluye que dim(H) < 7.
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T - N

SiV=M,yH={MeV | M es asimétrica}, determinar una base y dimension para generar al subespacio vectorial H de V.

Solucion
Primero, se parte de la estructura general que tienen todas las matrices antisimétricas 2 x 2 (fuera de la diagonal principal las
componentes se ven reflejadas con signo contrario y en la diagonal principal todas son cero), con esto se escribe la combinacion

Ua a 0 1 paraaeR
-a 0 -1 0
M %f_’

A

lineal:

Conclusion
La matriz A cumple las dos condiciones para ser una base, es L.I. y genera a H. Entonces, la base para generar a las matrices

antisimétricas es:
Base(H) = {A} con dim(H) = 1

- /
A N\
SiV=M,yH={MeV |Mes diagonal}, determinar una base y dimension para generar al subespacio vectorial H de V.
Solucion
En este caso, se parte de la estructura general que tienen todas las matrices diagonales 2 x 2 y con esto se escribe la combinacion
lineal:
a 0 =a 10 +b 00 paraa, beR.
0 b 00 01
M [ (—
A B
Conclusion

Las matrices A y B cumplen las dos condiciones para ser una base: son L.I. (ya que al ser dos elementos no son proporcionales,
no existe un escalar « tal que A = B) y generan a H. Por tanto, la base para generar a todas las matrices diagonales 2 X 2 es:

Base (H) = {A, B} con dim(H) =2
S /

o a N

Si V=Ry H={(x, y, 2) |z=3x+ yconyx, y R} determinar una base y dimension para generar al subespacio vectorial H de V.

Solucion
Primero, se parte de la estructura general que tienen todos los vectores que se pueden generar en H, como una combinacion
lineal:

(x7 Y, Z)=(x7 Y, 3x+2y) Separando enxyy

v=(x,0,3x)+(0, y,2y) escribiendo la combinacion lineal

v=x(10,3)+y(0,1,2)
— —

Vil 2

Expresion de la combinacion lineal para x, y €R.
Conclusion
Los vectores v, y v, cumplen las dos condiciones para ser una base, son L.I. (por no ser colineales) y generan al vector v; por
tanto, la base para generar a todo vector de H que cumple dicha condicién es:
Base (H) = {v,, v,} y dim(H) =2
S /
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SiV=R‘yH={v=(x, 7,2z w) | x=3z-wcony, z, we R} determinar una base y dimension para generar al subespacio vectorial

Primero, se parte de la estructura general que tienen todos los vectores que se pueden generar en H, como una combinacion

e
HdeV.
Solucion
lineal:
z-w 3z
V= Y = 0 +
z %
w 0

N

Expresion de la combinacion lineal para y, z, w e R.

Conclusion

Los vectores v,, v, y v, cumplen las dos condiciones para ser una base: generan al vector v € H. Para la independencia podemos
Ver que v, y v, 10 son colineales y v, no se puede representar por v, y v,. Por tanto, la base para generar a todo vector de H que

cumple dicha condicion es:

Base (H) = {v,, v,, V,} y dim(H) =3

oS O < O

~

3 0 -1
0 1 0
=z + +w
11 7o 0
0 0 1
N
Vi) V) Vs

/

Ejercicios 6.6

| Por simple inspeccion explique si los siguientes pares de vectores

son L.I. o L.D. y si forman una base de V.

1. v,=(3,5),v,=(9, 15); V=R?

2. v,=(8,-1),v,=(0,-5); V=R?

3. p0)=2-x+2p(x)=5-2x% V=P(x)

4. p () =—4+2x 222, p(x) =2 —x+ 2% V=Pyx)

ca=| PO 3 3 lyam,
0 6 9 0

wn

6. (1,-1,0),(0,0,0), (8, 10, 3)
7. (3,-1,2), 4, -1,4), (-2, 1, 0)
8. (2,4,0),(-3,5,2),(1,-1,-5)
9. (-1,4,5),(2,0,-2)
10. (3,-6,5), (-2, -5, -4), (1,0, 0), (3, 4, 8)
11. (0,0, 0)
12. (3,-2, 10)
13. (4,3,2),(0,2,4), (-8, -2, 4)
14. (-4,0,2), (-2, -2,5), (1, 3, 1)
15. (2,-1,4),(1,2,-5)

Determine si los siguientes vectores son L.I. o L.D. y si forman
una base para R3.

16. (17 1» 1)7 (2a 07 _3)a (3» _37 2)7 (2$ _37 0)

Determine si los siguientes elementos son L.I. o L.D. y, en con-

secuencia, si forman una base para su respectivo espacio vec-

torial .

17. v,=(3, 1), v,=(-6,-2); W=R?

18. v, =(5,-1,0),v,=(2, 14, 1), v;=(0, 1, 3), v, = (2, 5, 8);
W=TR3

19. v,=(1,2,0,3),v,=(2,-1,0,3),v,=(0,0,0,0), W=R*

20. p(0)=1-x+3%, p)(x) =2+ 4x + 22 + 53, py(x) = %* + 3%,
X)) =2+x-2x + 4% W=p,(x)

1 -1 2 518
2. A= 0 1 4 |\B=] 0 01 [W=M,
2 3 -1 3 2

Determine una base y dimension para el conjunto solucion de
los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

3x - 2y + z - w =0
22. 4 5« -z + 2w =0
4x + y - w =20

Sx+2y  +w-t=0
3x— y+z -t=0
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3x-2y+2z=0 1y+gz
4.y —x+ y-2z=0 29. C 3 ,con: y,zeR
26 -z=0 Y
z
3x+y+3z -t=0
25. y  +2+w=0 3,01y
—3x+y-3z -t=0 7 2
30. b ,con: bydeR
Determine una base y dimension para cada subespacio dado. —6d
d
y+z
26. y ,con: y,zeR 3 )
——z— =W
z 5 3
31 z+6w |, con: z,welR
3z-w z
w
217. 2zt w , con: z,weR
z
w
d—4de
3e
28. 2d+e |, con: dyeeR
d
e

m Ejemplos complementarios

En esta seccion se revisan algunos ejemplos de los diferentes temas vistos en el capitulo.

e _
Sea el vector v = (1, -6, 11) y los vectores v, = (2, -1, 5), v, = (1, 3, -2) y v, = (-1, -1, -2).
1. Determinar si el vector v es combinacion lineal de los vectores v, v, y v,.
2. Determinar si los vectores v,, v, y v, generan al vector v.
3. Escribir, de ser posible, al vector v como combinacion lineal de los vectores v, v, y V.

4. Determinar si los vectores v, v, y v, son L.I. y qué genera este conjunto de vectores.

Solucion

Notese que los puntos 1 a 3 en realidad son diferentes maneras de formular la misma pregunta. Por tanto, estos casos se resuel-
ven al plantear y resolver el mismo sistema de ecuaciones lineales:

Representacion vectorial del sistema

2 1 -1 1
G -1 |+ ) 3 F Cy -1 |=| -6
5 2 -2 11
— S —_— ==

Vl V2 V3 v
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Para resolver el sistema lineal no homogéneo, escalonamos la matriz ampliada:

2 1 -1} 1 -1 3 -1| -6 1
-1 3 -1|-6 |- 2 1 1|1 |~
5 -2 2| 11 5 =4 =2| 1 3
Ri2R, Ri>(-DR,
1 31 6 =3 1 6 1
0 7 3| -11 |~ 0=1 -1 3 |[~| 0
0 -1 -1]| 3 0 7 3| -11 0
Ry=R, Rys(-DR,
1 31| 6 1 30 7 10
0 1 1|3 |~ 01 0f-2/|~| 01
0 0 =Il 0 0 1] -1 00
Ry->Ry-R; RiR+3R,
RiR-R,

Conclusion
El sistema si tiene solucion y esta es tnica. Por tanto:
1. vsiesuna combinacion lineal de los vectores v,, v, y v,.

2. Los vectores v,, v,y v, si generan a v.

3. Lasolucionesc =1,c,=-2y ¢, =-1. La combinacion lineal es:

-3 1|6 1 3 1 6

1 1|1 |~ 0 7 =3|-11 |~
-2 2|11 0 13 -7| -19
Ry R,-2R, Ryi>Ry-2R,
Rj->Ry=5R;
-3 1 6 1 -3 1 6
1 1| -3 (~]01 1|3~
7 3| -11 0 0 =10 10
Ry—>Ry-TR, Ry->(=1/10) Ry

1 : .

N Solucion tinica

O 3 incognitas = 3 ecuaciones

v=v,-2v,-v, = (1,-6, 11)= (2, -1,5) - 2(1, 3-2) - (-1, -1, -2).

299

Otra opcién que se tiene para resolver este ejercicio es considerar el determinante del sistema. Si este es diferente de cero,
entonces el sistema tiene solucion tnica, y con esto se puede dar respuesta a los primeros dos incisos, pero no al tercero y es
forzoso escalonar para determinar el valor de los escalares. Pero, si el determinante del sistema es cero, se requiere escalonar
para determinar si el sistema tiene solucion multiple o si es inconsistente.

4. En este caso, vemos que el sistema tiene solucion Unica, esto quiere decir que |A| # 0, entonces los vectores v, v, y v,

generan a R?, son L.I. y forman una base de R3.

N

/

pre—

. Determinar si los vectores v, v, y v, generan al vector v.

. (Cuales de los siguientes vectores son generados por v, v, y v,?
a) (4,-26,14)
b) (2,-2,8)
¢ (3,31

Sea el vector v=(1, 4, 0) y los vectores v, = (1, -2, 2), v, = (2, -13, 7) y v, = (=1, -7, 1).

. Determinar si el vector v es combinacion lineal de los vectores v, v, y V.

1

2

3. Escribir, de ser posible, al vector v como combinacion lineal de los vectores v,, v, y v,.
4. Determinar si los vectores v;, v, y v, son L.D. y qué genera este conjunto de vectores.
5
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Solucion
Notese que los puntos 1 a 3, en realidad son diferentes maneras de formular la misma pregunta. En este caso, estos se resuelven

al plantear y resolver el mismo sistema de ecuaciones lineales:

Representacion vectorial del sistema

1 2 -1 1
ol =2 |te¢| -13 |te| =7 |=| 4
2 7 1 0
— —_— —
V[ V2 V3 v
Este sistema de ecuaciones lineales no homogéneo se resuelve si se plantea la matriz ampliada y se escalona para determinar el

tipo de solucion que tiene.

7
1 2 -1 |1 10 3| -
1 2 -1]|1 1 2 1|1 . 3
—2—13—74~0—9—96~011—5~011 2
2 7 110 0 3 3|2 00 0 0
R—>R,-2R 1
R;—>R2+2R11 RsmRytky RiPoR-2R, 00070
RZ|—>RZ+2R1 RZH—éRZ
De donde se obtiene la solucion:
61—3(,‘3=z z+3c3
3 G 3 7 3
G I Cy === =19 |F —2—63 =3 2 |G| -l
3 ¢ 0 1
cs eR G

Conclusion
El sistema tiene solucion multiple, por tanto:
1. Si, v es una combinacion lineal de los vectores v,, v, y v,.
2. Los vectores v, v, y v, si generan a v. .
3. Sise elige un valor para c,, entonces tenemos la combinacion lineal. Por ejemplo si: ¢, = 0, resulta ¢, = 3 y¢,= 3

Por tanto, la combinacion lineal es:

7.2 7 2
v=0L40)=2v, = 5v, + 0v; = 2(1-2.2) = £2,-13,7).

4.

Solucion

Al resolver el sistema, resultd solucién multiple; entonces, |Al =0 y los vectores son L.D. Para conocer qué subespacio vec-
torial de R?® generan, resolvemos el mismo sistema de ecuaciones lineales anterior, pero en forma general, para u = (x, y, z). El
trabajo se simplifica, puesto que se tienen que realizar las mismas transformaciones entre renglones:

2 -1« 1 2 -1] «x Loz -l ¥
a a 9 _ +2x
-2 =13 7|y |~| 0 <9 9| y+2x |~ 09 =9 q ’
2 7 1| ; 0 3 3| z-2« 0 0 0| -=(4x-y-32)
Ry R3-2R, R3}—)R3+1R2 3

3
Ry>Ry42R,
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Donde la condicién para que el sistema tenga solucion multiple es que:
dy—y-32=0
Por tanto, solo se generan vectores de R que cumplen con esta condicion.
Conclusion
Como |A] = 0, entonces los vectores v, v, y v, son L.D. y solo se generan vectores de R* que cumplen con:
4y —y-32=0
5.

Solucion

Se sabe que los vectores v,, v, y v, solo pueden generar vectores (x, y, z) de R3 que cumplan la condicidn: —4x + y + 3z= 0. En-
tonces, basta con verificar cual de estos vectores la satisface.

Para a) Para b) Para ¢)

—4(4) + (=26) + 3(14) = 0

Si cumple la condicién; por tanto, este
vector si es generado por v, v, y V..

—4(2) +(=2) +3(8) = 14

No cumple la condicion; por tanto, este
vector no es generado por v,, v, y v,.

—4(-3)+(3)+3(1)=18

No cumple la condicidn; por tanto, este
vector no es generado por v,, v, y V,.

N

Sino se cuenta con la expresion general para los vectores del subespacio vectorial, se tiene que resolver el sistema para cada uno
de los vectores. No obstante, se realizan las mismas transformaciones, por tanto podemos simplificar al escribir cada vector en
una columna:

_ 2|
1 2 -1| 4| 2|3 1 2 -1| 4|23 (1)_29 _; —‘118 ) _g
-2 -13 -7 26| -2 3 |-| 09 9| -18| 2| -3 1
2 7 1| 14] 8] 1 0 3 3| 6|47 00 0] O 3 6
B G=20 Ry Ry LR,
3
Ry—Ry+2R,

Como se puede observar, los valores obtenidos del lado derecho muestran que no hay solucion con los vectores de los incisos b)
y ¢). Por tanto, no se pueden generar con v,, v, y v,. El inico vector generado es el del inciso a), ya que €l sistema tiene solucion
multiple.

prem— ;

Sea el vector v = (-7, -8, 5) y los vectores del conjunto W:

W={v,=(3,-4,2),v,=(-12,-16, 8), v, = (-2, -2, 2), v, = (1, 2, 0)}.
Determinar si el vector v es combinacion lineal de los vectores del conjunto W.
Determinar si los vectores del conjunto W generan al vector v.

Escribir, de ser posible, al vector v como combinacion lineal de los vectores del conjunto .

Determinar si los vectores del conjunto /# son L.D. y qué generan estos vectores.

R o

(Cuales de los siguientes vectores son generados por el conjunto #?
a) (5,-4,4)
b) (5,14, 4)
o (1,0,-1)
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Solucion

Notese que los puntos 1 a 3, en realidad son diferentes maneras de formular la misma pregunta. En este caso, estos se resuelven
al plantear y resolver el mismo sistema de ecuaciones lineales:

Representacion vectorial del sistema

-3 -12 -2 1) [ -7
| -4 |t -16 |to| 2 |te| 2 |=| -8
2 8 2 0 5
e —_— —_—— —_——  —

Vl V2 V3 V4 v

C

Este sistema de ecuaciones lineales no homogéneo se resuelve si se plantea la matriz ampliada y se escalona para determinar el
tipo de solucion que tiene:

-3 -12 -2 1| -7 1 4 0 -1] 1 1 4 0 -1] 1 1 4 0 -1 1
-4 -16 -2 2| -8 |~| 4 -16 =2 2| -8 |~/ 00 -2 -2|-4]|~|00=2-2|-4
2 8 2 0 5 2 8 2 0] 5 00 2 2|3 00 0 0)|-1
R-R-R, RyR,+4Ry Ry->Ry+R,
Ry>Ry 2R,
Conclusion
Como el sistema es inconsistente (sin solucion), se concluye que:
1. El vector v no es combinacion lineal de los vectores v, v,, v,y V,.
2. Los vectores v, v,, v, y V, no generan al vector v.
3. No es posible escribir al vector v como combinacion lineal de los vectores v,, v,, v, y v,.
4,
Solucion
En este caso, se plantea el mismo sistema de ecuaciones en R pero ahora con u = (x, y. 2):
-3 -12 2 1| «x 1 4 0 -1|x-y 1 4 0 -1 X-y
-4 -16 -2 2|y |~| 4 -16 -2 2 y |71 00 =2 -2 4x -3y
2 8 2 0| 2 2 8 2 0| 4 00 2 2| 2x+2y+z
Ri-R-R, RyRy+4R, Ry->Ry+R,
Ry->Ry—2R;

Luego de realizar la ultima transformacion se obtiene en el Gltimo renglén: (000 0 | 25— y+2). Entonces, para que el sistema sea
consistente con solucion multiple debe cumplirse que: 2x — y +z = 0. Por tanto, los vectores v,, v,, V, y v, solo pueden generar
vectores (x, v, z) de R® que cumplan dicha condicion.

Para saber si los vectores son L.D. basta con observar que no es necesario escalonar, pues de inicio se tienen mas incognitas
que ecuaciones; por tanto, €l sistema v, + ¢,v, + ¢,v, + ¢,v, = 0 tiene solucion multiple y se concluye que son L.D.

Conclusion

Como se tienen cuatro vectores en R3, el niimero de elementos es mayor a la dimension del espacio vectorial, los vectores del
conjunto W son L.D. y solo generan vectores de R que cumplen con: 2x —y +z=0.

D

Solucion

Como se sabe, con los vectores v, v,, V, y v, solo se pueden generar vectores que cumplan la condicion: 2x — y +z=0, entonces
basta con verificar cual de estos la satisface.
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Para a) Para b) Para c)
2(5)-(-4)+4=18 2(5)-14+4=0 21)-0+(-1)=1

No cumple la condicion; por tanto, este | Si cumple la condicidn; por tanto, este | No cumple la condicion; por tanto, este
vector no es generado por el conjunto . | vector sies generado por el conjunto . | vector no es generado por el conjunto W.

Igual que en el ejemplo anterior, este punto se puede resolver si se plantea el sistema de ecuaciones para cada vector y se escalona
la matriz ampliada con las mismas transformaciones. En este caso, tendrian que escalonarse tres sistemas, pero como la matriz
de coeficientes es 1a misma para todos los sistemas, se puede escalonar de manera conjunta, como se muestra a continuacion, en
donde ... indica que son los mismos valores de los dos escalonamientos y solo cambia la parte derecha de la matriz ampliada:

5| 5|1 919 1 9 -9 1 140 -1} 9| 9|1
4| 14(0 |~ | 4| 14| 0 |~ | 32|22 4 |-|00 =2 -2|32|-22]|4
41 4] -1 e 4 4 -1 | =14 22 | 3 00 0 0|18 0|1
RiHR-R, Ry Ry +4R; Ri—>Ry+R,

R3—>R;-2R,

Obsérvese que los valores obtenidos del lado derecho muestran que no hay solucion con los vectores de los incisos a) y c); por
tanto, estos no se pueden generar con v;, v, y v,. El tnico vector generado es el del inciso b), ya que el sistema tiene solucion

multiple.
\_ /
o ; N
Sean lamatriz V =| 8 2 y las matrices del conjunto W : W = <A = Lol ,B = 22
98— 3 4 1 2
1. Determinar si la matriz V es combinacion lineal de las matrices del conjunto .
2. Determinar si las matrices del conjunto ¥ generan a la matriz V.
3. Escribir, de ser posible, la matriz V como combinacion lineal de las matrices del conjunto .
4. Determinar qué genera el conjunto de matrices W'y si estas son L.I.
5. (Cuales de las siguientes matrices son generadas por las matrices del conjunto #?

10 -1 3]
a)[21] b)[lz 14) C)[o-zj

Solucion

De forma similar a los otros tres ejemplos anteriores, el planteamiento para los puntos 1 a 3 es el mismo; se propone la combi-
nacion lineal, al utilizar el teorema 6.1 se pasa de manera directa al sistema de ecuaciones lineales, con respecto a ¢, y c,, dado
porcA+cB=V:

Representacion vectorial del sistema

1 2 8

al Tl g 22 ][ 8 2 |oe] ! ag)| 2 || 2
3 4 12) (9 - 3 1 9
4 2) 1

A B \4
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Este sistema de ecuaciones lineales no homogéneo se resuelve al escalonar para determinar si el sistema tiene solucion.

1 2| 8 L2 8 1 2 8 1 2 8 1 2| 8
-1 2| 2 0 4 6 | |0 -1 9 0 1 9 || 0 1] 9
3 119 Uy -5 | -15 0 -5 | -15 0 -5 | -15 0 0] 30
4 2| -1 0 6| -33 0 -6| -33 0 6| -33 0 0] 21
Ry Ry+R, Ry Ry +Ry Ry=(-1)R, Ry Ry +5R,
Ry—>Ry 3R, Ry>R,+6R,
Ry>R-4R,

De la ultima matriz de transformacion, en las dos ultimas filas podemos apreciar que el sistema no tiene solucion.

Conclusion
Como el sistema es inconsistente, se concluye que:

1. La matriz V no es combinacion lineal de las matrices A y B.
2. Las matrices A y B no generan a la matriz V.

3. No es posible escribir a la matriz V como combinacion lineal de las matrices A y B.

4.

Solucion

Se tiene el planteamiento en forma general: , o
Representacion vectorial del sistema

1 2 5%
cA+cB=V=¢ -1 i 2 |- Y
3 1 z
4 2 w
A B \'

Este sistema de ecuaciones lineales no homogéneo se resuelve mediante escalonamiento, para determinar si existe alguna con-
dicion para que el sistema sea consistente.

1 2| «x 1 2 B 1 2 5 1 2 x

-1 2y | _| 0 4 x+y _ | pOd -1 2x+y+z 0 1| 2x-y-z
3 1] ¢ 0 5| 3x+z 0 5| -3x+z 0 5| -3x+z
4 2 0 -6| 4x+w 0 6| —4x+w 0 6| —4x+w

Ry Ry+R Ry Ry+Ry Ry (-1)R, Ry-Ry+5R,

RyR;-3R, R,>R,+6R,
R,—>R,~4R,

1 2 X Para que el sistema sea

01 2x-y-z consistente con solucién Tx-5y—-4z =0

0 0| 7x-5y-4z multiple, se debe cumplir ~ |8x—6y—6z+w=0

0 0| 8x—6y—6z+w | lasiguentecondicion:

Con las matrices A y B solo se pueden generar matrices de M,, que cumplan con la condicion. Esto se puede comprobar si se
genera una matriz arbitraria y se verifica que esta cumpla con la condicion; por ejemplo, si: ¢, =2y ¢, = 3, entonces:

of T -1 430 2 2 |2 8 4 |_| x »|
3 4 1 2 9 14 z w
Si se comprueba que la matriz obtenida cumple la condicion:

Tx - 5y - 4z = N 78) — 5(4) - 409
8 — 6y — 6z + w = 0 88 — 6(4) - 6(9) + 14

([
o O
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Para saber si las matrices A y B son L. se puede resolver el sistema: ;A + ¢,B =0, que se basa en el escalonamiento anterior, de
donde el sistema tiene solucion unica. Otra forma es que al ser dos vectores no proporcionales (1, -1, 3,4) y (2, 2, 1, 2), entonces
son L.I., esto significa que ni A ni B se pueden escribir como combinacion lineal una de la otra.

Conclusion

Las matrices A y B son L.I. porque sus componentes no son proporcionales y estas matrices solo generan matrices de M,, que

cumplan con la condicion:

5.

Solucion

Tx S5y — 4z
8 - 6y - 6z + w

Como se sabe, a partir de A y B solo se pueden generar matrices M,, que cumplan la condicion anterior, basta con verificar cual

de estas matrices la satisface.

Para a)
7-1)-5(0)-4(2)=-15
8(-1)-6(0)-6(2)+1=-19

No cumple la condicién; por tanto, esta
matriz no es generada por el conjunto W.

Para b)
7(-1)-5(-11)-4(12)=0
8(-1)-6(-11)-6(12)+14=0
Si cumple la condicién; por tanto, esta
matriz si es generada por el conjunto 7.

Para )
73)-5(1)-4(0)=16
8(3)-6(1)-6(0)-2=16

No cumple la condicién; por tanto, esta
matriz no es generada por el conjunto W.

N

Otra forma de resolver el ejercicio es obtener el tipo de solucion que tiene el sistema para cada uno de los incisos respectivos.

Representacion vectorial del sistema

1 2 5%
-1 2 y
c +c =
13 2 s
4 2 w
—
A B v

= Donde V es primero la matriz del inciso g, y asi sucesivamente

En este caso, tendrian que escalonarse tres sistemas, pero como la matriz de coeficientes es la misma para todos los sistemas,

se puede escalonar de manera conjunta:

1 2|-1| -1| 3
-1 2| 0| -11] 1
3 12120
4 2| 1 14 | -2
Ry Ry+R
Ry—>Ry=3Ry
Ry>R, 4Ry
1 2|-1|-1| 3
01 |-+4|-3| 5
0 5| 5|15 -9
0 6| 5| 18| -14
R3>Ry+5R,
Ry>R,+6R,

1 2| -1] -1 3 1
0 4|-1|-12] 4 | |0
0 5| 5| 15| -9 0
0 6| 5| 18 | -14 0
Ry Ry+Ry

12| -1]-1]3

o] 4|35
00| -15| 0|16
00| -19| 0|16

20 -1|-1| 3

-1| 4| 3| -5 |_

=5| 515 -9

6| 5| 18| -14
Ry—(-DR,

Obsérvese que los valores obtenidos del lado derecho muestran que no hay solucion para las matrices de los incisos a) y c); por
tanto, no se pueden generar con A y B. La tnica matriz generada es la del inciso b), dado que el sistema tiene solucion unica.

/
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/Sea el polinomio p(x) = -2 + 7x + 2x* y los polinomios del conjunto W:

W= {p,(x) =3 +2x -2, p)(x) = 15 =104%, p,(x) = =3 + x + 2%, p,(x) = 8 — 5%}
Determinar si el polinomio p(x) es combinacion lineal de los polinomios del conjunto W.
Determinar si los polinomios del conjunto ¥ generan al polinomio p(x).
Escribir al polinomio p(x) como combinacion lineal de los polinomios del conjunto 7.

Determinar qué genera el conjunto de polinomios W, y si estos son L.I.

S

([Cuales de los siguientes polinomios son generados por los polinomios del conjunto #?
a) -5-x b) -1+ c) —2+x

Solucion
De forma similar a los ejemplos anteriores, el planteamiento para los puntos 1 a 3 es el mismo; se propone la combinacion lineal

c,p,(%) + ¢, p,(x) + c3p4(x) + ¢,p,(x) = p(x) y mediante el uso del teorema 6.1 pasamos directo al sistema de ecuaciones lineales con
respecto a ¢, ¢,, ¢,y ¢, dado por:
Representacion vectorial del sistema
3 15 -3 8 -2
al 2 |t 0 |tel 1 |te| 0 |=| 7
-2 -10 2 =5 2
T 4 & 4 &4 &4 &4

Py )2 73 Py r

Este sistema de ecuaciones lineales no homogéneo se resuelve escalonando, para determinar si el sistema tiene solucion:

3 15 -3 8|2 1 5 -1 3|0 1 5 -1 3]0 1 5 -1 3]0
2 0 1 07 |~l2 0O 1 0|7 ]|~|0=10 3 -6[/7|~]0-103 -6|7]|~
-2 10 2 5| 2 0 -10 3 5|9 0 -10 3 5|9 0 0 0 1|2

Ry>Ry+R, Ry-R,-2R, RyRy-R, Ry>R,+6R,

RSR+R, RyR, 3R,

7 1
1 7 ¢ =+-=c
15 -1 0| -6 10 = 0| = 1 3
1 5 -1 0] -6 3 19 2 2 2192 3
0 =10 3 0/19 [-| 01 — 0| —— |~ 3 19 |osic, =-—+—q
00 o0 1l 2 10 10 01 T 0 =T 10 10
R,—(-1/10)R, 00 0 1 2 00 0 1 ) G €
R—R-5R,
c, =2

Conclusion
Como el sistema es consistente con solucion multiple, se concluye que:

1. El polinomio p(x) si es combinacion lineal de los polinomios p,(x), p,(x), p4(x) ¥ p,().
2. Los polinomios p,(x), p,(¥), p4(x) Y p,(x) si generan al polinomio p(x).

3. En este caso es necesario dar una solucion particular para poder escribir al polinomio p(x) como combinacion lineal de los
polinomios p,(x), p,(¥), p,(%) y p,(x); por ejemplo, con ¢, = 3:

7 3
Cl = 5—522
19 9
6 = ——t —=-
10 10
c, = 2
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En efecto, si se realizan estas operaciones se puede observar que se genera a p(x):

Expresion de la combinacion lineal

23+ 2x — 2x%) = (15 -10x2) + 3(=3 + x + 2x2) + 2(8 - 5x2) = =2 + Tx + 2x2.

4.
Solucion

Del escalonamiento anterior podemos observar que no existen renglones nulos del lado de los vectores (izquierdo de la diago-
nal); por consiguiente, en el caso general a + bx + cx? siempre tendremos solucién multiple para cualquier valor de a, by c, es
decir, los polinomios dados generan a P,(x), aunque no son independientes y no forman una base de P,(x).

5.

Solucion

Como es sabido, p,(¥), p,(x), p,(*) ¥ p,(%) generan a P,(x); por tanto, los tres polinomios dados son generados por estos polinomios.

N

/

R :

Sean el polinomio p(x) = 3 + x y los polinomios del conjunto
W={p®)=1-x+22px)=5-x+42yp,(x) =-2 - 2x+ 22}

Determinar si el polinomio p(x) es combinacidn lineal de los polinomios del conjunto W.

Determinar si los polinomios del conjunto ¥ generan al polinomio p(x).

Escribir, de ser posible, al polinomio p(x) como combinacion lineal de los polinomios de W.

Determinar qué genera el conjunto de polinomios W'y si estos son L.I.

SNl

(Cuales de los siguientes polinomios son generados por los polinomios del conjunto #?
a) 3+x—o b) 2+ 6x-247 c) —2-—6x+ 8+

Solucion

De forma similar a los ejemplos anteriores, el planteamiento para los puntos 1 a 3 es el mismo; se propone la combinacion lineal
,0,(%) + ,p,(%) + ¢;p,(x) = p(x) y mediante el uso del teorema 6.1 pasamos de manera directa al sistema de ecuaciones lineales,
con respecto a ¢, ¢, y ¢; dado por:

Representacion vectorial del sistema

1 5 =2 3

ol -1 [+6,| -1 |+¢| =2 |=| 1

2 4 2 0
— — —_—

n Dy )23 p

Este sistema de ecuaciones lineales se resuelve al plantear la matriz ampliada y al escalonar para determinar el tipo de solucion
que tiene este sistema

» 5 2|3 1 5 2| 3 8 =4 B 1 5 EZims 1 0 3|2

-1 -1 2|1 |~ 0 4 4} 4 |~ 01 1|1 (|~} 01 -1{1 |~]01 1] 1

2 4 210 06 6| -6 01 -1]1 00 0|0 00 0
RyPRy+Ry Ry—>(1/4)R, Ry R3-R, Ri>R -5R,

Ry-Ry-2R Ry——(1/6)R,




Algebra lineal

De la tiltima matriz de transformaciones, tenemos que el sistema es consistente con solucion multiple con respecto a c,:

¢ =-2-3c
¢, =1+c,
c3e]R

1. Elpolinomio p(x) si es combinacion lineal de los polinomios p,(x), p,(x) y p5(x).
2. Los polinomios p,(x), p,(x) y p,(%) si generan al polinomio p(x).

3. En este caso es necesario dar una solucion particular para poder escribir al polinomio p(x) como combinacion lineal de los
polinomios p,(x), p,(¥) y p,(x); por ejemplo:

i ¢ -2 - 3(-4) =10
Sic;=-4 =
¢, = 1+(4)=-3

Expresion de la combinacion lineal

101 - x+2x2) =35 - x+4x2) - 4(-2 - 2x + 2x2) =3+ x .

4.
Solucion

Para conocer qué espacio vectorial generan los polinomios se plantea, sin restricciones, la combinacion lineal con p(x) = a + bx +
cx? y se realizan las mismas transformaciones que en los puntos anteriores, las cuales se denotan por la notacion - - -, en la parte
izquierda de la vertical, para simplificar operaciones. Debido a que estas no cambian, tenemos:

1 5 -2
—(a+b 0 1 -1 —(a+b
b |~| ---| b+a ~ 4 (a ) ~ 4 ((Z )
G | c—2a 1 1
RyRy+R, Ry-(/4)R, "% (=2a+c) 000 n) (a—3b-2c)
RysRy-2R, Ry —(1/6)R, Ry R;-R,

De la tltima matriz de transformaciones tenemos que los polinomios p,(x), p,(x) y p(¥) son L.D. (la tltima fila tiene solo ceros
del lado izquierdo de la vertical) y estos generan a los polinomios p(x) = a + bx + cx’ € P, (x) que cumplan con a — 36 - 2c = 0.

5.

Solucion

Como es sabido, los polinomios p,(x), p,(%) y p;(¥) solo pueden generar cualquier polinomio p(x) = a + bx + cx’ € P, (x) que cum-
plan con: a — 36— 2c= 0, solo basta con verificar cual de estos polinomios la satisface.

Para a) Para b) Para c)
-3-3()-2(-1)=-+4 2-3(6)-2(-2)=-12 -2-3(-6)-2(8)=0

No cumple la condicion; por tanto, | No cumple la condicion; por tanto, | Si cumple la condicidén; por tanto,
este polinomio no es generado por el | este polinomio no es generado por el | este polinomio si es generado por el
conjunto W. conjunto W. conjunto W.

Otra forma de hacerlo consiste en resolver el ejercicio para cada uno de los polinomios dados, como la matriz de los coeficientes
de los polinomios no varia, se tienen las mismas transformaciones del inciso anterior, denotadas por..., entones se tiene:
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3 2] -2 15 2|-3]2]=
3 2| 2 el =30 02| =2 1 3 01 4 1 2 |
1 6 —6 -~ _2 8 —8 _ 2 _ 2
-1 2] 8 51 6| 12 5 i
Ry>Ry+R Rys(I/4)R, 6 1|2 0 0 0 - 11 0
Ry—R;-2R, Ry>—(1/6)R, RyRy-R,

Obsérvese que los valores obtenidos del lado derecho muestran que no hay solucion para los polinomios de los incisos a) y
b); por tanto, no se pueden generar con p,(x), p,(x) y p,(x). El Ginico polinomio generado es el del inciso c), ya que para este el
sistema tiene solucion multiple.

S /

T ) N

Determinar una base y dimension para el conjunto solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

3x - y + 2z - w

2x + y + 3z + 4w

2x + 3y - z - w
Solucion

Primero se determina el conjunto solucion del sistema al escalonar la matriz:

3 .1 2 -1]0 105 3lo) (lto s 3]o) (1o 5 3]o
21 3 4]0~ 213 4]0~ 01 13 10/0|-|01 13 100 |-
2 3 -1 -1]0 231 -1/0) (03 -11 7|0 (00 %0 37/ 0
R SR +R, R,>R,+2R, Ry R,-3R, Ry (-1/50)R,
RyoRy-2R,
7
100 -L]o ST
105 3o 10 o p 35
00 Zo 20 37 z | %0 -3
50 0ot 7o 2et, =g W 50
R—R-5R, 50 50
Ry>R,-13R, welR

El conjunto solucion del sistema fue escrito como una combinacion lineal, lo que da como resultado un solo vector que forma
la base del espacio solucién. Denotando por v = (35, —19, —37, 50) al vector de la base, tenemos:

Base (V)= {v} con dim(V) =1
\_ %

Espacios vectoriales con ayuda de Matlab

En este capitulo se definieron diversos e importantes conceptos, como combinacion lineal, conjunto generador, dependencia e inde-
pendencia lineal, asi como base y dimension. Ademas, vimos que todos estos conceptos estan interrelacionados y tienen en comuin que
requieren del conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales para poder dar una respuesta en cada caso en particular. Por esta
razon, resulta de gran importancia revisar el uso de MuPAD, que se utiliza en el capitulo 4 para resolver los sistemas de ecuaciones
lineales.
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Combinaciones lineales

Como ya se comento antes, en este mismo capitulo, es posible representar a un vector v como una combinacion lineal de un conjunto
de vectores v, v,,..., v, solo si el sistema c,v, + c,v, +---+c,v, = v tiene solucion Gnica o infinidad de soluciones. En el capitulo 4 se
revisan tres formas para poder resolver sistemas de ecuaciones lineales Ax =b:
1. Lafuncién solve: solve([ecsl, ecs2,...,ecsm],[x1,x2,...,xn])
2. Lafunciéon 1inalg: :matlinsolve con los coeficientes de las matrices A y b: linalg::matlinsolve(A,b)
3. Lafuncidén 1inalg::matlinsolve con las expresiones de las ecuaciones en lugar de los coeficientes:
A:=linalg::expr2Matrix(matriz de las ecuaciones)

linalg::matlinsolve(A)

2 N\
Utilizar solve de MuPAD para resolver el sistema del ejemplo 6.17. Se pide determinar si es posible representar a v como
combinacion lineal de los vectores v, v,, ..., v,, donde:

V= (_41 _1, 6)7 vl = (17 _17 0)’ vz = (0» 17 3) yv3 = (27 0, _1)
Solucion

Si se utiliza la funcién solve en la ventana de MuPAD en modo Calculation y se emplean los mismos escalares planteados en
la representacion vectorial del sistema se tiene:

4 N

Sistema de ecuaciones ejemplo 6.17

solve ([cl+2*c3=-4,-cl+c2=-1,3*c2-c3=6], [cl,c2,c3])
{[cl =2, c2 =1, ¢c3 =-3]}

. /

Comentario

Este resultado nos indica que la solucion es unica, con los valores para cada variable indicados entre llaves y corchetes. Por
tanto, v si es combinacion lineal de los vectores v,, v, y v,, y la combinacién es:

2v,+v,-3v,=V

En la figura 6.5 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

Fie fda  Wiew Meigasen  insem  Fermar  Wetebesk  Windsw  (Help |
P . " 1
(g F - i Y 00 N o =n - N
Sistema de eouaciones Ejemplo .17

| salve [ [2l+deain-dq,-alsain-]1, Jemd-ming], [al,ad, 23] )

{lel=l clm ], clm =1}

Figura 6.5 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 6.46.

Utilizar 1inalg: :matlinsolve de MuPAD para resolver el sistema del ejemplo 6.18. Se pide determinar si es posible repre-
sentar a v como combinacion lineal de los vectores v, v,,..., v , donde:

s Vo

V= (3a 47 9)7 v =(17 27 3)7 V2=(0, _la 0)yV3= (_17 _37 _3)
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Solucion

Al utilizar la funcién 1inalg: :matlinsolve en la ventana de MuPAD en modo Calculation tenemos:

DM:=
A::DM( [ [lr Or_l] ’ [21_11
linalg::matlinsolve (A, Db)

Dom: :Matrix (Dom: :Real)
_3] ’ [31 OI

-3]11) ;b:=DM([3,4,9])

En la figura 6.6 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

Comentario

311

FEl resultado indica que el sistema tiene solucion
multiple, por tanto v si es combinacion lineal de
los vectores v,, v, y v,. La primera matriz colum-
na dentro de los corchetes externos es la matriz de
términos independientes de la solucion, no tiene
variables libres (y es una solucion particular del
sistema, es decir: ¢, =3, ¢, =2y ¢; =0, con lo que
se obtiene la combinacion lineal 3v, + 2v, = v).
Mientras que la otra matriz dentro de los corche-
tes internos representa a la matriz de la variable
libre ¢,. Cuando ¢, vale uno y se suman ambas
matrices da como resultado la misma solucion del

Slstema de Ecuaciones Ejemplo G.18

Doy rHacrin (Domr cReal)

Mo Mdairin{ Dom- Real)

texto.

Figura 6.6 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 6.47.

/

preE—

Solucion

linalg::matlinsolve (A)

A:=linalg::expr2Matrix ([2*cl=1,cl=2,~-c2=3,-3*cl=4])

Comentario

Elresultado|[ ]indica que el sistema no tiene solucion,
por tanto v no es combinacion lineal de los vectores v,

YV,

En la figura 6.7 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

Utilizar 1inalg: :matlinsolve de MuPAD con las ecuaciones y variables del sistema para resolver el sistema del ejemplo
6.19. Se pide determinar si es posible representar a v como combinacion lineal de los vectores v, v,, ..., v , donde:

V=(1, 27 3a 4)7 v1 =(27 la 07 —3)}"’2:(07 Oa _11 0)

Dentro del corchete de Calculation se define la matriz con sus ecuaciones y se ejecuta la funcion 1inalg: :matlinsolve (A):

Sistama de Ecusciones Ejemplo 6,19

B:Elinalg: ienprdMatris | 183

|2*c1lw], o1y,

limslgsimaclinsalevs (i)

= ! ao
e Ay ol

.
1
2
-1

CEZE], —F*clmg] ) ;

Figura 6.7 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 6.48.

~
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Espacios generados

El problema de determinar el espacio generado por un conjunto de vectores donde se debe escalonar el sistema (v, v, ..., vV, | u) con
el vector u en su forma general, resulta mas laborioso y complicado; no obstante MuPAD resuelve este escalonamiento con facilidad.
En este caso, la funcién 1inalg: :gaussElim (A) se emplea para llevar a la matriz A a su forma escalonada, o bien mediante
la funcion linalg: :gaussJordan (A) se lleva a la matriz a su forma escalonada reducida. Cuando se resuelve un sistema lineal
Ax =D por el método de eliminacidn, se escalonan las matrices [Alb] de manera simultanea; para hacer esto posible, es necesario
concatenar ambas matrices. Para ello, la instruccién que se usa en MuPAD para concatenar matrices es C:=A.b.
Por ejemplo, sea la matriz:

Entonces:
A:= matrix([[2, 1], [3, -2]]); b:=matrix([[x], [y]]);
C:=A.Db
2 1
3 -2
X
y
2 1 x
3 2 y
T - "

Utilizar MuPAD para resolver el escalonamiento del ejemplo 6.20, que consiste en determinar cual es el espacio generado por
los vectores: v, = (2, -1), v,= (=9, 5) y v, =(1, 0).

Solucion

Primero se abre la interfaz de MuPAD y, una vez planteado el sistema de ecuaciones, se introduce la matriz de coeficientes A y en
la matriz b las variables x y y, se concatenan las matrices en la matriz C y se emplea la funciéon 1inalg: :gaussJordan (C).
Los comandos empleados se muestran a continuacion:

Ar=matrix([[2, -9, 1], [-1, 5, 0]]); br=matrix([[x], [y]l]);
C:=A.Db
linalg::gaussJordan (C)

. Y TEL [d - H L L] I
En la figura 6.8 se muestra la salida en la ventana de =gz : P ”
MuPAD en modo Calculation. T
. L1 s o)
Comentario fay
Se concluye que el sistema si tiene solucion y al no T
. 0 oz d -Flx
haber renglén nulo, x y y no deben cumplir condicion L1 50 3]
alguna, asi que este conjunto de vectores genera a R Linalg:sgmussfosdan{C)
I' 105 5=y
Wl rely

Figura 6.8 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 6.49.
S j
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Utilizar MuPAD para resolver el escalonamiento del ejemplo 6.21, que consiste en determinar cudl es el espacio generado por
los vectores: v, = (3, -5, 2),v,=(2,-1,0)y v,=(-1,-3, 2).

Solucion

Primero se abre la interfaz de MuPAD y una vez planteado el sistema de ecuaciones se introduce la matriz de coeficientes
A y en la matriz b, las variables x, y y z, y se concatenan las matrices en la matriz C. En este caso, se emplea la funcion
linalg: :gaussElim(C). El hecho de usar (:) al final de cada instruccion indica que el resultado no sera desplegado en
pantalla. Los comandos empleados se muestran a continuacion:

A:= matrix([[3, 2, -11, [-5, -1, =31, [2, 0O, 2]11):
bi=matrix ([[x], [y], [z]]):

C:=A.b

linalg::gaussElim(C)

En la figura 6.9 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

_ 3 . x =1 = .
RS patrixl[[3. 2. =11. [=5. =1l. =3]. 1.
bimmatrix ([ [x], (¥}, [21]b:

T
1=

saflim{C]

Figura 6.9 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 6.50.

Comentario

Notese que la ecuacion obtenida en el tercer renglon es equivalente a la del texto, asi que para concluir el ejercicio es necesario

. . ., . 2x 4
determinar el conjunto solucion del sistema: E + 7y +2z=0.

Resolviendo el sistema con 1inalg: :matlinsolve (&), en la figura 6.10 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en
modo Calculation la solucion del sistema.

[ Re=linalg:rexpriMatein|[2/ 7 x+d/Toyp+z=0]] 1
| linalg;: imatlinsclye (A)

O+ ”

Figura 6.10 Salida en la ventana de MuPAD del espacio generado del ejemplo 6.50.

Comentario

Verificar que la respuesta coincide con los resultados del texto.
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Solucion

Utilizar MuPAD para resolver el escalonamiento del ejemplo 6.22, que consiste en determinar cual es el espacio generado por
los vectores v, = (1,0, 1, 1), v,=(0, 1, 3, 2), v,= (2,0, 2,2) y v,=(3,-1, 0, 1).

Primero se abre la interfaz de MuPAD vy, una vez planteado el sistema de ecuaciones, se introduce la matriz de coeficientes A,
y en la matriz b y las variables x, y, zy w. Después, se concatenan las matrices en la matriz C. En este caso se emplea la funcion
linalg: :gaussElim(C). El hecho de usar (:) al final de cada instruccion, indica que el resultado no sera desplegado en
pantalla. Los comandos empleados se muestran a continuacion:

C:=A.Db
linalg::gaussElim(C)

A:= matrix([[1, 0, 2, 37,
bi=matrix([[x], [yl, [z],

Comentario

matriz se llama M.

segunda condicion del espacio generado.

Comentario

Para concluir el ejercicio, es necesario determi-
nar el conjunto solucion del sistema generado
por las condiciones encontradas (ordenando
términos):

—x—3y+z =0

—-x-2y +w=0

Al resolver el sistema con
linalg::matlinsolve (3).

En la figura 6.12 se muestra la salida en la ven-
tana de MuPAD en modo Calculation de la so-
lucion del sistema.

Verificar que la respuesta coincide con los resul-
tados del texto.

En el escalonamiento se observa que hay dos variables libres y que un renglon se vuelve nulo, por lo que para obtener la otra
ecuacion resulta necesario intercambiar los renglones 3 y 4, correspondientes a los renglones nulos (también en la matriz b),
y emplear otra vez la funciéon linalg: :gaussElim(C). En MuPAD, la instruccion para el intercambio de renglones es
M:=1linalg::swapRow (A, 3, 4), en la cual se intercambian, en este caso, el renglon 3 con el renglon 4 de A y la nueva

En la figura 6.11 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation del procedimiento para obtener la

_,_\_
- i -
A8d O i
e S

5k

10 =1 i
00 w=x=-I4%
g4 0 1] )

£

Figura 6.11 Salida en la ventana de MuPAD de la obtencién de la
segunda condicién del espacio generado del ejemplo 6.51.

.L!-!.' Dosay :Hatrix{Dom: : Feal}
Do Mlatrod| Donic:Real)
Ar=DM({[[=1,-3,1,00,[-1,-2,0,1]1]}+ bo=om([O, 2])

linalg: imatlinaslse (&, B]

B G)

s

Figura 6.12 Salida en la ventana de MuPAD del espacio generado
del ejemplo 6.51.

~
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Vectores linealmente independientes y dependientes

Cuando el problema consiste en determinar los valores de la variable “#” para que un conjunto de vectores resulte linealmente inde-
pendiente o dependiente, también es de mucha utilidad emplear MuPAD. Por lo regular se trabaja con matrices cuadradas, asi que
para calcular el determinante una vez que ha sido introducida la matriz A, se emplea la funcion: 1inalg: :det (A) . Para obtener las
raices del polinomio obtenido en el determinante se puede emplear la funciéon solve, o bien la instruccion: factor (polinomio).

T - N

Utilizar MuPAD para resolver el ejercicio del ejemplo 6.27, el cual consiste en determinar los valores de ¢ para que los vectores
v, =(t+3,10,14),v,=(4,t+3,-8) yv,=(4,-1, ¢+ 2) sean L.L

Solucion

Primero se abre la interfaz de MuPAD vy se introduce la matriz de coeficientes del sistema generado con los vectores; enseguida,
se calcula su determinante y se factoriza el resultado.

/ N

A :=matrix([[t+3, 4, 4], [10, t+3,-1], [14, -8, t+2]1)
linalg::det (A7)

Raices del polinomio

solve (t"3 + 8*t"2 - 83*t-630 = 0, t)

O bien se factoriza el polinomio

factor (t"3 + 8*t"2 - 83*t-630)

. /

En la figura 6.13 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

[A :=matrix([[t+3, 4, 4], [10, t+3,-1], [14, -8, t+2]])

i+3 4 4
10 =3 -1
4 -8 =2

lLinalg: :det (A)
£ efr =5 1=630

Haices del polnomig
| zolve (t*3 + B¥E~2 - B83*E-630 = 0, t)
| {18, -7.5)
0 bien, 56 factonza & polnomio enconirada
| Lactor (£*3 + BT*LAZ - B3*CL-630)
(e 10) (1= T)(r=9)

Figura 6.13 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 6.52.

Comentario

Las raices del polinomio son los valores de z que hacen que el determinante sea cero, como se pide que sean L.I.; por tanto:

t#-10,t2-7,t#9
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Utilizar MuPAD para resolver el ejercicio del ejemplo 6.28, que consiste en determinar los valores de ¢ para que los vectores
v, =(2,2t-5,22),v,=(-5,16, 6t - 41) y v, = (¢ - 2,-3,9) sean L.D.

Solucion
Primero se abre la interfaz de MuPAD y se introduce la matriz de coeficientes del sistema generado con los vectores; enseguida,
se calcula su determinante y se factoriza el resultado.

A :=matrix([[2, -5, t-2], [2*t-5, 16,-3], [22, 6*t-41, 9]])
linalg::det (A7)
factor (12*t"3 -136*t"2 + 203*t+441)

En la figura 6.14 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

A remanrin([[2, =3, m=dj, [2*w=8, le,=d}, [£d; o*u=41, F]]))1:

linalg:z:det (&)

; £ =
Ii=5 1Ib =]
31 £r-41 0

127 = 1% F = 300 £+ 241
Faclonzando ¢l polnomeo encontrado.
| factor{li*c*d -136*c*L + 203*c+441)

[20=TH{§ =T} [1=F)

Figura 6.14 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 6.53.

Comentario

Como se pide que sean L.D., por tanto:

S /

Vectores que forman una base y su dimension

Para el caso de determinar una base y dimension para el conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, el

comando: linalg: :matlinsolve (Ab) permite obtener dicha base. En general, la respuesta a este comando es de la forma:
— o > - — ., . . - o - .

[w, [V}, ¥p..., v,]] en donde w es una solucion particular y el conjunto de vectores v,, ,,..., v, son los vectores de la base del conjunto

solucion que se busca, asi que la dimension depende del numero de vectores que estén en la base. El inico inconveniente que presenta

MuPAD aqui es que los vectores de la base no se obtienen con valores enteros y es necesario emplear un multiplo del vector para obte-

ner la base en enteros y al mismo tiempo observar que la base dada por MuPAD y la proporcionada en el texto sean iguales.

T N

Utilizar MuPAD para resolver los sistemas de los ejemplos 6.31, 6.32 y 6.33, que consisten en determinar una base y dimension
para cada sistema dado (respectivamente).

6.31 x—2y+ z =0
=5 +2z-w=0
2x-4y+ z =0
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6.32 4 -2y +z—- w—2t=0
2x+ y+ w— t=0
6.33 2c—-y+z-w=0
y+z+w=0
3x +z =0
X—-y+z =0
Solucion
Primero se abre la interfaz de MuPAD); luego, se introducen las respectivas ecuaciones para cada inciso con los siguientes comandos.
N
Sistema del ejemplo 6.31
Ab := linalg::expr2Matrix([x-2*y+z, -x+2*%*z-w, 2*x-4*y+z], [x,y,z,w]):
linalg::matlinsolve (Ab)
Sistema del ejemplo 6.32
Ab := linalg::expr2Matrix ([4*x-2*y+z-w-2*t=0, -2*x+y +w-t=0], [x,y,z,w,t]):
linalg::matlinsolve (Ab)
Sistema del ejemplo 6.33
Ab := linalg::expr2Matrix([2*x-y+z-w, ytz+w, 3*x+z, x-y+z], [x,y,z,w]):
linalg::matlinsolve (Ab)
L J

En la figura 6.15 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

Esinma o ppermpin 6 31

AR = limalgl ieXpriMARCLiE | [H-d fiE, -ReQ=E-ud, IUXE-E"YIR], [XpFaEe] )8
linalg:imat maSlew (RE)

| | B

1 -‘_ | P |
Sentnma ol eskmpso 6.2

A PE ARG CAXRUIMALE N | [ K-S E-W-2 TR0, S Ay SW-EE0) p (Mplfs BaWly Tl

inalg:imatlinesolys{Rb)

TEANEA WAl

| 5 | i ;.ll »

|"J K. 1.

113 ) s |1

TAIOAE | | =)

Fasipma diel ojermplo & 33

fats ligalyg: sexpridascini (28 n=yta=w; yratw, J*nta. m=yral. [x. yom.wlla
linalgrnimaciimaolve (kb

H

Figura 6.15 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 6.54.

Comentario

Como se trata de sistemas homogéneos, no es necesario poner la igualdad a cero, como se muestra en el caso del sistema de los
ejemplos 6.31 y 6.33. Es importante recordar que es conveniente presentar las bases en valores enteros. Antes de factorizar, es
posible corroborar con los resultados del texto que estos son los mismos resultados.

/
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Ejercicios con Matlab

Para

1.

los siguientes ejercicios utilice MuPAD:

Determine cual es el espacio generado por los vectores
dados.

a) V1=(5, 4’ Z)a V2=(—2, 1,—2)yV3=(1, 6a _2)
b) V1 = (27 _47 4v 3)7 v2 = (_37 07 _67 _1)7 v3 = (57 27 07 O)
y v4 = (67 _3a 17 _5)

Determine los valores de “#” para que los siguientes conjun-
tos de vectores resulten linealmente independientes.

a) v=(t-4,-2,4),v,=(2,t+3,t-1)yv,=(4,4,-4).
b) v, =(1=2,1+5,4),v,=(1,5, 1~ 1)y v;=(2,10,-2),
Q) v,=(-4,1+3,4),v,=(1-1,2,1-4) yv,=(2,4,2).

d v, =(t=52-6-3),v,=(1,1,0)yv;=(2 4,t+7).
e) v,=(2t+4,-t-2,-3),v,=(6,3,-3)yv,=(2, 1, £-1).
f) v,=(t+4,0,0),v,=(6,1+3,-6)y v,= (2,2, ¢~ 1).
g v,=(t+6,-2,-2),v,=(2,t-3, 1)y v,=(4,-2, 9.

h) v,=(3,t+5,4),v,=(+12,1,-13) y v;=(5,1,1-6).

Ejercicios de repaso

3.

Determine una base y dimension para cada uno de los siste-
mas dados.

a) 4x-2y+5z =0
~Tx+3y+3z-4w=0
3x-3y+3z+ w=0

b) 2x— y+ 3z-3w -2t=0
x+3y-1lz+3w+ t=0

¢) Tx-2y+3z-2w=0

4y + 3z + Sw=0
x -z =0
x— y+2z—- w=0

d 3x+2y+ 5z=0
X +4y+ 3z=0
4y + 6y +10z=0

e) 2x+ y+ z— w+3=0

X+ y+ z+3w +4r=0

3x +4z-3w + 4t =0
4y — 3y + 5z +6r=0
S5x + 2y + w+ 8 =0

f) 12x -4y + 52— w - 12t =0
4y =2y + 3z-3w—-z - =0
x-y + w =0

6.1

6.2

6.3

(Es cierto que cualquier espacio vectorial finito solo tiene
una cantidad finita de vectores?

(Es cierto que cualquier vector de un espacio vectorial fini-
to tiene una cantidad finita de componentes?

Si V es un espacio vectorial y H c ¥ un subespacio vecto-
rial, entonces explique la verdad o falsedad de las siguien-
tes afirmaciones:

a) dim(H) > dim(V)

b) dim(H) < dim(V)

¢) dim(H) < dim(V)

d) Gen{H} =Gen{V}

e) Gen{H} c Gen{V}

f) Gen{V} c Gen{H}

g) Si Wc V, entonces dim(V') = dim(W)
h) Si W c V, entonces dim(V") > dim(W)

6.4 Justifique en cada uno de los siguientes enunciados si es

6.5

6.6

6.7

verdadero o falso.
a)
b)
<)

Un solo vector v # 0 es linealmente independiente.

El vector (0, 0,..., 0) es linealmente independiente.
Una base es un conjunto generador lo mas grande po-
sible.

Si H=Gen {v, V,,..., v}, entonces (v, v,,..., V,) son
una base para H, tal que Hc R"~ L.

d)

e)

Si{v,,v,,..., v,} son L.L, tal que: v, € H, entonces son
una base para H.

(Por qué un espacio vectorial no puede contener solo dos
vectores diferentes?

(Es cierto que cuando la base de un espacio vectorial es de
dimension 9, entonces el espacio vectorial tiene solo nueve
vectores?

(Qué significa que dim(7) = 0?
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6.8
6.9
6.10

Sidim(V') =1, ;significa que V tiene solo un vector?
(Qué es un conjunto de vectores independientes?

(Como se sabe cuando un conjunto de vectores es indepen-
diente?

6.11
6.12

(Qué es un espacio vectorial generado?

(Como se sabe cuando un conjunto de vectores genera un
espacio vectorial?

6.13 ;Como se sabe a qué espacio vectorial genera un conjunto

de vectores?

6.14 Dado un conjunto de vectores, ;cuales son las condiciones

para que formen una base del espacio vectorial del que pro-

vienen?
6.15 Proporcione un ejemplo de subespacio vectorial de R? que:

a) No cumpla con la cerradura de la suma, pero si cumpla
con la cerradura del producto por un escalar.

b) No cumpla con la cerradura del producto, pero si cum-
pla con la cerradura de la suma.

¢) No contenga al elemento nulo de R® y por consiguiente
no sea un subespacio vectorial.

d) Contenga al elemento nulo de R®, pero que no sea un
subespacio vectorial.

Ejercicios con grado de dificultad uno

6.16 Los siguientes conjuntos de vectores de R” son subespacios
vectoriales, demuestre que cumplen ambas cerraduras.

a) (0,-b,a-0b) b) (a+ b, 3b)
c) (a,0,Db) d) (3a—4b,b)
e) (a,—a+b-2c b,c) f) (2a,a+5,0,0)

En los ejercicios siguientes explique si H es 0 no un espacio vecto-
rial o subespacio vectorial de V.

6.17 H={(x,y,2) |3x+5y+8z=0conx,y,zeR} cR3 =V
6.18 H= {(x,y,z) —x+[l)y+z=0 con x,y,zeZ}
5

6.19 H= {u=(x,y,z)|HuHSZconx,y,zeR}CR3=V

6.20 H={(x,y)|ax+by=-3conab,x, yeR}
6.21
6.22
6.23
6.24

6.25

H={(x,9,zw)|3x+2w=0, yz=0conx, y, z weR} cR¢=V
H={(2x+ 3y, x—y)conx, yeR}
H={a+bx+c?|b=a-ccona,ceR} cPx=V

H= {a0+a1x+a2x2| 5ay—3a,+2a,=0con ay, a,, a, € L}

H={a;+ax+ a’ | Sa,-3a,+2a,=0conay,a;,a,eQ}
P(x)=V

6.26 H= {a+bx+ax2 +did|a=22X cona,b,c,deR,d;ﬁO}
24
627 H={a+bxr+c?|la<b<ccona, b, ceR} cPx=V
628 H={a+br+c?|a=(b+cbconb,ceR}
6.29 H= {A| |A] = 0, A es triangular superior} c M,, =V’
6.30 H={A||A| =0, A es triangular inferior}
631 H= {[ a 0 JISa—b:Z, cona,beR} cM,=V
b 0
6.32 H={A|A essimétrica} c M,,= V
6.33 H={A |A es diagonal no invertible} ¢ M,, =V
6.34 H={A | La traza de A es cerof c M, =V
6.35

H:{[ a ]|b£a, con a,beR}cMZI:V
b

De ser posible, represente a v, p(x) o V (segin sea el caso) como
una combinacion lineal de los elementos del conjunto .

6.36 v = (29, -3, 15); W= {v, = (6, 1, 0), v, = (1, 3, -5),
v,=(2,1,0)}

6.37 v=(0,3,6,1); W=1{v,=(1,2,-1,1),v,=(3, 6,-3, 3),
v,=(-2,-3,4,-2),v,=(1,3,1, 1)}

6.38 p(x)=-14+6x% W= {p,(x) =—1+4x+ 5%, p,() =3+ 2x+*}

6.39 p(x) ==3-12x; W= {p,(x) =2 + x, p,(x) =4 + 5, p,(¥) =

1-x p(x)=2}
i )eea )
1 -3 1 0 2 -1

Determine en cada caso qué espacio vectorial genera el conjunto.

6.41 W=1{v,=(4,3,2,1),v,=(1,0-2,-2),v,=(=3,0,5,0),
v,=(1,-1,0,0)}

6.42 W={v,=(-1,3,2),v,=(4,5, 6)}

6.43 W={p,(x)=2+4x, p,(x) =3 +x, py(¥) =1 = 5x}

osw-fac( 00 1 )ne( 2 2 )

00 2
Determine en cada caso cuales de los siguientes elementos son
generados por el conjunto .

6.45 W=1{(1,-1,0),(4,0,1), (14, -2, 3)}

6.40 V =[

a) (3,2,1) b) (-19,-1,-5) c) (1,5,0)
6.46 W=1{2,-1,1),(3,-5,0), (2,6, 4)}

a) (-2,-27,-13)  b) (1,4,5) o) (6,-24,-6)
6.47 W={-5+x+23x% -3 —2x+3x%, —7 + 4x + 3x*}

a) 1+2x+342 b) -1+4x c) —13+13x+ 34
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6.48 W={-5x+3x4—x+x% 4+9x— 5+

a) 4+11x-72  b) 15+9x— 1022

6.49 W:{A:

Para cada uno de los siguientes problemas:

O Represente, si es posible, al vector v como combinacion lineal
de los vectores del conjunto .

O Determine si los vectores del conjunto /¥ generan al vector v.

O Determine qué generan los vectores del conjunto W.

Q Determine si los vectores del conjunto W son L.I., y si forma
una base de R”.

O Determine cuales de los tres vectores a), b) y c) son generados
por el conjunto W.

6.50 v=(1,-2,11); W= {v,=(1,-2,3),v,=(2, 1,0),
v,=(1,1, 1)}

a) (4,-26,100)
v=(-1,10,21); W= {v,=(2,4,6), v,= (-1, 2, 5)}
a) (5,2,-1)
v=(2,-3,1); W= {v,=(0,-2, 1), v,= 2, -1, 1),
v, =(6,-5,4)}
a) (0,-1,10)
v=(2,5,3); W= {v,=(3,-1,0), v,=(1, 1, -1)}
a) (-17,-7,2)

W= {Vl :(37 _2’ 37 2)7 v, = (51 1’ 07 _1), V3=(2, 41 1, 0):
V4:(2, _1a 1a l)};v:(8>_117_
a) (4,-1,3,2)

6.51

6.52

6.53

6.54

6.55

6.56

6.57

6.58

¢) 19+ 3x— 62

c) (-7,-5,-3)

b) (10,-10 000, 4, 3)

v=(21,-9,25); W= {v,=(4 -2, 5), v,=(12,-3, 13),
v, = (4 10,-3)}

a) (-20,-11,-11)
v=(4,-2,-14); W= {v,=(8,-3,1), v,= (3, -1, 4)}
b) (-8, 3,-1)
v=(1,-2, 11, W= {v,=(1,-1,0),v,=(2, 1,3),
v,=(0,1,-1)}
a) (5,20,-1)
v=(1,-5,8), W
a) (24,-1,5)

¢ (2,-1,-7)

b) (-2,-5,9)
{Vl = (37 _1a 2)> v, = (17 2a _3)}

c) (-7,-15,-3)

6.59

(@)

.60

(o)}

.61

6.62

6.63

6.64

v=(-4,11,23); W={v,=(2,3,5),v,=(1,-2, 1),
v,=(3,-1,0)}

a) (3,151  b) 3,-10,4) ¢ (0,8,7)
v=(6,-1,11); W={v,=(2,-2,2),v,=(0, 1, 1)}

a) (=3,5-1) b) (7,-10,4) ¢ (0,-1,7)
v=(3,-1,2); W={v,=(-3,-1,1),v,= (1, 2,-3),

v, = (-4, 2,-4)}

a) (-6,-2,2) b) (4,3,-4) ¢ (6,-3,5)
v=(18,0,24); W= {v,=(2,-3,4),v,=(3,0,4),
v,=(-1,6,-4)}

a) (-1,3,6) b) (5,6,-4) ¢ (13,12, 12)
v=(-2,-10,7,14); W= {v,=(2,-1,1,3), v,=(1,0,-1, 1),
v,=(1,2,0,-1),v,= (3, 1,0, 0)}

a) (=3,15,2,0) b) (3,1,-10,4) ¢) (=2,0,8,3)
v=(-2,2,4,-10); W= {v,=(1,0,1,1), v,=(-1,2,0, 1),
v,=(0,-1,-1,0),v,= (2, -4, -1, 0)}

a) (1,-1,3,4) b) (2,-5,3,-12) ¢) (4,4,-1,6)

Para cada uno de los siguientes problemas:

Q De ser posible, represente a la matriz V como combinacion
lineal de las matrices de W.

Q Determine si las matrices del conjunto ¥ generan a la matriz V.

O Determine qué generan las matrices del conjunto .

Q Determine si las matrices del conjunto W son L.I. y si forman
una base para M,,.

Q Determine cuales de las matrices a), b) o ¢) son generadas por
el conjunto W.

6.65

V=(H 2];W={A=

15 0

a)[u—l] b)(l 1]C)[3 3]
0 -2 23 50 32

3 [1 —3] b)[—l 9] C)[IO 4]
45 2 2 8 0
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Para cada uno de los siguientes problemas:

QO De ser posible, represente al polinomio p(x) como una combi-
nacion lineal de los polinomios del conjunto W.

O Determine si los polinomios del conjunto W generan al poli-
nomio p(x).

O Determine qué generan los polinomios del conjunto W,

Q Determine si los polinomios del conjunto /¥ son L.I. y en con-
secuencia si forman una base para P (x).

Q Determine cuales de los polinomios a), b) o c) son generados
por el conjunto W.

6.75 p(x)=11-17x% W= {p,(x) = 5 —4x + 3, p,(x) = 1 —x, p;(%)
=2+x+ 32}
a) 3x-—x b) 2-x+ 24 c) 4-54

6.76 p(x) =3 - 2x+ 4% W= {p,(x) = -6 -9x + 622, p,(x) = 4 +
26—, p(0) =2 -x+4}
a) 2+x b) —x+ c) —8—8x+ 542

6.77 p(x)==3x+5x% W={p,(x) =4 -2x+ 32, p)(x) =2 —x+ &%,
pyx) =2 +x—4x%}

a) 6-3x+x? b) 2+x-5x* ) x+4

6.78 p(x)=T7—-4x+24% W= {p(x)=3-2x+ 2, p,(x) =1 —x,
(0 =2+

a) 3x-542 b) 2+x-22 ) 4-34°

6.79 p(x)=1+2x+3x% W= {p(x) =5 +4dx+ 2%, p)(x) =3 +2x
— 242, py(%) =T + 10x}

a) 2-3x+82 b) —21+8x+72 ¢) 5- 102

6.80 p(x) =8 +4x—x% W= {p(x)=-3-3x+x, p,(x) =5+x,
p)=T-x+x"

a) 3+9%-4x b) -6+6x-32% ) 2x-24
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6.81 p(x)=—6+x+122% W= {p(x)=1+x+2% p,(x)=-2+3x
+4x%, py() = 1 — x + 2%}

a) —? b) —120x+2x* ) 5x—«?
6.82 p(x) =3 - 3x+ x5 W= {p(x) =8+ 2x + 4, p,(v) =
5+3x+ 4%}
a) 2-3x+54 b) 2-2x+6x*> ) —1+5x-54
6.83 p(x)=—4+ Tx—2x% W= {p,(x) =3 —x + %, p,(x) = 2 + 5x}
a) 243x-2  b) 2-12%+22 ) 4+55-52

6.84 p(x)=8—13x+5x% W= {p(x) =4-x+2, px)=2+5x
— 2%, py(%) = 11x - 347}

a) —8-2+2¢ b) 2+4x-52 ) —2-5x+4

Determine una base y dimension para el conjunto solucion de los
siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

Sx — 2y + z =
6.85 x + 3y - z =
2% - y + 4z =

2y — 3z =0
6.86 4 + 4y + 4z = 0
Sx - 4y + z =0

x + y - z =
687 1 -x + 3y + 2z =

x - 2y + z =

2 + y + z + Sw + ¢t =
6.88

Sx + 2y - w =

3x + S5y + 4z - 2w = 0
6.89

—6x — S5y - 5z =0
6o { 3% — 4y + 52 — 8w = 0

x - z =0

Ejercicios con grado de dificultad dos

6.91 Resuelva los ejercicios 6.17 a 6.35 y verifique ambos axio-
mas de cerradura.

Determine si los siguientes conjuntos con operaciones no usua-
les son un espacio vectorial, de no serlo diga qué axiomas no se
cumplen.

6.92 V= M,, con suma usual pero el producto por un escalar

definido como: ¢ ® A =0, donde 0 es la matriz nula.

6.93 R? con suma usual, pero con el producto de un escalar por
un vector definido como:

0,0) i
( 1 ] |
ax,—y| st a#0
a

6.94 RR? con producto usual, pero con la suma definida como:
(), ) © (xy, ,) = (x, + 2x,, y, + 3p,).

6.95 R? con producto usual, pero con la suma definida como:
(x, ) © (), y,) = (5, + %, + 3, y, + y,+ 3).

6.96 R? con suma usual, pero con el producto por un escalar
definido como: a ® (x, y)= (@ + ax—4, a + ay — 4).

a=0
a®(x,y)=

Determine una base y dimension para cada subespacio dado.

2y +w — 3t
y
—Aw + 2

w
t

6.97 con: y,w,teR

6.98 4 > con: a,d,ecR

7 3 9
6.99 §Z+ﬁw_ ! | con:z,wteR

3w + —t
6.100 3 con: w,teR

dw — —t
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6.101 con: z,weR

1
——z+=w

3 6

2 1
Szt —w
5 5

6.102 con: z,weR

6.103 con: z,w,teR

Para cada uno de los siguientes problemas:

Q Escriba, de ser posible, al vector v como combinacién lineal de
los vectores del conjunto W.

Q Determine si los vectores del conjunto ¥ generan al vector v.

O Determine qué generan los vectores del conjunto 7.

Q Determine si los vectores del conjunto W son L.I., y en conse-
cuencia si forman una base para R”.

O Determine cuales de los siguientes vectores son generados por
el conjunto W (se presenta en cada caso en particular).
6.104 v=(11,5,-7), W= {v,=(7, 3,-6), v, = (2, 1,-2),
v,=(17,7,-14)}
a) (5,-3,0) b) (8,4,-8) 0 (2,-1,5)

6.105v=(4,3,2,7); W={v,=(5,1,-2,4),v,=(15, 3, -6, 12),
V3 = (_107 _la 57 _6)a V4= (5, 2, _1’ 6)}

a) (27 _1’ 3’ 5) b) (4(): 27 la _3) C) (_Sa _31 _ly _7)
6.106 v = (12, 10, ~24); W= {v,= (4, 3,-8), v,=(1, 1, -2),

v, =(-6,-5, 12)}

a) (1,2,5) b) (3, 10,-6) c) (5,100, 10)
6.107 v=(1,2,3); W= {v,= (4 -2, 6),v,=(3,-1, 1),

V3 = (27 Sv 0)}

a) (1,-1,4) b) (10,-20,50) ¢) (2,4,-15)

6.108 v=(2,3,4,2); W={v,=(1,0,1,1),v,=(-1,0, -1, -1),
V3 = (2y 17 4a 2)» V4= (0$ _17 _2» 0)}

a) (2,1,4,2) b) 3,-50,1) ¢ (1,-4,-7,1)

Para cada uno de los siguientes problemas:

Q Escriba, de ser posible, a la matriz V como combinacion lineal
de las matrices del conjunto .

QO Determine si las matrices del conjunto /¥ generan a la matriz V.
Q Determine qué generan las matrices del conjunto W.

Q Determine si las matrices del conjunto W son linealmente in-
dependientes y en consecuencia si forman una base para M,,.

Q Determine cuales de las siguientes matrices son generadas por
el conjunto W,

6.109V:[1 OJ;W:{A:[ 3 5],3:[‘3 1]}
35 2 2 51
N (1 -1} b) [ 21 17) 9 [ 36 36]
3 2 23 5 36 12
Shrep(3 (4 3)
9 35 39
o[ 10 7
6 14
w(32) o921
3 5 6 6
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Para cada uno de los siguientes problemas:

O Escriba al polinomio p(x) como combinacion lineal de los po-
linomios del conjunto W de ser posible.

O Determine si los polinomios del conjunto W generan al poli-
nomio p(x).

O Determine qué generan los polinomios del conjunto W.

Q Determine silos polinomios del conjunto # son linealmente in-
dependientes y en consecuencia si forman una base para P,(x).

O Determine cuales de los siguientes polinomios son generados
por el conjunto W (se presenta en cada caso en particular).

6.114 p(x) = -1 + 2x + 523 W= {p,(x) =3 + 4x + 7%, p,(x) = -1 +
2%+ 552, py(x) =3 — x — 4x%}

) 3-x+2¢  b) 4-2x22 ¢) 3-5¢

6.115 p(x) = 3+ x + 204% W= {p,(x) = 3 - 5x + 24%, p,(x) =3 — 4«
+ 542}
a) 3-2c+112 b) 4-5x+2 ) 3-6x—-o

6.116 p(x) ==5+13x+ 8% W= {p,() =1 +4x+ 52, p,(x) =2 —x
+ 2%, py(%) = -1+ 2x + x%)}

a) 5-2 b) —9-9x2 ) 10+ 2x— 842

6.117 p(x) =1 -x+ 32% W= {p,(x) =—5x+ 32%, p,(x) =2 + 3x + 2%,
p4(x) =10 + 10x + 822}

a) 6+ 14x b) 2+ 24 C) 4—9x+ 1147
6.118 p(x) = 16 — 24x + 1942, W= {p,()=5-6x+ 222, () =2
+4x+ 56, p() =1 + 47}

a) 2+3x+x b) 2-x+24 c) —4+x—5x

Determine una base y dimension para el conjunto solucion de los
siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

3x + 8 - 92 - w =0
6.119 2 — Ty + 1z =0
3x — 8 + 92 + w =0
6.120 x +y - 32 + 2w =0
—3x + 4z =
2 + 7y + z + Sw = 0

2x — 2y + 2z + 4w = 0
. -x + 4y - 8w =0
' 2 + y + 3z - 2w = 0
3x + 3y + 5z - 6w = 0
2x + 4y + 3z + 4w = 0
3x — y - 5z + Sw =0
6.123
S5x — 5y - 8 + 9w =0
“dx - 2y + 7z - 6w = 0
-x + 4y - 2z + 2w = 0
2x Ty + =z Sw = 0
6.124
3x - 8y - 2z - 6w = 0
2x + 3y - 3z + w =0
Sx + 4y - 2z + w + 5t =
6.125
-3x + 6y + 6z - 4 =0
3x + y - 3z + 5t =0
6.126 | —3x + 3z + 10w - 3 =0
—6x — 2y + 6z + Sw - 1lr = 0

Ejercicios con grado de dificultad tres

6.127 Sean V'y W espacios vectoriales finitos sobre un mismo
cuerpo K, si definimos la suma entre estos como:

V+ W= {u=v+w|veVyweW}~.

a) Pruebe que V' + W es un subespacio vectorial sobre el
mismo cuerpo K.

b) Pruebe que dim(V+ W) = dim(V) + dim(W)
—dim(V n W).

6.128 Sean V'y W espacios vectoriales finitos sobre un mismo
cuerpo K, si definimos la suma como:

VX W={u=(v, W)|v eV'y w e W}. Defina la suma y
producto por un escalar comutn en R?,

a) Pruebe que V' x W es un subespacio vectorial sobre el
mismo cuerpo K.

b) (Cuales dim(V'x W)?

6.129 Sea V' un espacio vectorial finito sobre el campo Ky Uc V
y W c V subespacios vectoriales de V, si definimos la suma
Vx W={u=(v, w)|v eV'y w eW}. Defina la suma y
producto por un escalar comtn, como en R2,
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a) Pruebe que dim(V' N W) < min{dim(V"), dim(W)}.
b) Pruebe que dim(¥V+ W) > max{dim(V"), dim(¥)}.
6.130 Sea V un espacio vectorial finito, U c V'y W c V sub-
espacios vectoriales de V, tales que U U W = V' y
dim(¥) = dim(U) + dim(W ). Pruebe que U N W # ).
6.131 Si w;, w,,..., w,_ son generados por Gen{v,, v,,..., V,}.
Pruebe que Gen{w,, w,,...,.w_} cGen{v,v,,., Vv, }.
6.132 Si {v,, v,,..., v,} representa una base del espacio vectorial
V. Ademas v , v,,..., v, son generados por Gen{w,, w,,...,
wm1} Y V.. V.0 ¥, sOn generados por Gen{u,, u,,...,
umz}.
a) (Es posible asegurar dim(V) = dim(Gen{w,..., wm1})
+dim(Genf{u,,..., umz})?
b) (Puede asegurar que w,..., W, Uy, B, forma una
base de 17

6.133 Si los vectores v, v,,..., v, son linealmente independientes.
Pruebe que w, w,,..., w , también son linealmente inde-
. I3
pendientes, donde w, = Zi
2.,k

_ 4V, con a; # 0 para i =1,

Proyectos del capitulo

6.134 Si los vectores v, v,,..., v, forman una base 'y Gen{v,,...,
v, | menos el vector i} no genera a todos los vectores w,...,
w, € V. Pruebe que Gen{w,, w,,..., W | genera a v, para
i=1,2,..,n

6.135 En el ejercicio anterior se puede decir que w,..., w, for-
man una base de V. Explique su respuesta.

Ejercicios complementarios con el uso
de Matlab

6.136 Resuelva los ejercicios 6.36 a 6.40 con ayuda de Matlab.
6.137 Resuelva los ejercicios 6.45 a 6.49 con ayuda de Matlab.
6.138 Resuelva los ejercicios 6.50 a 6.84 con ayuda de Matlab.
6.139 Resuelva los ejercicios 6.85 a 6.90 con ayuda de Matlab.
6.140 Resuelva los ejercicios 6.104 a 6.118 con ayuda de Matlab.
6.141 Resuelva los ejercicios 6.119 a 6.126 con ayuda de Matlab.

1. Programe en Matlab una funcién que tenga como salida la base del espacio solucion de un sistema de ecuaciones lineales ho-

mogéneo.

II. Programe en Matlab una funcién que identifique si un vector v es una combinacion lineal de los vectores v,, v,,..., v, .

III. Programe en Matlab una funcion que proporcione la combinacion lineal del vector v a través de los vectores v, v,,..., v, .






Bases de un espacio vectorial finito e infinito

Los espacios vectoriales con producto interno,
el inicio de aplicaciones profundas.

Objetivos generales

[

Comprender para qué es necesario conocer diferentes tipos de base de un mismo espacio vectorial.
Construir espacios vectoriales infinitos.

Entender la importancia de las bases ortonormales.

Objetivos especificos

oo 0000000000 0O

Resolver ejercicios de cambio de base.

Analizar los espacios vectoriales infinitos mas comunes con sus operaciones usuales.
Describir y ejemplificar cada una de las cuatro propiedades del producto interno.
Explicar cudl es la importancia del producto interno.

Comprobar cuando un conjunto es un espacio vectorial con producto interno.

Definir una base ortonormal.

Explicar la importancia de las bases ortonormales.

Definir el producto interno para funciones y resolver problemas.

Describir el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt para funciones.

Disenar espacios vectoriales infinitos con producto interno.

Explicar cuando n funciones son linealmente independientes y linealmente dependientes.
Obtener las proyecciones entre funciones.

Explicar qué es la proyeccion ortogonal.

Destacar la relacion que existe entre las aproximaciones y las funciones ortogonales.
Probar cudndo un sistema de funciones son ortogonales con funcién de ponderacién en [a, b].
Analizar cual es la importancia de una base en un espacio vectorial.

Utilizar el paquete Matlab para resolver ejercicios de los temas revisados en el capitulo.
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Introduccion

Con base en el objetivo general del texto respecto de las estructuras algebraicas, en el capitulo 6 se inicia el estudio de los espacios
vectoriales, el cual contintia en este capitulo; pues, para una mayor comprension del tema, lo dividimos en dos partes. En la primera
revisamos los espacios vectoriales con dimension finita (véase capitulo 6), donde resulta mucho mas sencillo hablar acerca de los
conceptos basicos de un espacio vectorial, asi como demostrar las bases tedricas de estos espacios. En la segunda parte, que representa
este capitulo, nos referimos a los espacios vectoriales con dimension infinita, ademas del problema de diferentes bases para un mismo
espacio vectorial (cambio de base), 1a justificacion tedrica sobre los sistemas de ecuaciones lineales y la busqueda de mejores bases o
bases ortonormales. En sintesis, el presente capitulo, aunque de apariencia tedrico, presenta un panorama de aplicacion de los espacios
vectoriales, ademas de mostrar parte de su alcance tedrico. En esta ocasion, varios de los resultados importantes se presentan sin la
demostracion correspondiente debido a la complejidad de la misma, lo cual produce que se salga de los objetivos del texto.

En los espacios vectoriales revisados en el capitulo 6 no aparecen las funciones, sobre todo las funciones continuas. La razon es
que estas forman un espacio vectorial que se diferencia de los vistos en cuanto a su dimension; es decir, esta no es finita. Pero, antes de
iniciar de manera formal su estudio, revisemos un poco de la evolucion de los resultados del algebra lineal.

En el capitulo previo se hace una division en dos etapas del estudio inicial de los espacios vectoriales. En tanto, en este capitulo
abordamos una tercera etapa, que podemos ubicar entre 1830y 1960, periodo en el que se obtiene otro importante avance en el estudio
de los espacios vectoriales. Podemos decir que los mas importantes avances se lograron con los trabajos de Sylvester en 1884, fecha
en la que escribe sobre el concepto de nulidad de una matriz cuadrada A. Las investigaciones de Sylvester, Cayley y Charles Hermite
(1822-1901) siempre estuvieron dirigidas hacia la busqueda de invariantes de matrices, es decir, propiedades que no cambian bajo
ciertas transformaciones; una de estas es la nulidad.

Por otro lado, el desarrollo de los espacios vectoriales de funciones se debe a la construccion de los espacios con dimensiones
infinitas, hecho iniciado por el matematico francés Henri Leon Lebesgue (1875-1941) y mas tarde formalizado por los matematicos
polaco Stefan Banach (1892-1945) en su tesis doctoral de 1920 y aleman David Hilbert (1862-1943). En aquella época, el algebra y
el nuevo campo del analisis funcional empezaron a interactuar, en particular con conceptos clave como los espacios de funciones
p-integrables y los espacios de Hilbert. Ademas, en aquel tiempo, iniciaron los primeros estudios formales sobre espacios vectoriales
de dimensiones infinitas.

Los siguientes avances en la teoria de espacios vectoriales provienen del anali-
sis funcional, en especial de los espacios de funciones, debido a que en esta parte de
las matematicas se requeria en mayor medida resolver problemas sobre la rapidez
de convergencia de los diferentes métodos de aproximacion.

Nota

En matematicas, por variedad enten-
demos al objeto geométrico estandar

que generaliza la nocion intuitiva de
curva (1-variedad) y de superficie (2-variedad) a
cualquier dimension y sobre un cuerpo, que no
forzosamente es R. No debemos confundir las
variedades con el concepto clasico de R”. Por
ejemplo, una recta y una circunferencia son del
mismo tipo 1-variedad.

Este concepto queda fuera de los objetivos del
texto, pero es oportuno mencionar el siguiente
comentario para hacer patente su importancia.
En 1904, al estudiar las variedades de dimension
3, Henri Poincaré descubri6 uno de los proble-
mas mas célebres de la teoria de las variedades: la
conjetura de Poincaré: “La esfera tridimensional,
también llamada 3-esfera o hiperesfera, es la tni-
ca variedad compacta tridimensional en la que
todo lazo o circulo cerrado (1-esfera) se puede
deformar (transformar) en un punto”.

Esta conjetura fue demostrada por el mate-
matico ruso Grigori Yakovlevich Perelman en
2003 y validada en junio de 2006.

En la actualidad, con los espacios vectoriales de dimension infinita se amplian
las aplicaciones en otras ramas de la matematica, la ciencia y la ingenieria. Hoy
dia se utilizan en métodos como las series de Fourier, para las rutinas modernas
de compresion y depuracion de imagenes y sonido y para proporcionar el marco
tedrico para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en problemas
de propagacion de ondas, entre otras. Ademas, los espacios vectoriales infinitos fa-
cilitan una forma abstracta, libre de coordenadas, para tratar con objetos geométri-
cos y fisicos, como tensores, que a su vez permiten estudiar las propiedades locales
de “variedades” mediante técnicas de linealizacion.

Uno de los tltimos avances mas sobresalientes en este siglo acerca del tema
fue propuesto por el matematico ruso Grigori Yakovlevich Perelman (n. 1966), en
2003 y validado en junio de 2006, el cual se refiere a la demostracion de la conjetura
de Poincaré.

A continuacion se detalla la forma en que desarrollamos el presente capi-
tulo. Primero, revisamos el problema de tener varias bases en un mismo espacio
vectorial y como cambiar las componentes de un vector de una base a otra. En
segundo lugar, tratamos en forma breve las principales propiedades del conjunto
de soluciones del sistema Ax = 0. Ademas, estudiamos con detalle el nucleo, la
nulidad, el recorrido y el rango de una matriz. En tercer lugar, desarrollamos el pro-
ceso de ortonormalizacion de vectores para construir espacios vectoriales con base
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ortonormal. Para finalizar, ampliamos los conceptos a los espacios vectoriales infinitos, con lo que se formaliza el producto interno y
las bases ortonormales como una aplicacion que resulta de suma importancia para los espacios vectoriales.

Bases de un espacio vectorial finito

Hasta el momento, en los ejemplos revisados y ejercicios propuestos se ha tratado el problema de probar si un conjunto de vectores
dados forma o no una base del espacio vectorial del que provienen. Ademas, el problema se puede ampliar para dar respuesta a las
preguntas: ;como construir una base de un espacio vectorial dado?, y si existen varias bases, ;como determinar y elegir la mejor?

De los cursos basicos de matematicas se conoce que siempre que se define un nuevo conjunto, uno de sus principales problemas a
resolver consiste en probar si este es diferente del vacio y si los elementos que lo constituyen son unicos. En esta seccién damos respues-
ta a ambas preguntas acerca de la existencia y la unicidad del conjunto de vectores que conforma una base para un espacio vectorial.

Base estandar o canodnica

En el capitulo 6 se revisan de manera breve los espacios vectoriales finitos que pueden construirse mediante un conjunto de vectores
que cumplen dos condiciones; a este conjunto se le conoce con el nombre de base. En este momento, la forma en que se han propuesto
los espacios vectoriales finitos (diferente del espacio vectorial trivial), como n-éneadas ordenadas, resulta que la pregunta a la existen-
cia de una base es facil de contestar si hacemos referencia a la base que denominamos estandar.

Definicion 7.1

Base estandar. Sea 7 un espacio vectorial con dim(¥") = # finita; llamamos base estandar o base canonica al con-
junto de vectores que denotamos por €, €,,..., €, € V, tales que la componente en la posicion del subindice vale 1y
fuera de esta vale cero.

En la definicion 7.1 se tomd en cuenta el hecho de que un espacio vectorial ¥ finito con dim(¥') = n se puede construir con vectores
que tienen # componentes cada uno. Ademas de poder utilizar el teorema 6.1 y la posicion de las componentes del vector, es posible
establecer en una correspondencia biunivoca con 1, 2,..., n. Entonces, un espacio vectorial finito diferente del trivial siempre tiene una
base estandar, por lo que la existencia de esta queda resuelta.

Las bases canonicas para los espacios vectoriales revisados hasta este momento son:

Q Base estandar para R”: e, =(1,0,...,0), ¢,=(0, 1,...,0),...,€,= (0, 0,..., 1).

O Base estandar para P (v): e, =1,¢,=x,...,€, ., =x"
10 0 01 -0 00 0
O Base estandar para M, : e, = 0 0 0 €, = 0 0 0 o€, = 0 0 0
00 0 00 -0 00 1

El conjunto de vectores €, €,,..., €, € V'si forma una base de V.

Demostracion

Sin pérdida de generalidad por el teorema 6.1, probamos que se cumple para R”; pero esto resulta de manera directa,
ya que det(e,e,,... € ) =1#0.
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La base estandar es la mas simple y, por tanto, resulta muy sencillo representar cualquier vector de ¥ como una combinacion lineal
de su base estandar:

ne 1 — n —
Q EnR"Siv=(v,7,,...,v) €R" entonces v=ve, +ve, + - +ve .

Q En P (x):Sip(x)=ay+ax+---+ax"e€P (x), entonces p(x) = ae, +ae,+---+ae, .

4y 4 a,,
QFEnM :SiA= b In Y lem entonces A=q, e, +a,.€.,+--+a e
mn* . . . mn 11711 12712 mn mn’
aml am2 amn

Bases candnicas

Representar cada vector como una combinacion lineal de la base estandar.
1. V=M,

Solucion

Partimos de la estructura general que tienen todas las matrices 2 x 2:

a b =a 10 +b 01 +c 00 +d 00 =ae, +be,+ce, +de,,, cona,b,c,deR.
c d 00 00 1 0 0 1
v e e e e

Gl €12 €1 €2
2. V=R?
Solucion

Partimos de la estructura general que tienen todos los vectores de R?:

(x,)=x(1,0)+ y(0,1) = xe, + ye,, conx, yeR.
TS
3. V=P(x)
Soluciéon

Partimos de la estructura general que tienen todos los polinomios:

P()=ay+ax+ax’=ae +ae,+ae,congeR, i=0,1,2.

S /

Con respecto a la unicidad, en esta seccién vemos que existe infinidad de bases que definen al mismo espacio vectorial.

Propiedades de una base

En este apartado agregamos algunos resultados importantes sobre una base, que no fueron presentados en el capitulo anterior, en
alguna de las modalidades: ejemplo, ejercicio o teorema.

Sea V' un espacio vectorial y B= {v,, v,,..., v} una base de V, entonces para cualquier v € V' su representacion en
combinacion lineal de vectores de B es tinica.
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Demostracion

Sabemos que B es una base de V, entonces cualquier vector de ¥ es generado por B. Es decir, existen escalares
Cpy Cyyeevy €, tales ques oV, + 6V, + -+ eV = V.
Ahora, supongase que existen otros escalares d,, d,,..., d, tales que:
dv,+dy,+--+dyv =v si se restan ambas expresiones
(c,=d)v,+(c,=d)v,+---+(c,—d )v,=0.

Pero un sistema homogéneo solo tiene solucion trivial cuando los vectores pertenecen a una base, entonces ¢, — d,=0
paratodai=1,2,..., n

Sea V' un espacio vectorial con dim(V') =#n >0y v, v,,..., v, € V vectores independientes, entonces los vectores
forman una base de V.
Demostracion

Sabemos que los vectores son independientes, falta probar que V= Gen{v,, v,,..., v, }.Supdngase que v € /'y que no
es una combinacion lineal de los vectores, esto quiere decir que no existen escalares ¢, c,,..., ¢, tales que el sistema
€V, + ¢V, + -+ ¢V =V, sea consistente.

Como dim(¥') = ny los vectores pertenecen a ¥/, entonces deben tener # componentes, esto equivale a decir que
el sistema anterior es cuadrado. Pero, por ser los vectores independientes el determinante del sistema es distinto a
cero, esto implica que el sistema si tiene solucion y es tinica. Por tanto, se concluye que v e Gen{v,, v,,..., v } ylos
vectores forman una base de V.

Con respecto a la unicidad de una base tenemos que esta no se cumple.

Sea V'un espacio vectorial finito con dim(¥7) =7 > 0, entonces tiene una infinidad de bases.

Demostracion

Sabemos que ¥ tiene la base estandar, entonces B= {c€,, ¢,e,,..., c,€,} conc,€R — {0} parai=1, 2,..., n también es
una base y diferente a la estandar.

La pregunta que en este momento surge es: si un espacio vectorial ¥ no trivial tiene infinidad de bases, ;como saber qué base conviene
utilizar en un problema particular? Ademas de la pregunta anterior, también podemos preguntarnos, ;es posible hacer cambios de
base? Las respuestas a estas preguntas se ven en los apartados siguientes.

Cambio de base

Para iniciar, lo primero que debemos hacer es entender y establecer la notacién que facilite el desarrollo del tema cuando tenemos un
espacio vectorial y diferentes bases que lo representen.
Q Bases

Para diferenciar una base de otra, la denotamos con un subindice; esto es: B,-base 1, B,-base 2, etcétera. En el caso de la base estan-
dar la denotamos por B,

Q0 Matriz de la base

Con frecuencia vamos a utilizar la matriz que se forma con los vectores de la base, si B= {v,, v,,..., v, } es la base. La matriz cuyas
columnas son los vectores de la base (v,v,,..., v,) la denotamos por B y si la base tiene un subindice a la matriz también le ponemos



Algebra lineal

el mismo subindice. Por ejemplo, si la matriz de esta base es B, = {vl :[ 11 J, v, :[ (1) j} , entonces la matriz de esta base es

B1:(V1V2):( _11 (1) ]

Representacion. Cuando un vector se encuentre expresado en términos de una base B, lo denotamos por (v),. Esto significa que
(M= v, +6V,+ - +cv . Donde B={v,,V,...,V } yc,C,..., c,€R; porel teorema 7.2, los coeficientes son unicos para cada v e V.

o N

Sea V:Rzylasbasesde V BI:{VI:[ _11 ],VZZ[ (1) ]} y Bzz{ulz[ ; J;uz :[ i ]}

(Qué entendemos cuando un vector esta representado en alguna de las bases? Por definicion de base de ¥, tenemos que todo
vector se puede representar como una combinacion lineal de los vectores de la base. Por ejemplo, la notacion de representacion

en alguna base es:

5 ] _
Q =5v, - 3v,.
[ -3 B

1

Con la notacion propuesta podemos iniciar una parte del planteamiento general de esta seccion.

T B N

Con la informacion del ejemplo 7.2 y el vector v = ( f ] ev.

a) Representar el vector v en cada una de las bases dadas.

b) Comprobar que las dos representaciones obtenidas son equivalentes.

Solucién
a) Para cada caso se plantea el sistema de ecuaciones:

/ N ™\
Para la base 1: Para la base 2:

(sl ) ] e 4

Si se resuelve el sistema con la inversa: Si se resuelve el sistema con la inversa:

SHETEHEEHE) L T s k)

2

. AN /
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Entonces, el vector v se puede generar en cada base: (V) 5 = [ ‘;“ ] y la base (v) 5, =[ _31 ] )

b) La comprobacion de que las dos representaciones anteriores son equivalentes, es decir que resulta el mismo vector, se
realiza de una forma muy sencilla. Si se desarrollan ambas representaciones debe resultar el vector con sus componentes
originales y ambas deben coincidir:

{3 memenl M3 )
{3 ) ool 32

Por tanto, en este ejemplo verificamos que en efecto el vector no cambia al representarlo en otra base.

S /

En este momento estamos en condiciones de generalizar el ejemplo anterior, aun mas de plantear el problema: ;como cambiar un
vector de base? Es decir, si un vector v € V' esta en base B;, como pasarlo a base B,. Para esto veamos la siguiente definicion:

Matriz de transicion. Sean B, y B, dos bases del mismo espacio vectorial ¥, llamamos matriz de transicion a
la matriz que hace posible el cambio de una base a otra. Esta matriz la denotamos por P, y en caso de querer espe-
cificar el cambio de base se pone un subindice PBl By lo que representa la matriz de transicion de la base B, a la base
B,. Es decir, si v € V estd en base B, y queremos representarlo en base B,, esto se denota por:

V)5, =PV, 0(V)5, =Py 1, (V).

Sean B = {v,V,,...,V,} yB,={u ,u,,...,u } dos bases del espacio vectorial /'y v € V' esta en base B,, entonces PB1 5
se encuentra:

B,B)~ AP, )y (V) =Py 5 (V).

Antes de pasar a la demostracion, veamos qué dice el teorema 7.5. La matriz de transicion de base B, a base B, se
obtiene al presentar la matriz ampliada de las bases. Donde la parte izquierda es la matriz de la base a la que
se quiere llegar, B,, y la parte derecha la matriz en la que esta el vector, B,. Después, se realizan transformaciones
entre renglones hasta obtener la matriz identidad en la parte izquierda (en el lugar de B,), entonces la matriz que
quede en la parte derecha (en el lugar de B)) es la matriz de transicion. Este procedimiento se utilizo en el capitulo 1
para calcular la matriz inversa por reducciones gaussianas.

Demostracion

Para encontrar la matriz de transicion tenemos que representar cada vector de la base dada B, en términos de la nue-
va base B,. En general, para el vector v, asi tenemos que existen escalares ¢, c,,..., ¢, tales que:

cuy teu,+ -+ u =v, = Be=v,parai=1,2,..,n (7.2.1)



Algebra lineal

Es decir, para representar cada vector v, en la nueva base tenemos que resolver un sistema de ecuaciones (7.2.1),
Cit
donde el vector de incOgnitas es ¢, =| : |. Los 7 sistemas que tenemos que resolver son:

C.
in

B,c, =v, al pasar a la matriz ampliada (B, | v)

B,c,=v, al pasar a la matriz ampliada (B, | v,)
Notese que en cada matriz ampliada se realizan las mismas transformaciones para llegar a la matriz identidad, en-
tonces podemos hacer las transformaciones con una sola matriz ampliada:
- * * * *_— -
(B2|v1 |v2 ... |vn) (I|v1 |v2 ... |vn), convi—(vi)Bz, i=1,2,...,n
Donde, si se quita la barra entre los vectores tenemos la matriz de la base B,, de lo que resulta:
®,/B)~|p, ).
Por construccion de P, , , se concluye:
182
(V)BZ = PBIBZ(V)BI

o - N

Sea V= RR? con las bases del ejemplo 7.2, B, :{[ 11 ],[ (1) ]} y B, :{ ; ),[ 1 J} . Determinar:

1. La matriz de transicion PB1 By

2. La matriz de transicion P BBy

Solucion

Si se utitliza el resultado del teorema 7.5.

1. Para la matriz de transicion PB1 By tenemos:
1 1|1 1 1|1 0 1 1|11 0 1 0(-2 1
(B,B))= 0. ‘ ~ ~ ‘ .
2 1(-1 1 0 -1[-3 1 013 -1 0°1]3 -1
Ry->Ry-2R, Ry=(-1)R, Ry>R-R,
Por tanto:
_ =2 1
F, _[ 3 —1]

Si comprobamos que se satisface (v)B2 = PB1 Bz(v)Bl’ con los vectores del ejemplo 7.3:
(v)=_21 2:—4+3:—1'

B3 a3 6-3 3

1 of1 1| [r1 0‘1 1
-1 1]2 1 01(3 2)

Ry Ry+R

2. De igual manera para P B8y

(BI|B2):[
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Por tanto:

|11
PBZBI_[3 2]

Al comprobar que se satisface (V) 5, = PBz Bl(v) 5, CON los vectores del ejemplo 7.3:

(v)31=[§ ;][ _31]:[:;2J:(§]'

S /

Después de revisar el ejemplo anterior, podemos observar que las matrices de transicion se obtienen a partir de las matrices que se
forman con los vectores de la base, como se establece en el siguiente teorema.

Sean B, y B, dos bases del espacio vectorial ¥, con base estandar B, entonces:

L. P, ;=B 2. PBEBIZB{I
3' PBlBZ = B2_1B1 4 PBZBI = P_B}IBZ y ViCeVersa.
Demostracion

Se concluyen casi de manera directa del teorema 7.5.

Para PB1 i
(4
Como sabemos B, =1, entonces del teorema 7.5, (B, | B)=( | B,); donde P 5,5, B,. Es decir, obtuvimos que siv e V/
e
y estéa representado en base B, entonces:

V)5, =BV,
Para P, "

De igual manera (B, |BE) = (B, |I), pero esto representa el célculo de la inversa de B,, entonces (I|B1‘1); donde
P, 5= B;. Es decir, obtuvimos que si v € V esta representado en base B, entonces:
(V)Bl = Bfl(v)ge
Para P 515,
Sea v € V'representado en base B,, primero lo transformamos a base estandar (v), =B ,(v) B, Ahora el vector en base
(4
estandar lo pasamos a base B,

(V)5 = BEI(V)BE = B2*1B1(v)}5,1 =Py, = B,'B,

Para P o5y

Se concluye directamente de la inversa:

P_B}IBZ = (BZ_IBI)_l = BI_IBZ = PBzEl

Resolver el ejemplo 7.5 con el uso del teorema 7.6.

Solucion

Utilizando el resultado del teorema 7.6:
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e N B
-1 -1
o | 11 1 0 Cpp | 10 11
Pslsz_ 2]?’1_[2 lj [_1 1] PBZBI_ 1 2_[_1 1] (2 1]
_ 1 ool |21 _Lfro )t f11
-2l 2 1 )l =11 3 -1 ) -0l1 1)\ 21 32)
\ J J
Notese que se cumple (P, Bz)_l =Py,
-1
2 1| _ 1[-1 1) (11
3 -1 2-30 -3 22 32 )
. %
Ejemplo 7.6 ~N

Sea V' =R?y las bases de V: B = {[ (1)

Comprobar los resultados obtenidos.
Solucion

Al utilizar los resultados del teorema 7.6:

Mientras que:

P

e

1 2|10
3 5|01

Ry>R,~3R,

(BIBE)=[

Comprobacion

Vil

N

B:B‘lz[

Con los resultados encontrados se sabe que (e;), =

-
]_1

1 2
35

le‘l
0-1-31

Ry=(-D)R,

Coincide con la matriz de transicién encontrada antes.

[_5] y(ez)B:[ 2 ] . Entonces:
3 B -1 B

(—5)@+(3)@=@ y 2@“‘”@:@'

V) G

0

1
3

1 2
35

_ 115
5-6\ -3 1

La matriz P, 5 también se puede obtener si se utiliza el teorema 7.5 con la matriz ampliada:

H

|

2

H

1210N10‘
0°1[3 -1 001
RPR-2R,

Vil

=5 2

3

)

=l

)

&

=5 2

)

], [ g j} . Encontrar las matrices de transicion P, 5y PBBE.

Con los resultados anteriores, podemos establecer dos métodos para hacer cambio de base.
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Método para hacer un cambio de base

Sea V'un espacio vectorial con B, y B, dos bases de V; entonces, el cambio de base de un vector v € V' que estd dado

en base B, a base B, se obtiene de:

Donde la matriz de transicion P 515, S puede calcular de dos formas que son equivalentes:

Forma 1: (B,|B,) ~ (| Py 5):
Forma2:P, , =B;'B,

337

N

A continuacion revisamos varios ejemplos sobre cambios de base.

e
Sean las bases B, = {u; = (3, -2), u,= (1, -1)} y B, = {v, = (-3, -1), v, = (=2, -1)}.

1. Determinar la matriz de transicion de la base B, a la base B,.

2. Sise sabe que (v)Bl =(2, 3), determinar (V)Bz’ con el uso de la respuesta del inciso anterior.

Solucion

Al utilizar el método anterior.
1. Con la forma 1, escribimos la matriz ampliada, (B, | B,) y hacemos reducciones entre renglones:

3231 ) (@ =21 | [@ 12|t ) (1 1]2]1) _[@o]|-7]|-3
® 12(1) {3 2|3]1 3 2031 ) Loajofla) (oit|o |4 [

9
Rib(-DR; Ry5Ry 43R,

RiPR-R,

Ri2R,

Entonces, tenemos:

(3 Jesmeten, o e 3

(v)BI, si sustituye valores se tiene:
=7 3 2 || -14-9 |_| =23 |_| %
(V) = = = =
2 9 4 3 18+12 30 q,
Comprobacion

Como se sabe que (v) 5 = 2,3) 5 ENEMos la combinacion lineal:

111 112 v

2. Se sabe que: (V)Bz = PB1Bz

Por otro lado, con (v) 5, SC obtiene el vector generado, ¢,v, + ¢,v, = v, que representa:

_23@+30@ GJ

Vil V9)

Como el vector generado es el mismo, esto indica que ambas respuestas coinciden.

N
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premm—_

Sean las bases:

Solucion

1

2
-3
-4

B] = {ul = (31 5» _1)7 u2:(07 17 _1)7 u3:(2a 17 0)}
B2= {vl =(27 _3a _4)$ V2=(1, _17 l)y v3 = (la ly 1)}

La matriz de transicion P de la base B, a la base B, es:

a) Determinar la matriz de transicion de la base B, a la base B,.

a) Escribiendo la matriz ampliada (B, | B,) y realizando el escalonamiento:

1/13]0]2 -1 0 2|8 |1]3
-1 1|51 |1 |~ -3 -1 1|[5|1]|1 |~
1]-1]1-1]0 -4 1 1|-1|-1/|0
Ri->R+R,) Ry (-1)R
2| -8 |-1|-3 1 0 -2|-8|-1|-3
S5|-19|-2(-8 |~ 01 5 [19|2]| 8
-7-33|-5|-12 0 0 -12|-52|-7|-20
Ry5Ry+R, Ry->(-1/12)R,
Ryb(-1)R,
TIEERE 2
316 |3 3
8| 11 1 8
1 0|—=|-——|-= =l == | =
3712 |73 |7 W | 5 (Mg,
o 2|12 13
3112 |3
2 11
3 6 3
8 11 1
o8| o= o= ==
Bi2 3 12 3
137 s
3 12 3
b) Se sabe que: (V)B2 = PBI BZ(V)BI, si sustituye valores se tiene:
2 11 PR
3 6 3 3 2
8§ 11 1 11
V), =| -—— —— —= -3 [=| -8+—-1 |=
™, 3 12 3 33 4
ER 505
3 12 3 4

—4

b) Si se sabe que (v)B1 =(3, -3, 3), determinar (v)B2 usando la respuesta del inciso anterior.
c) Comprobar los resultados.

1 0 -2/-8|-1]-3
3 -1 1511
1 1 ]-1]-1]0
RyPRy+3R,
R3}—>1€3+4R1
10 -2|-8]-1
o1 5(19(2
00 m|B|L
311
Ry-Ry~5R,
Ri-R+2R,
1 1
6 3
11 1
12 (), 3
7 Bl
12 3
S
2 ql
B
4 2
65 | L%
4
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N

Comprobacion
Como se sabe que (V)B1 =(3,-3, 3)=(k,, k), k,), se puede obtener el vector que es generado:

ku, +ku, +ku,=v

3 0 2 15
Al sustituirse tiene: 3| 5 |-3| 1 |+3| 1 [=| 15
-1 -1 0 0
u u, u3 v
Ahora, con (V) 5, S€ obtiene el vector generado, que debe ser igual al anterior, esto es:
GV T4V, TGV Y
Al sustituir se tiene: — 23 B 11 + 6 } = 15
5l - 4l - 4 5
—4 1 1 0
v vy V3 v

Como el vector generado es el mismo, esto indica que ambas respuestas son correctas, puesto que el inciso b) se resolvio con la
respuesta del inciso a).

/

e —

Sean las bases: B, = {u, =(9,-9,-2),u,=(3,7,-2),u,=(6,4,-12)} y B,= {v, = (-1, 3,4), v, = (2,0, -1), v, = (1, -5, -2)}.
a) Determinar la matriz de transicion de la base B, a la base B,.
b) Si se sabe que (v) 5, = (-1, 1, 2), determinar (v) 5, empleando la respuesta del inciso anterior.

¢) Comprobar los resultados.

Solucion
a) Primero se escribe la matriz ampliada (B, | B)) y se realiza el escalonamiento:

-1 2 119]3]| 6 1 -2 -1(-9|-3| -6 1 =2 -1|1-9|-3|-6
3 0 5/-9(7|-4 |[~*3 0 -5|-9[7|-4 |~ 0 6 -2|18(16|14
4 -1 -2|-2|-2|-12 4 -1 2|-2|-2|-12 0 7 2|34]|10]12

RiS(-DR, Ryi5Ry-3R, RyPRy-R,
Ry Ry-4R

1 2 -1{-9|-3|-6 1 2 -1|{-9|-3|-6 1 2 -1{-9([-3[-6
~0 6 2181614 |~ 01 4|16|-6(-2 |~ 0 1 4 |16 |-6|-=2

0 1 4]16]/-6|-2 0 6 -2|18[16 |14 0 0 -26|-78|52]26
Ry2R, Ry>Ry-6R, Ry(-1/26)Ry
1 2 -1 [EEEEEEs 1 2 0|-6|-5|-7 1 00(2{-1|-3
~0 1 416162 |~ 01 04|22 |~ 01 0(4|2]2
0 0 (1 |3]|-=2|-1 00 113 ]-2|-1 0 0°1)3|-2]-1
Ry-R,-4R, R-R +2R,

Rl »—)Rl +R3

~
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Por tanto, los vectores en base B, y la matriz de transicion PB1 5, SOM:

2 -1 -3 2 -1 -3
(ul)BZ - 4 ;(uz)BZ - 2 ;(113)32 - 2 ;PBle =1 4 2 2
3 -2 - 3 -2 -1
b) Se sabe que (V)B2 = PBl BZ(V) By al sustituir valores se tiene:
2 -1 31 [ 2-1-6)[-9)|%
(V)Bz =14 2 2 1 |=| -4+2+4 || 2 |5| 4,
3 2 -1 2 -3-2-2 =7 g,

Comprobacion
Como se sabe que (V) 5, = (=1, 1, 2) = (k,, k,, k,), se puede obtener el vector que es generado:

ku, +ku, +ku,=v

9 3 6 6

Al sustituir se tiene: (-1)| —9 [+(1)| 7 [+@)| -4 |[=| 8
-2 -2 -12 24

111 112 ll3 v

Ahora, con () 5, S€ obtiene el vector generado, que debe ser igual al anterior, esto es:

GVt Y, T 45V5= Y

-1 2 1 6

Al sustituir se tiene: —=9| 3 (+2| o0 |-7 -5 |=| 8
4 -1 -2 -24

v \) V3 v

Como el vector generado es el mismo, esto indica que ambas respuestas son correctas, puesto que el inciso b) se resolvid al

/

emplear la respuesta del inciso a).

pre—

Sean las bases:
B ={A 4 0 B= -3 -1 C= 1 7 D= 1 4
-3 -1 8 1 -1 2

-1 2
B,=E= 11 F= 1 -1 G= 2 -1 H= 0 3
11 0 1 0 1 4 1
Determinar:

a) La matriz de transicion de la base B, a la base B,.
. _| 2 =2
b) Si se sabe que (V) 550 5 4 | calcular (V)Bz.

¢) Comprobar los resultados.
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Solucion

a) Al utilizar el teorema 6.1, escribimos la matriz ampliada (B, | B,) y realizamos el escalonamiento:

1 1 2 0|4|-3|1]|1 1 1 2 0|4 (|-3|1]1 1 1 2 0(4(|-3|1]1
1 -1-13|0(-1|7|4|(_|0-2-33|4|2|6(-5|_ | 0= -24(-5{0]|7|-2
1 0 0 4|-1{-3[8]|-1 0 -1 -2 4|-5(0(7(|-2 0 2 -3 3|-4|2|6|-5
1 1 1 1|2|-1|1]2 0 0 -1 1]-2]12]0]1 0 0 -1 1]-2]12(0]1

RyPR,-R Ry2R, Ryb(-DR,

RybRi-R)

RyR,-R
1 1 2 0]4|-3|1]|1 11 2 04 |-3|1]|1 1 1 2 0 (4]|-3|1]1
01 2 4|5(0|-7{2 | |01 2 4|5/[0]|=-7]|2 012 —4(5|0]|-7]|2
0 -2 -3 3[-4|2]|6]|-5 00 1 -5[6]2]|-8]|-1 001 -5|6]|2|-8|-1
0 0 -1 1]=2]2|0]1 00 -1 1(=2]2[0]1 00 0 -4(4]4]|-8]0

Ry Ry 2R, Ry=R,+Ry %, H[_ i )R4
1 12 0(4]-3]1]1 1 1 204 |-3[1]1 110023 (|-3|3
012 —4|5|0|-7]|2 01201 (4(1{2 | |0100[-1]2|-3|4
001 -5[{6]2|-8|-1 001 0)1 |-3[2{-1 001 O0(1([-3]2]-1
000 1 |=-1|-1/21]0 000 T1|-1|-1]2]0 000 1{-1|-1]21]0

Ry Ry t5R Ry=R,~2R, RiPR-R,

Ry>R,+4R, R >R 2R,

Realizando la ultima transformacion obtenemos la matriz de transicion de base B, a base B,:

1 000(3(1]0]-1 3 1 0 -1
01 0O0|-1]2|-3|4 SP,, = -1 2 3 4
001 01 (|-3]2]|-1 2 =3 2 =l
000 1|-1|-1{2(0 -1 -1 2 0

A partir de las columnas de la matriz de transicion, tenemos los vectores de la base B, en base B,:
3 -1 1 2 0 -3 -1 4
A), = ;(B), = (C), = (D), = .
O e U N R S O

(V)Bz = PBle(V)B1

b) Se sabe que:

Al sustituir valores se tiene:

31 0 -1 2 6-2-2 2 %
W, =| 1234 2| 2-4-6e8 || 4 9,
> |1 =3 2 -1 2 246+4-2 10 g
-1 -1 2 0 2 -2+2+4 4 7,

Comprobacion

o ko k
Como se sabe que (V) B~ [ ; 22 J :[ /el k2 ] , se puede obtener la matriz que es generada:
3 %

kA+kB+kEC+ED=V
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18 8
18 12
v

4 0
2
A

-3 -1
-3 -1
B

1 7
8 1
c

1
=1
D

4

Al sustituir: 2[ N

e J-

Ahora, con (V)32 se obtiene la matriz generada, que debe ser igual a la anterior, esto es:

H

7E+¢F+q¢G+qH=V

Se sustituye: 2 L1y 1 -1 0 2 -1 |44 03 |2 18 8]
11 0 1 0 1

4 1 18 12
E F G H Vv

Como la matriz generada es la misma, esto indica que ambas respuestas son correctas, puesto que el inciso b) se resolvid al
emplear la respuesta del inciso a).

N

/

prem—— -

Sean las bases:
B ={p(0)=2-4x+2, px)=1+52, p,(x) =1 +x+3x%}
B, = {p,(x) = 15— 18x + 2642, p(x) = =5 + 6x — 32%, p(¥) = 10 — 11x + 4%}
Determinar:
a) Lamatriz de transicion de la base B, a la base B,.
b) Si se sabe que (p(x)) p, =2+ 4~ 242, calcular (p(x))BI.

Solucion
a) Al utilizar el teorema 6.1 escribimos la matriz ampliada (B, | B,) y realizamos el escalonamiento:

2 1 115 |-5]|10 1 5 3[2 (-3| 4 1 5 3|26(-3|4
-4 0 1|-18|6 |-11 |~ -4 0 1|-18|6 [-11 |~ O 20 13| 8 |-6|5 |~
1 5 3|2 |-3]| 4 2 1 115 |-5|10 0 9 -5|-37| 1|2
Ry2R, RyoR,+4R, Ry->20R; +9R,
Ry-Ry-2R,
1 5 3|26 -3 |14 17 85 0| 340 | 51 | -187
0 20 13(8 | -6 |5 |~| 0 340 O [1020 |340|-1020 |~
0 0 17|34|-34|85 0 0 17| 34 |-34| 85
RS1TR, -3Ry; RyH17R,-13R Rj54R R,
68 0 0| 340 |-136| 272 1 0 0|5|-2|4
0 340 0 (1020 340 |-1020 |~ 01 03| 1 |-3
0 0 17| 34 | -34 85 0 0 1(2(-2]|5
Rji5R /68 Ry>R,/340; Ry >Ry /17

De la ultima transformacion, obtenemos la matriz de transicion de base B, a base B; a partir de esta, resultan los vectores de
la base B, en base B,:

(p, (%)), =5+3x+2x>

5 -2 4 SR

PBZE1 =3 1 =3 |= (ps(x))B1 =-2+x—2x2

225 (2y(x)y, =4=3r+5¢
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N

b) Se sabe que:
(p(x))Bl =P BZBl(p(x)) B,

Al sustituir valores se tiene:

5 2 4 2 10-8-8 -6 4
(P(x))Bf 3 1 =3 4 |=| 6+4+6 |=| 16 |=| 9,
2 =2 5 =) 4-8-10 -14 g

Comprobacion

Como se sabe que (p(x))BZ =2+ 4x — 24%, se puede obtener el polinomio que es generado:
k1p4(x) + kzps(x) + k3p6(x) = p(x)

2(15-18x +26x2) + 4(=5 + 6x — 3x2) = 2(10 — 1 1x + 4x2) = —10 + 10x + 322

24() #5() 26(%) 2(5)

Ahora, con (p(x))B1 se obtiene el polinomio generado, que debe ser igual al anterior, esto es:

q,2,(%) + 4, 2,(%) + g5 p5(%) = p(x)

—6(2—4x +x2) +16(1+ 5x2) = 14(1 + x + 3x2) =-10+10x + 3242

(%) 2(%) (%) 2(5)

Como el vector generado es el mismo, esto indica que ambas respuestas son correctas, puesto que el inciso b) se resolvid al

emplear la respuesta del inciso a).

343

/

Ejercicios 7.1

1 Resuelva los siguientes ejercicios sobre las bases de un espacio
I vectorial.

1. UnabasedeR%*es B, = {v,=(1,-1),v,=(2,-1)}, siel vector

v =(3, 6) esta en base estandar.
a) Obtenga la representacion del vector v en base B,.

b) Sea B, otra base de R? y la matriz de transicion

| 1 -1
PBIBZ—[ 3 0 j,obtenga(v)Bz.

. UnabasedeR%es B= {v,=(1,-1,2),v,=(0,1,-1), v;=(1,

1,-3)}. Por otro lado, (v),= (-5, 2, 3) obtenga el vector v en
base estandar.

. Unabase de R¥es B, = {(1, -1, 1), 2,-1,0), (0, 1, 1)}, ade-

mas se sabe que (v)B,1 =(-3, 3, 4).

a) Obtenga el vector v en base estandar.

b) Sea B, otra base de R® y la matriz de transicion

-1 =2 2
PBIB2 =l 2 1 -1 |,obtenga (V)BZ.
1 2 1

. Sean dos bases B = {v, = (-1, 2, 1), v,=(0, -1, 3), v, = (1,

0,y B, = {u1 =(1, 2,-1), u, = (2,5, -1), u, = (3,4, -4)}
de R3.

a) Calcule la matriz de transicion de la base 1 a la base 2.

b) Si (V)B1 =(1, 1, -1), encuentre (v)Bz.

. Sean dosbases B,=1{(1, 2, 3),(2,4,7),(3,1,10)} y B, = {(1,

0,0),(1,1,1),(1,0, 1)} de R®.
a) Calcule la matriz de transicion de la base 2 a la base 1.
b) Si(v) 5, = (2, 4, 6) encuentre (V) B
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Con las bases dadas B, y B, determine lo que se pide en cada a) Determine la matriz de transicion de la base B, a la
inciso. base B,.
6. Sean B, = {(2,-8), (3,00} y B,= {(5, -4), (-3, 2)}. b) Sise sabe que (p), =5 +4x+ 342, calcule )3,
a) Determine la matriz de transicion de la base B, a la 9] Compruebe.que el polinomio p(x) generado con (p)Bl y
base B,. (£), €s €l mismo.
b) Sise sabe que (v), =(2,-5), calcule (v), . 10. Sean B, ={(2,5,0),(0,-1, 2),(3,0,-1)} y B,= {(1, 1, 1),
1 2
0,1,2),(3,-2, D}.
c) Compruebe que el vector v generado con (V) 5, Y (v)B2 es
el mismo. a) Determinar la matriz de transicion de la base B, a la
7. Sean B = {(1, 3,2), (2, 4, 2), (2,0, -1)} y B, = (0, 6, 5), base 5.
(3,-5,7),(-1,5,-8)}. b) Sise sabe que (V)52 =(5, 1, 2), calcule (v)Bl.
a) Calcule la matriz de transicion de la base B, ala base B,. ¢) Compruebe que el vector v generado con (V) 5, Y (V) 5, €
b) Si se sabe que (V) 5, = (2,-3,-4), calcule (V)BI. el mismo.
c) (iongpruebe que el vector v generado con (v)B1 y (v)B2 es L sipe 1 0 ) 3 01 10 .
el mismo. . ] J1 o o lor o o

8. Sea B, = {(3, 6), (2, 5)} y la matriz de transicion

n(33) S EH IS R

a) Determine los vectores de la base B;. a) Determine la matriz de transicion de la base B, a la
b) Si se sabe que (v) 5, = (1, -4), calcule (v)Bz. base B,.
c) Sorrrﬁggsbe que el vector v generado con (v)B1 y (V)BZ es b) Si se sabe que ( A)BZ _ [ g —51 J | calcule ( A)Bl'

9. Sean B, ={7-x,13-2x+ 2%, -2+ 5x - 627} y B,={5-3 c) Compruebe que la matriz A generada con (A)B1 y (A)Bz
+204, x4 4%, —1 + 247}, es la misma.

Aplicacion de los espacios vectoriales
a los sistemas homogéneos

En el capitulo 4 se revisan los sistemas de ecuaciones lineales como parte del algebra lineal que impulsé en gran medida el desarrollo
de esta area de las matematicas. Pero, el tema es tan importante que aun no hemos visto toda su relacion con los diferentes conceptos
que se revisan durante estos siete capitulos.

En el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales se observa que los sistemas lineales homogéneos, aunque sencillos, tienen
una gran importancia en el desarrollo del estudio del algebra lineal. En el capitulo 6 se retoman estos sistemas para ver el conjunto de
soluciones (algo fundamental); este conjunto resulta ser un espacio vectorial. Con varios ejemplos pudimos saber como determinar
una base del espacio vectorial de soluciones. Ahora, sabemos que puede haber infinidad de bases para representar al espacio solucion.

En esta seccion regresamos a estos conjuntos para enriquecer el conocimiento de la matriz del sistema homogéneo y su relacién
con el espacio solucion, filas, columnas de la matriz, ademas de las dimensiones de estos espacios vectoriales.

Nucleo y recorrido de una matriz

Es conocido que todo sistema de ecuaciones lineales homogéneo se puede representar en forma matricial como Ax = 0; ademas, en el
capitulo 1 se ve que las matrices estan definidas por un orden entre sus componentes, que nos ayuda a clasificarlas por su orden. Asi,
el sistema anterior, en su forma general, esta definido por el orden m X n, que significa que tiene m filas (ecuaciones) y # columnas (va-
riables). Esto indica que una matriz la podemos relacionar con los dos espacios vectoriales R” y R”. Esta relacion se puede establecer
con las siguientes definiciones.



Bases de un espacio vectorial finito e infinito R %)

Elementos de Ax = 0. Sea el sistema de ecuaciones lineales homogéneo Ax = 0, donde la matriz del sistema es de
orden m X n 'y el vector de incognitas x € R”, tamafio #. Entonces. llamamos:

Nicleo o kernel de A: Al conjunto que denotamos por MA) = {x € R” | Ax = 0} cR™.

Nulidad de A: A la dimension del ntcleo y lo denotamos por W(A) = dim(N(A)).

Recorrido de A: Al conjunto denotado por Rec(A) = {y e R | Ax = y para un x e R"} c R™,

Rango de A: A la dimension del recorrido y lo denotamos por p(A) = dim(Rec(A)).

De los aspectos que se establecen en la definicién 7.3, estd claro lo siguiente:

Q Para conocer cudndo un vector x, € R” pertenece al nucleo de la matriz, debemos sustituir el vector en el sistema Ax = 0. Si se
cumple que Ax, =0, entonces el vector x, pertenece al N(A); en caso contrario, no pertenece.

Q Para conocer cuando un vector y € R” pertenece al recorrido de la matriz, debemos resolver el sistema Ax =y. Si el sistema resulta
consistente, entonces el vector y pertenece al Rec(A); en caso contrario, no pertenece.

Q Esta claro que N(A) es un subespacio vectorial de R” y Rec(A) es un subespacio vectorial de R™.

T - N\
Dada la matriz A y los vectores correspondientes.
I =21 0
A=l 1 0 2 -1
2 410

1. Determinar si x,= (6, 3, 0, —6) 0 x, = (1, -2, 1, 0) pertenecen al nticleo de A.
Solucion

Sustituimos el vector en Ax = 0:

1 21 0 g 6-6+0+0 0
Ax,=| -1 0 2 -1 o |T| 6+0+0+6 |=| 0 Xy € N(A).
2 41 0 e 12-12+0+0 0
1
1 =21 0 ) 1+4+1+0 6
Ax,=| -1 0 2 -1 i =| -1+0+2+0 |=| 1 |~X, €NA).
2 41 0 . 2+8+1+0 11

2. Determinar siy = (1, -2, 0) pertenece al recorrido de A.

Solucion

Sustituimos el vector y resolvemos el sistema Ax =y; con la matriz ampliada (A | y) tenemos:

1 21 01 1 2 1 0]1
-1 0 2 -1{-2 |~ 0 -2 3 -1|-1
2 41 0]0 0 0 -1 0]-2
Ryi5Ry+R
Ry>Ry-2R)

Con la matriz ampliada en su forma escalonada, concluimos que el sistema si tiene solucion; por tanto, y € Rec(A).

N
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En este ejemplo se puede ver como comprobar si un vector dado pertenece al ntcleo o recorrido, seglin sea el vector. No obstante, el
problema de interés en realidad consiste en encontrar los vectores que generan al ntcleo o al recorrido, ademas de indicar cuales son
sus dimensiones.

/ N

Método para determinar una base de N(A) y Rec(A)

Sea A una matriz de orden m X n , entonces una base:

Q N(A): El nucleo se obtiene de la base del espacio solucion de Ax = 0. Es decir, los vectores que intervienen en la
forma matricial de la solucion.

O Rec(A): El recorrido se obtiene de las restricciones que deban cumplir las componentes de y para que Ax =y sea

consistente.
L %

T - N

Encontrar el nicleo, recorrido y dimension correspondiente, para la matriz del sistema homogéneo 4.21.

Solucion

En el ejemplo 4.21 del capitulo 4, la matriz del sistema es:

1
-1
4
4

N s = O
—_ L =

Entonces:

Para N(A): Se resolvio el sistema Ax = 0 y en este caso se encontrd que el sistema tenia solucion Unica, trivial. Es decir,
NA) = {0} cR3y »(A) = dim(N(A)) = 0.

Para Rec(A): Proponemos el vector y = (x, y, z, w) e R* y resolvemos Ax = y. Buscamos las restricciones en las componentes
de y para que el sistema sea consistente. En el ejemplo 4.21, la matriz ampliada del sistema (A | y) se llevo a su forma escalo-
nada, por tanto aqui solo vamos a seguir las mismas transformaciones con el vector y.

X 7 y oy 11 -1 y
N x| L x ol X N 01 1 X
z z z—4y ol z-4y+x 00 1 x—4y+z
w w w—2y | w=2y+x 00 0|2x—6y+z+w
Ver,  BPorD-ar LRSI RSN

BPerP-220 KDk 4rD

Asi pues, el sistema es consistente cuando:
Rec(A) = {y=(x, y, z, w) eR*| 2x— 6y + z+ w=0}

Entonces, hay que resolver 2x — 6y + z+ w = 0, una ecuacion con cuatro incognitas; esto quiere decir que tenemos tres variables
libres. Entonces, asignamos valor a w=2¢,, z=2t,y y=t,; con estos valores, la otra variable x queda fija. Al despejar esta variable
tenemos:

2x=-w—z+6y
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Representando la solucion en su forma matricial:

2x= 26, 21, +6t,

x -1 -1 3
y=t3 y 0 0 1
= = =t +t +t cont,t, t, eR.
y z=2t2 z 1o 2l 31 0 12053
w=2t, w 2 0 0
Por ultimo:
-1 -1 3
0 0 1
Rec(A) = , , A)=3
(A) 0 . o yp(A)
2 0 0
\_ J
T N

Encontrar el nucleo, recorrido y dimension correspondiente para la matriz del sistema homogéneo 4.22.

Solucion

En el ejemplo 4.22 del capitulo 4 la matriz del sistema es:

1 -1 1 -1
A=l 0 0 -1 1
1 -1 -1 1

Al utilizar el método:

Para N(A): Se resolvio el sistema Ax = 0 y se encontrd que el sistema tenia solucion multiple:

xl:tz 0 1 0 1
9 =6

272 L x=g 0 +t, 1 paratodoz,t, eR = N(A)= 0!
X, =1 1 0 ! 0
Xy =t 1 0 : ’

Es decir, N(A) es subespacio vectorial de R* con dimension w(A) = 2.

Para Rec(A): Proponemos el vector y = (, y, z) € R? para que Ax =y sea consistente. Para saber si el sistema es consistente se
propone la matriz ampliada del sistema (A | y), como la matriz del sistema ya se llevo a su forma escalonada en el ejemplo 4.22,
se van a seguir las mismas transformaciones, pero en este caso agregamos al vector y:

x 1 -1 1 -1 x

y |~ 0 0 1 -1 -y
Z—x 0 0 0 0|z—x-2y
BDor-r RPHRM-28D

NS R
2

PO

Por tanto, el sistema es consistente cuando Rec(A) = {y = (x, y, 2) e R®? | —x— 2y+2z=0}. O sea, tenemos que resolver x + 2y —z=0,
una ecuacion con tres incognitas, donde tenemos dos variables libres. Luego, asignamos valor a z=¢, y y = ¢,, con estos valores
la otra variable, x, queda fija. Al despejar a la variable x = z — 2y, representamos la solucion en su forma matricial:
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x=t -2, ¥ 1 ) 1 )
y=91 y=t, =y |=4] 0 |[+4]| 1 |cont,t,eR = Rec(A)=4¢| 0 || 1
z=t, z 1 0 1 0
Por ultimo:
pA)=2
_ /

Espacios fila y columna de una matriz

Como se dijo antes, una matriz también se puede descomponer en dos espacios; uno para las filas o renglones y el otro para las columnas.

Definicion 7.4

Renglones y columnas de A. Sea A una matriz de orden m X n, se denotan las filas o renglones de A por r}, 1,,...,
r, € R"y las columnas por ¢, ¢,,..., ¢, € R™. Entonces, llamamos:

Espacio de filas de A: Al conjunto R, = Gen{r,, 1,,..., 1, } CR".

Espacio de columnas de A: Al conjunto C, = Gen{c, ¢,,...,c } C R"

o - N
Dada la matriz A, obtener R, y C,:
1 0 2 1
A=l 01 3 2 | (7.3.1)
21 1 4

Solucion
Para mostrar los espacios fila o columna, solo tenemos que separar las filas y columnas:

R, =Gen{(1,0,2,1),(0,1,-3,2),(2, 1,1, 4)}

1 0 2 1
C,=Genil 0 [,| 1 |s| =3 || 2
2 1 4

N %

Podemos notar que los espacios de filas y columnas estan expresados con todos los vectores. No obstante, en los dos ltimos capitulos
se especifica que una de las caracteristicas deseables de un espacio vectorial consiste en expresarlo en términos de una base, como lo
explica el siguiente teorema.

Sea A una matriz de orden m X n'y A* su matriz escalonada, entonces una base

O para R, esta formada por los renglones de cualquiera de las matrices equivalentes en el proceso de escalonamien-
to que correspondan a los renglones pivote de A*.

O para C, esta formada por las columnas de A que correspondan a las columnas pivote de A*.
Q dim(R,) = dim(C,) = cantidad de pivotes que tiene A*.
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Demostracion

Al llevar a una matriz a su forma escalonada reducida, se emplean operaciones entre renglones, asi los renglones de
A* se obtienen mediante combinaciones lineales de los renglones de A. Como estas operaciones son invertibles, esto
hace que el espacio fila de A* sea igual al espacio fila de A. Asi, los renglones diferentes de cero en A* son siempre
L.I. y estos forman la base para el espacio fila de A (y de A*).

Para la base de C,, podemos continuar con las reducciones en la matriz A*, pero ahora entre columnas, y ast
tendremos que las tinicas columnas que no se anulan son las que tienen un elemento pivote. Entonces, en la base de
C, solo deben estar columnas de los pivotes de A*.

Por ultimo, las dimensiones de los espacios vectoriales para filas y columnas coinciden, ya que la cantidad de
filas y columnas diferentes de cero que resultan en la tltima matriz son iguales y corresponden a las componentes
pivote.

T N

Obtener una base de R, y C, para la matriz del ejemplo 7.15.

Solucion

Al transformar por renglones la matriz a su forma escalonada se tiene:

10 2 1 10 2 1 10 2 1
A=l 01 -3 2 [~ 01 =32~ 01 -32
21 1 4 01 -3 2 00 0 0
Ry-R,-2R) Ry>Ry-R, A*

Por tanto, del teorema 7.7 tenemos que una base para R, esta formada por los dos primeros renglones. Como los pivotes de la
matriz escalonada corresponden a las columnas 1y 2, entonces una base de C, estd formada por las dos primeras columnas de A:

Una base de R, = Gen{(1, 0, 2, 1), (0, 1, =3, 2)}.

1 0
Una base de C, = Gen 0o, 1
2 1
Por tltimo, tenemos que:
dim(R,) = dim(C,) = 2
- /
Supdngase que, para la base de C,, elegimos a las columnas de los pivotes, pero de A*, es decir:
Nota
Del teorema 7.7 te-
Coni legid base d _ ! 0 nemos que la base de
onjunto elegido como base de C, =Geny| 0 |,| 1 |- R, se obtiene de cual-
0 0 quiera de las filas de A que estén
en los renglones pivote. Mien-
Esta claro que esos vectores no podran generar, en este caso, a cualquiera de las cuatro columnas tras que la base de C, se obtiene
de A, porque todas estas tienen un componente diferente de cero en la tercera posicion, mientras solo de las columnas pivote de la
que ambos vectores del conjunto propuesto tienen un cero en esa posicion. Entonces, al restar, matriz original.

multiplicar y sumar entre estos componentes el resultado sera siempre cero.
A diferencia de la situacion anterior, la base de R, si genera al tercer renglon de la matriz A:

r,=02,1,1,4=2(1,0,2,1)+(0,1,-3,2).
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e —
Con la matriz A del ejemplo 7.14, obtener R, y C,.
Solucién
I -1 1 -1
Aprovechando que ya obtuvimos la forma escalonada: A*=| ¢ 0 (1 -1
0 0 0 0

Del teorema 7.7 resulta que una base para R, estd formada por los dos primeros renglones. Como los pivotes de la matriz esca-
lonada corresponden a las columnas 1y 3, entonces una base de C, esta formada por las columnas 1y 3 de A:

Una base de R, = Gen{(1, -1, 1, -1), (0, 0, 1, -1)}
1 1
Unabasede C, =Gen 4| 0 |,| -1
1 -1

Por tltimo, tenemos que:

dim(R,) = dim(C,) = 2
o

Relacion de N(A) y Rec(A) con R,y C,

Después de revisar los conceptos sobre una matriz, podemos notar que hay cierta relacion entre estos.

Sea A una matriz de orden m X n, entonces:

Q C, =Rec(A)
Q p(A) = dim(Rec(A)) = dim(C,) = dim(R,)

Demostracion
Para el primer punto utilizamos el hecho de que Ae, = ¢, es decir, cada columna de A resulta ser solucion de un
sistema de ecuaciones lineales. Entonces, por definicion de recorrido, la columna ¢, e Rec(A) para toda i=1, 2,..., n,
de donde C, c Rec(A).

Ahora la demostracion hacia el otro lado, sea y € Rec(A) un elemento cualquiera, entonces existe un x € R” tal
quey=Ax,perox=d.e, +de,+ - +de  condeRy {e} labase estindar de R”. Entonces:

y=Ax=A(de tde,+ - -+de)=dAe +dAe,+ - +dAe
=dc, +dec,+--+dc €C, = Rec(A)c C,.

Por ultimo, demostramos que C,  Rec(A) y Rec(A) c C,, entonces se concluye Rec(A) = C,.

Para el segundo punto, la primera igualdad es por definicién de rango de A, la tercera igualdad se concluye del
teorema 7.7. Entonces, la igualdad que tenemos que verificar es la segunda, pero esta resulta directamente del punto
anterior.

Antes de continuar, vamos a enunciar un teorema que muestra una relacion entre p(A) y »(A).
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Si A es una matriz de orden m X n , entonces:
p(A)+1(A)=n (7.3.2)
Demostracion

Como el rango de (A) es el nimero de columnas pivote en la matriz B (matriz escalonada o escalonada reducida de A) y
WA) corresponde con el numero de variables libres, las cuales se determinan mediante las columnas que no son colum-
nas pivote en B, la suma de ambas (las columnas pivote y las no pivote) da como resultado el total de columnas en A.

Podemos apreciar este resultado en dos matrices revisadas con anterioridad. La matriz del ejemplo 7.13 es de orden 4 x 3 y resulto
WA)=0conp(A) =3 al cumplir que n=1A) +p(A) =0+ 3 = 3. Asimismo, la matriz del ejemplo 7.14 es de orden 3 x 4 y resultd (A) =2
conp(A) =2, al cumplir que n=nA) +p(A)=2+2=4.

2 "
Sea la matriz A:
1 2 -3 0 1
A=| 1 3 0 -1 2
37 -6 1 5
36 -9 0 3

Determinar a qué subespacio vectorial pertenece C,, R, y N(A).
Determinar una base para C,, R,, Rec(A) y N(A), con sus respectivas dimensiones.
Comprobar que: p(A) + »(A) = n (al ser # el nimero total de columnas de A).

Determinar si el vector x =(1, 3, 1, 2, —4) pertenece a N(A).

S

Determinar si el vector v =(1, -5, 7, 3) pertenece a C,.
Solucion

La matriz es de orden 4 x 5:

1. Cada columna de A tiene cuatro componentes, por tanto C, c R*. Cada fila de A tiene cinco componentes, por lo tanto
R, c R®. Sabemos que el niicleo es un subespacio vectorial de R°.

2. Escalonando la matriz A:

1 2 -3 0 1 1 2 -3 0 1 1 2 -3 0 1
A= 130 -12),01 3 -11/| 01 3 -11
37 6 1 5 01 3 1 2 00 0 2 1
36 9 0 3 00 0 0 O 00 0 0 O
RyPR,-Ry RyoRy R, A¥*
Ry—Ry=3K,
RyPR,-3R)

Por tanto, del teorema 7.7 tenemos que una base para R, esta formada por los tres primeros renglones. Como los pivotes de la ma-
triz escalonada corresponden a las columnas 1, 2 y 4 de A*, entonces una base de C, esta formada por las columnas 1, 2 y 4 de A:

Una base de R, = Gen {(1, 2,-3,0, 1),(0, 1, 3,-1, 1), (0,0, 0, 2, 1)}.

1 2 0
Una base de C, = Gen 1 , 3 , -1
3 7 1
3 6 0
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Por tltimo, del teorema 7.8 tenemos que:
p(A) =dim(R,) = dim(C,) =3y Rec(A) = C,

Para el nucleo podemos utilizar la matriz escalonada A* o realizar reducciones hacia arriba, para calcular la matriz escalonada
reducida:

o {23 o 12—30; 10-90-32
B 01 3 -1 1 01 3 0= 01 3 0 =
A= 01 3 11| I 2 | 2
00 0 1 =

00 0 21 2 000 14 00 01 1
00 0 0 0 00 0 0 0 2 2
Ry1/2Rs RSRAR 00 0 0O 00 0 0 O

272073 Rl>—>1€1—21'<’2

De la matriz escalonada reducida, obtenemos un sistema equivalente al primero:

Conjunto solucién

$=92-2% = 0 .
X 3 9 4
3 _ o
y+3z+5t =0 ¥ 2 -3 -3
] =| 5 (= P =z 1 H=t| 0o
w+—t = 0 w 0 -1
2 ——t 0 5
z,teR ! N/ N/
t v v,

Por wltimo, una base del nicleo N(A) = {v,, v,} con dimension »(A) = 2.
3. De los resultados encontrados en el caso anterior:
p(A)+nA)=n,3+2=5

4. Si el vector x satisface que Ax = 0, entonces este pertenece al espacio nulo de A. Por tanto:

1230 1) 1+6-3+0-4 0
Ax=| 1 3 0 -1 2 e 1+49+40-2-8 |_| 0
37 -6 1 5 ) 3+21-6+2-20 0
36 -9 0 3 4 3+18-9+0-12 0
Se concluye que x € N(A).

5. En este caso ya tenemos una base de C,, por tanto empleamos solo estas columnas para hacer la comprobacion:

12 01 12 0|1 12 0]1
13 1|5 | | 0@ -1|-6 |_| 001 -1|-6
37 17 01 1]4 00 210
36 03 00 0/0 00 010
R2|—>R2—R1 R3»—)R3—R2

R3»—>R3—3R1

R4HR4—3R1

De la matriz escalonada se concluye que el sistema si tiene solucion, ya que no existen ecuaciones de inconsistencia. Por tanto,
el vector v si pertenece a C,.

/




Bases de un espacio vectorial finito e infinito IR}

| Ejercicios 7.2

I Dados los siguientes sistemas, determine a qué subespacio perte-  ¢) Determine un vector v que pertenezca a C ', distinto de cero.

nece: Cy, R, M(A) y Rec(A). f) Determine un vector x que pertenezca a N(A) distinto de cero.
1
i x -y L= g) Determine si el vector v pertenece a Rec(A) (v se proporcio-
- na en cada inciso).

1 z +w - t =

3x + 2y - w =0

5. A=) L 34
2 50
x + 5y - w =0

5 8y - 32 - 0 b) x=(-20,8, 11) g v=(2,-4)

-x + 3y - 3z + w =

1 1 1

6x + y - w =0 6. A=| 0 11
3 2 2 1

Tx + 8y - 3z =0 5 0 -3

z - w = 0 b) X=(1a_21 1) g) V=(2, 37 3a 12)
x + 2y - 2z =0
X + y — w = 0 7 A - [ 3 —1 4 0 j
-yt 3z - 2w =0 =121
b) x=(1, 15, 3,-18) g v=(2,0)
Para cada matriz A determine: C,, R,, NM(A) y Rec(A).
a) Elespacio vectorial al que pertenece C,, R,, N(A) y Rec(A). 1 -1 1 0
b) Determine si el vector x pertenece a N(A) (x se proporciona g A= -1 1 11
en cada inciso). ‘ I -1 3 1

¢) Determine una base y dimensién para C,, R, , MA) y Rec(A). -1 10
d) Determine el rango de A y verifique que p(A) + W(A) =n. b) x=(1,1,0,0) g v=(0,0,1,-1)

7.4 Bases ortonormales

Después de haber revisado que los espacios vectoriales no tienen una base unica, las preguntas obligadas son:

Q (Para qué es necesario trabajar con diferentes bases?
Q (Dentro de todas las bases de un espacio vectorial existe alguna que sea mejor?

Q ;Coémo determinar cuando una base es mejor que otra?

Aunque las respuestas a las preguntas anteriores tienen relacion, en este momento solo podemos concluir que no existe una base que sea
mejor a todas las demas en cualquier situacion. Es decir, en situaciones determinadas sera preferible una base sobre las otras. Por ejemplo:

O Robética. Cuando se trabaja con brazos mecanicos es comun que se tenga que cambiar de sistema de coordenadas para que sea
mas facil el manejo de los vectores que describen los movimientos.

O Fisica. La rotacion de ejes o el cambio de coordenadas es muy comun en los problemas de la fisica, esto es equivalente a realizar
un cambio de base.

Q Aproximaciones. Cuando se realizan ajustes de curvas por medio de funciones mas simples se tiene que trabajar con los errores de
aproximacion, una medida de la separacion entre el valor real y el ajustado. Con lo que se ha visto, podemos explicar que la menor
de estas distancias se encuentra cuando se trabaja con la descomposicion de un vector en su parte ortogonal y la proyeccion.

Q Ecuaciones diferenciales. Cuando se resuelve una ecuacion diferencial se buscan soluciones que sean independientes.
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Por tanto, podemos concluir que para tener una mejor base en una situacion dada es conveniente hablar de las propiedades deseables
que se quieren de la base. Por ejemplo, la base estandar para R” formada por el conjunto de vectores {e,, €,,..., €, } que cumple con dos
propiedades:

1. Cualquier par (distinto) de vectores de la base es ortogonal.

2. Todo vector de la base es unitario.

De lo anterior se tienen las siguientes definiciones.

Conjunto ortonormal en R”. Un conjunto de vectores H= {v,, V.,..., v._} en R” se llama conjunto ortogonal siv.: v.=0
J ] 1 "2 m J g i J
para toda i # j. Ademas, si cada vector es unitario, ||v|| =1, =1, 2,... m, entonces es llamado conjunto ortonormal.

La comprobacion de que un conjunto de vectores H={v,, v,,...,v, | sea ortonormal, se puede hacer en dos pasos.

0 Paso 1. Con el producto escalar aplicado a cada pareja de vectores, verificar si son ortogonales. Si el producto escalar para todas las
parejas vale cero, se dice que los vectores del conjunto H son ortogonales y se prosigue con el paso 2. En caso contrario, se concluye
que los vectores no son ortogonales y se termina.

O Paso 2. Calcular la norma de cada vector. Si esta vale 1 para todos los vectores, entonces se dice que los vectores del conjunto H
son ortonormales. En caso contrario, se dice que los vectores son ortogonales, pero no ortonormales.

Para una mejor comprension, a continuacion vemos tres ejemplos para comprobar si los vectores son ortonormales.

T - N

Comprobar si los vectores {v, = (2, -1, 3, 4), v, = (3, 0, -1, 6)} son ortonormales, solo ortogonales o ninguno de estos.

Solucion
Paso 1. Se calcula el producto punto:

Vv, v, =(2,-1,3,4)- (3,0,-1,6) = 2(3) + (~1)(0) + 3(-1) + 4(6) = 6 - 3 + 24 =27.

Por tanto, los vectores v, y v, no son ortogonales y por ende no pueden ser ortonormales.

S /

T N

Comprobar si los vectores {v, = (1, 3, 1), v,=(0, 1, 3), v,=(10, =3, 1)} son ortonormales, solo ortogonales 0 ninguno de estos.

Solucion
Paso 1. Se calcula el producto punto para cada par de vectores:

v,-v,=(1,3,-1)-(0,1,3)=1(0) + 3)(1) + (-1)3=3-3=0
v, v, =(1,3,-1)- (10,3, ) = 1(10) + 3)(=3) + (-1)(1) =10-9-1=0
v, v,=(0,1,3)-(10,-3,1)=0(10) + 1(=3) + 3(1)=-3+3=0

Por tanto, los vectores v, v, y v, son ortogonales entre si.

Paso 2. Se calcula la norma de cada vector:
v, Il =12+ 32+ (-2 =1+9+1 =+
v, [ =v02+12+32 = 1+9 =110

v, | =102 +(=3)2+12 =100+ 9+1 =110

Asi, se concluye que los vectores v, v, y v, son ortogonales pero no ortonormales.

S /
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o N

N

2 3 3 2
Comprobar si los vectores {v, = (—, 0, —j, v, = (——, 0, —], v, =(0,1,0); son ortonormales, solo ortogonales o nin-
guno de estos. { : \/E \/B 2 \/E \/E :

Solucion

Paso 1. Se calcula el producto punto para cada par de vectores:

6 +0+£=0

. =(L OLM_L 0 sz__

1 2 \/E, 7\/5 \/B? 7\/5 13 13
0,1,0)=0+0+0=0

vy [i oij-(o 1,0)=0+0+0=0

2 3 \/1_37 ) 13 4y

Por tanto, los vectores v;, v, y v, son ortogonales entre si.

Paso 2. Se calcula la norma de cada vector:
2 Y 3Y [a o9
v, || = [—j +02+[—] =, [=+0+==1
R (ST Ji3) V3713

v, =\/(%]+0+[%) #ﬁ _

v, | =02 +12+02 =40 +140=1

Asi, se concluye que los vectores v,, v, y v, son ortonormales.

El

Definicion 7.6

Base ortonormal. Toda base formada por un conjunto de vectores ortonormales es llamada base ortonormal.

ejemplo mas sencillo de base ortonormal es la base estaindar B= {e , €,,..., €,} de R". En general, las bases ortonormales son muy

importantes porque facilitan en gran medida los calculos. Una de sus principales dificultades es calcular bases ortonormales diferentes
a la base estandar, este problema sera tratado mas adelante.

en

En los siguientes dos teoremas podemos apreciar dos propiedades importantes que tienen las bases ortogonales y ortonormales
los célculos.

Teorema 7.10

Independencia lineal en los conjuntos ortogonales. Todo conjunto ortogonal de vectores {v,, v,, ..., v}, conv,# 0
paratodai=1,2,..., n, es linealmente independiente.
Demostracion

Veamos la combinacion lineal:
vtV + - t+cv =0,
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Al aplicar el producto punto de ambos lados, se tiene para v,coni=1,2,...,n
(v tev,+--tcv ) v,=0-v,
Por propiedades del producto punto:
(v V)t e(vy V) + -t (v, v)=0.
Como es un conjunto ortogonal, entonces v, - v,= 0 para i #j queda:
c(v,-v)=0

Pero, por condiciones v, # 0 para toda 7 = 1,..., n, entonces v, - v, # 0, donde la tltima igualdad solo se cumple si
¢,=0. Por definicion de vectores linealmente independientes se concluye que {v,, v,,..., v,} son L.I.

Bases ortonormales y combinacion lineal. Sea H= {v,, v,,..., v } una base ortonormal para R” y u € R*; entonces,
la solucién para: ¢;v, + ¢V, + - +c v =uresultac=u- v,
nn 1 1

Demostracion
La comprobacion se obtiene al realizar el producto escalar por v,. y si toma en cuenta que la base es ortonormal.

Veamos un ejemplo sobre las bases ortonormales.

o N

Sea W=qv, = 9,—§,g V= Z éé V3 = —E,—g 6 vectores de una base ortonormal, escribir al vector u= (1, -2, 1)
7 17 777°1) 7 717

como una combinacion lineal del conjunto W.
Soluciéon
Primero debemos plantear el sistema de ecuaciones:
vV toV,+ etV =1

Enseguida, hay que escalonar para obtener el conjunto solucion de dicho sistema, pero como la base es ortonormal, entonces

podemos utilizar el teorema 7.11:
CI:u.vlz(l,_z,l). é,_g’g =§+9+2=2
7 77) 7 1 17

_u V2 (1 21) zéé :Z_B+§:_1
7777) 71 7 7
mummt o328 2.4, 8
7 17 7 7 17
Por tanto:
u=2v, - v, +V, (jverifique!)
- /

Si se tiene un conjunto de vectores {v,, v,,..., V. } que forman una base ortogonal, es muy sencillo convertir esta en una base ortonormal,

simplemente se normaliza cada vector. Es decir, si w, =——v, paratodai=1,2, ..., n, entonces {w,, W,,..., W } serd una base orto-

normal, pues estos vectores se encuentran sobre la misma dlrecci()n y con el mismo sentido que los vectores ortogonales, véase figura 7.1.
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o N
Sean {v,=(3,-1,2),v,=(1, 1,-1), v,=(-1, 5, 4)} una base ortogonal, construir a partir de este conjunto de vectores una base
ortonormal.

Solucion

Al normalizar cada vector se tiene:

1,1

W, =——V, = (3,-1,2)
vt e
1 1
w,=——v, =—(1,1,-1)
vl s
1 1 7
w,=——v,=——(-1,5,4) w.
vl Va2 ’
Por tanto, la base ortonormal es B= {w,, W,, W.}. X Y3

Figura 7.1 Base ortonormal con tres vectores.

S /

En este momento, el problema que tenemos es: jcomo construir una base ortonormal? Existe un método para realizar la ortonorma-
lizacion de un conjunto de vectores que lleva el nombre compuesto de dos matematicos, el danés Jorgen Pedersen Gram (1850-1916)
y el aleman Erhard Schmidt (1876-1959); sin embargo, se tienen indicios de que Laplace y Cauchy ya utilizaban este método. Dicho
método se construye con ayuda de las proyecciones de los vectores.

Supdngase que se tiene una base B= {u,, u,,..., u } que genera al subespacio . El método consiste primero en construir una base
ortogonal § = {v,, v,,..., v } a partir de la base B.

Se elige un vector de la base B, sea este u, y se renombra como v, = u,. Asi todo vector generado por {v,, u,} pertenece al subes-
pacio . Entonces:

V,=qvtou, = v, eW.

La figura 7.2 muestra graficamente que el vector ¢;v, es: u,

llz'V1

av, :Proyvl(uz): _— v
1l Vz Vz /

|
Por la ley del paralelogramo, el vector v, queda definido por: | ’
|

V,=u,- ProyVI(uz).

"
\R2 Proy,, (u,)

Figura 7.2 Proyeccion ortogonal.

Con esto se ha construido el primer par de vectores ortogonales: {v,, v,}.
Un hecho importante del método de construccion de los vectores ortonormales es que los vectores v, v, y u, son coplanares.
Ahora, se busca un tercer vector v, ortogonal tanto a v, como a v, y que sea generado por {u,, u,, u,}, como u, =v, y si considera
que v,y u, son coplanares entonces se puede decir que v, es generado por {v,, v,, u,). Por tanto:

v,=dv, +dyv,+du, (7.4.1)
Al aplicar el producto punto de ambos lados, se tiene para v,:
vy v, =(dv, +dyv, +du,) v,

Vo v =d|(v V) +d) (v, v) Hdy(uy V)
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Pero se sabe que v, v, y v, son ortogonales, entonces v, - v, =0y v, - v, = 0, si sustituye resulta:

u,-v
0=d\(v,-v)+du, v)=>d =-d,

Vv

1

1
De igual manera, para v,:
vy v,=(d\v, +dv, +du,) v,
vy V,=d|(V - V) +dy(v, - v,) +dy(u, - v,)
Pero se sabe que v, v, y v, son ortogonales, entonces v, - v, =0y v, - v, = 0. Al sustituir, resulta:

u, v
0=d,(0) + dy(v,  v,) + dy(u, - V,) = d, = ~d, =

VZ'V

2

2

Si al escalar d; se le asigna un valor arbitrario, por ejemplo d; = 1, al sustituir los valores determinados de d, y d, en la expresion 7.4.1
se tiene:

Al reordenar los términos:

113'V1 _113'V2

1
iy, vy Y,

v,.

Para fines de explicar de manera gréfica como se obtiene a v, la expresion
anterior la escribimos como:

u, v u,'v
3 IV+32

1
i'vy A\CIS)

=u,- V2

En la figura 7.3 se puede observar que el vector v, es ortogonal tanto a v,

como a v, Figura 7.3 Base ortogonal {v,, v,, v,}.

El procedimiento contintia hasta terminar con todos los vectores. Una vez definida la base ortogonal §= {v,, v,,..., v }, para conver-
tirla en una base ortonormal basta con normalizar cada vector.

s 2

Método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Sea B={u;, u,,...,u }, el procedimiento para obtener la base ortonormal consiste:

Paso 1. El proceso inicia al renombrar u, = v,.

Paso 2. Ortogonalizacion; se construyen los vectores ortogonales S= {v,, v,,..., v, }, con:

u.-v u.-v V.
— i1 i 2 i -l
V.—lli \4 V2 —

1
V1 'V1 V2'V2 \

En caso de no querer trabajar con fracciones, se multiplica v, por el minimo comun multiplo (mcm) de los denomi-
nadores.
Paso 3. Normalizacion de v, para obtener la base 7= {w,, w,, ..., W } esto es:

N )

Para la comprension del método, ahora revisamos tres ejemplos.
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Dada la base B, = {u, =(1, 2,-3),u,=(0, 1, -1), u; = (2, 0, 1)}, determinar una base ortonormal.
Solucion

Al emplear el método de Gram-Schmidt.

Paso 1. Renombrar v, = u, = (1, 2, -3).

Paso 2. Calcular v,y v,. Para v,

u (0717_1)'(1a2»_3)

* _ 2 V1o _
=u, -2y = (0,1,-1)- 1,2,-3
Ry S O T S, Y
2+3
:(0,1,—1)—m(1,2,—3)

5
=(0,1,-1)-—(1,2,-3
( =1t )

.2 = 1
14’14’14 )
Multiplicando por el mcm del denominador (14) para eleminar fracciones, se tiene que:
v,=14v5=(-5,4,1).
Ahora vamos a calcular v,

u,-v u,-v
3 Ny T3

AL

1'V1 VoV,

(2,0,1)-(1,2,-3) (1,2,-3) (2,0,1)-(-5,4,1)
1,2,-3)-(1,2,-3) (-5,4,1)-(-5,4,1)

273 1 9,-3- 10t 54y
1+4+9 25+16+1

:(201)+ ii_i 4k _ggi
o 14’14 14 14’14’14

=(1,1,1).

=(2,0,1)- (-5,4,1)

=(2,0,1)-

Paso 3. Una base ortogonal es:
S={v}, vy, V3}

Al normalizar cada vector se tiene:

1 1
w,=——v =—(1,2,-3)
Vvt e

1 1
w,=——v, =—(-5,4,1)
Pl Va2

1 1
w,=——v,=—(1,1,1)
vl s

Por tanto, los vectores que constituyen la base ortonormal son: {w,, w,, W,}.

S /
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o N

Determinar una base ortonormal para todos los vectores de la forma:
(&, 9,2z, w)=(y+w,y, 3w, w)cony, we R.

Solucion

A diferencia del ejemplo anterior, primero necesitamos conocer los vectores de la base. Para esto escribimos la combinacion
lineal:

X —ytw -y w -1 1
yo|Z ¥ 2 T R U y 1,0
z 3w 0 3w 0 3
w w 0 w 0 1

0 05

Por tanto, la base para generar los vectores ortonormales es:
B= {111, uz}
Al emplear el método de Gram-Schmidt tenemos:

Paso 1. Renombrar v, =u, = (-1, 1, 0, 0).

Paso 2. Calcular v,:

vy=u, -2y =(1,0,3,) - 22D CLLOO. Ly g g
72 (-1,1,0,0)-(-1,1,0,0)
1
= (17 0$ 37 1) + E(_la 17 01 0)
= (1707 371)+ _1,170, 0
2°2
=2 =i
2°2
Multiplicando por el mem de los denominadores (2) para eliminar fracciones:
v,=2v5=(1,1,6,2).
Paso 3. Una base ortogonal es: § = {v,, v,}. Al normalizar cada vector se tiene:
1 1
w,=——v, =—(-1,1,0,0)
Yt V2
1 1
w,=——v,=——(1,1,6,2)
2ollv ) Va2
Por tanto, los vectores que constituyen la base ortonormal son: {w,, w,}.
S /

(Determinar una base ortonormal para el conjunto de vectores de R* que son consistentes con la ecuacion —4x + y — 5z + 3w = 0. 7
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Solucion

Primero se obtiene la base del conjunto solucion de este sistema. Luego, se despeja a la variable y: y = 4x + 5z — 3w con x, z,
we R. Al escribir la combinacion lineal se tiene:

x x x 0 0 1 0 0
y dx+5z=3w |_| 4x | | Sz | | 3w |- ] 4 {5 |4, 3
z z 0 z 0 0 1 0
w w 0 0 w 0 0 1
B £ us3
Por tanto, la base para generar a estos vectores es:
B= {up u,, u3}
Al aplicar el método de Gram-Schmidt se tiene:
Paso 1. Renombrar v, =u, =(1, 4, 0, 0).
Paso 2. Calcular v, y v,. Para v,
V=, 2y =(0,5,1,0- D2V CADD g g )
v,V (1,4,0,0)-(1,4,0,0)
20
=(0,5,1,0)—-——(1,4,0,0
( ) 1+ 16( )
=0,5,1,0-| 2% 0,0
17 17
(205,,)
17 17
Al multiplicar por el mcm de los denominadores (17) se tiene que:
v,=17v}=(=20, 5, 17, 0).
Para calcular v, primero obtenemos v¥:
et
1"V 27 V2
— (0, _ 3’ 07 1) _ (0) - 3$ 07 1)(11 4a Oy O) (1’ 4’ 07 0) _ (01 - 3a 0) 1) '(_207 51 171 0) (_20’ 5, 17, 0)
(1,4,0,0)-(1,4,0,0) (-20,5,17,0)-(-20,5,17,0)

12 5
=(0,-3,0,1)+—(1,4,0,0) + ——(-20,5,17,0
( )+ 3¢ )+ 35t )

=(07_3a071)+ g;ﬁ;oao + _E7£7iao
17 17 119 238 14

=] g_i il
7 14714 )

Al multiplicar la tltima igualdad por el mcm de los denominadores (14) se tiene que:

v, = 14v%=(4,-1,5, 14).
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Paso 3. Una base ortogonal es: § = {v,, v,, v,}. Al normalizar cada vector se tiene:

w, = 1 (1,4,0,0)
||V1|| \/7

w,=— v =L (20517,0)

Povl o Jna T

1 1
W,=——V,=—
vl Y 238

Por tanto, los vectores que constituyen la base ortonormal son:

,-1,5,14)

{Wp W), W3}~

S /

Nota | Ejercicios 7.3

Cuando se resuelve

este tipo de ejercicios,

las respuestas pueden
variar por una constante que
resulta de no eliminar a las frac- 1. {(3,-1,-1,2),(5,-8, 11,-6)}
ciones. Para no tener confgsiép 1 2. (3,4, 5), (2, 8,-7), (1, 3, -4)}
con las respuestas de los ejerci-
cios propuestos, vamos a tomar ; {[1 2 0 2] [ 2 -5 0 4 J ( ]}
e? acuerdo de ehmu,lar las frgc— 3’3" 73 \/E’ \/* \/* \/’ \/’
ciones. Por esta razon, al verifi-
car los resultados hay que tomar

1 1
en cuenta esta consideracion. 4. —=(-2,0,3),——(6,13,4), (3,-2 2)}
: ' {\/B J221 \F

Los siguientes conjuntos de vectores son bases ortonormales, es- 29 1 1 4
criba a u como combinacion lineal de los vectores de la base, si 8 {vl = [—, =0, ] [ - ]
se emplea el teorema 7.11. 33 \/_ ‘/_ ‘/_

1 -1
v,=(0,0,1,0),v,=| —,—,0,0 |;,conu=(6,1,-3,3
5, { } 2,0),v J%(é,s,sx =001, [ﬁﬁ ]} ( )

N En cada caso determine si los siguientes conjuntos de vectores son ortonormales, solo orto-
Igonales 0 ninguno de estos.

1 Dada la base B, determine una base ortonormal si se emplea el
v, = T(—Z, -1, 3)}, conu=(l,5,1) método de Gram-Schmidt (reduzca las fracciones).
14
9. B= {ul =(17_2a 1)’ u2=(17 la 1)7 u3=(_37 1? 1)}
s 41 10. B={u,=(0,1,1),u,=(1,2,1),u;=(-3,3,3)}
- T — == | 11. B={u,=(0,-1,2,1),u,=(2,1,0,-1),u,=(-1,3, 1, 1
fffj [Jﬁ\/ﬁ\/ﬁ] {u, = (0, ), 1, =( ), 1y = ( )}

{ [ 12. B={u,;=(3,0,3,0),u,=(1,1,1,-1),u;=(0, 2, 1, -1)}
[ ]} conu=(523-2) 13. Encuentr.e una base orto‘nor.m.al para la solucion del sistema
de ecuaciones 1 de los ejercicios 7.2.
14. Encuentre una base ortonormal para la solucion del sistema
de ecuaciones 2 de los ejercicios 7.2.

1 1
v =—=( —=(1,1,0,1),
{ " e %3
\ T(l, 0,0,-1),v,=(0,0,1, 0)}, conu=(3,-4,1,4)  16. Encuentre una base ortonormal para la solucién del sistema
de ecuaciones 4 de los ejercicios 7.2.

7. 1,-2,0,1),v,=

15. Encuentre una base ortonormal para la solucion del sistema
de ecuaciones 3 de los ejercicios 7.2.
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Espacios vectoriales infinitos

Los tres espacios vectoriales revisados hasta el momento son los primeros estudiados e investigados durante el desarrollo historico del
algebra lineal. Hemos visto que los tres comparten la propiedad en comun de estar constituidos por una cantidad finita de componen-
tes, situacion que facilita su estudio y las demostraciones de los resultados mas importantes sobre espacios vectoriales.

En esta seccion revisamos otro espacio vectorial y varios de sus subespacios vectoriales que tendran la particularidad de que sus
bases son infinitas. En estos se aplican los resultados obtenidos hasta el momento. Pero con respecto al producto punto, se tendra que
introducir una ampliacion de este concepto a este tipo de espacios vectoriales.

Espacios y subespacios vectoriales de funciones

En el desarrollo del texto se ha mencionado que una de las tltimas aplicaciones importantes del algebra lineal fue la introduccion de
funciones que pueden estar constituidas por una infinidad de términos, que podemos agrupar y clasificar en conjuntos. Los conjuntos
mas comunes de este tipo los vamos a presentar a continuacion.

Definicion 7.7

Conjunto de todos los polinomios. El conjunto que contiene a todos los polinomios de cualquier grado, se le llama
conjunto de polinomios y lo denotamos por P(x).

Como ejemplos de polinomios hemos visto a los vectores de P, (x). Los polinomios por su sencillez y propiedades que satisfacen suelen
utilizarse para aproximar funciones mas complejas, como pueden ser funciones logaritmicas, exponenciales, racionales, trigonométri-
cas, etcétera. Asi, una aplicacion de P(x) se tiene cuando se trabaja con aproximaciones de funciones como son las series de Taylor y
Maclaurin donde surgen polinomios que tienen infinidad de términos.

Otro conjunto mas extenso que contiene a P(x), es el conjunto de funciones continuas.

En esta parte del texto vamos a suponer que se tienen los conocimientos necesarios del calculo para entender qué significan las
siguientes tres definiciones sobre las funciones y varias de sus propiedades que comentaremos, pero daremos por hecho que se conocen
de los cursos de calculo.

Definicion 7.8

Conjunto de funciones continuas. El conjunto que contiene a todas las funciones continuas en [a, b] con a < b, se
llama conjunto de funciones continuas y lo denotamos por C([a, ]).

Como sabemos del calculo, los polinomios son funciones continuas en todo R, esto implica que P(x) ¢ C([a, b]). Otros ejemplos cla-
sicos de funciones continuas en todo R son: f(x) = sen(x), f(x) = cos(x), f{x) = ¢*, etcétera. Existe otra infinidad de funciones continuas

en alguna parte de R. Por ejemplo, f(x) = log(x) es continua en (0, »); f(x)=+v4—x es continua en (-, 4], etcétera.
Con la notacion que hemos introducido es conveniente hablar sobre otro conjunto de funciones.

Definicion 7.9

Conjunto de funciones n-diferenciables. El conjunto que contiene a todas las funciones n-veces diferenciables en
[a, b] con a < b, se llama conjunto de funciones #n-diferenciables y lo denotamos por C*([a, b]).

Si recordamos del calculo que una funcién f{(x) es diferenciable en [a, 5], cuando f(x) y f'(x) son continuas en [g, b]. De igual manera,
la funcion f(x) es dos veces diferenciable en [a, 5], cuando f(x), f'(x) y f"(x) son continuas en [a, b], asi sucesivamente. Por ejemplo, las
siguientes funciones son infinitamente diferenciables en todo R: cualquier polinomio, f{x) = sen(x), f(x) = cos(x), f(x) = ¢, etcétera se
dice que pertenecen a C*(R).
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Con los resultados mostrados, esta claro que P(x) € C*([a, b]) < C([a, b]).
Por ultimo, vamos a mostrar otro conjunto que contiene al conjunto de todas las funciones continuas en un intervalo cerrado
[a, b], cona<b.

Conjunto de funciones p sumables. Llamamos funcion p sumable o p integrable en [a, 5] a la funcion f(x) que
cumpla:

['1 £ dx <o acotada. (7.5.1)

El conjunto que contiene a todas las funciones p sumables en [, b] con a < b se llama conjunto de funciones p suma-
bles y lo denotamos por I*([a, 5]). Cuando p= 1, la funcién f(x) se llama simplemente sumable o integrable en [g, &].

Del calculo sabemos que la integral de una funcion continua en un intervalo cerrado es finita, esto implica que C([a, b]) < L([a,b]). Por
tanto, podemos concluir que P(x) ¢ C*([a, b]) < C([a, b]) < L([a, b]). Entonces para demostrar que estos conjuntos, donde se define
una operacion interna (suma) y otra externa (producto por un escalar), son espacios vectoriales; basta con probar que se cumplen los
10 axiomas de un espacio vectorial para L([a, b]) y para el caso de los otros tres conjuntos se prueban unicamente los dos axiomas de
cerradura.

R N

Espacio vectorial de funciones sumables

El conjunto L([a, b]) de valor real con las operaciones suma entre funciones sumables: (f + g)(x) = f(x) + g(x) y producto por un
escalar usuales (af )(x) = a(f(x)) es un espacio vectorial.

Demostracion

Sean f(x), g(x) y A(x) € L([a, b]); a y B € R, al emplear las propiedades de las integrales se cumple:

Cerradura de la suma

Veamos la integral Jb | f(x)+ g(x)|dx < J.b | f(x)|dx+ J.b | g(x) | dx <o, ya que ambas integrales son acotadas. Por tanto f(x) +
8x) € L((a, 8)). ‘ ‘

Conmutativa de la suma

b b b b b b
[[(fG)+ gonde= [ flryde+ [ g(xde = [ glxde+ [ f(x)de= [ (o) + fx))de

Concluimos que:
fx) + g(x) = g(x) + f(%)

Asociativa de la suma

[[ 4009 + (f) + g0} o= [ he + [ (A0 + )= [ e + [ £ (e + [ gl
= [ () + feaa+ [ gde= [ {00 +9) + gy

Se cumple:
h(x) + (f(x) + g(x)) = (h(x) + f(x)) + (=)
Elemento neutro aditivo

Sea f(x) = 0 € L([a, b]), entonces para cualquier g(x) € L([a, b]), se cumple que:

[ (s() + O)de= [ g
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Inverso aditivo
Para f(x) € L([a, b]), tenemos que —f(x) es la funcion inversa aditiva, puesto que cumple Jb (f(x) + (= f(x)))dx = J.b (f (%) = f(x)dx

b .
= _[ 0dx = 0 neutro aditivo.
a

Cerradura para el producto
b b
[ \afG)ldx<ial [ 1 f(x)ldx <oo. Se cumple af(x) e L([a, 6).
Asociativa del producto

[t = e (B (o) = (@) fx)de <o, entonces a(Bfis) = (B,

Elemento neutro multiplicativo

Como 1 f(x) = f(x), el 1 es el elemento neutro multiplicativo.

Distributiva 1
[ )+ g = [ (af () + ag()de = [ af (1) + [ gl <on

Se cumple que:
alf (x) + £(x) = af(x) + ag(x)
Distributiva 2

[[(@+pfere= [ (af )+ (e = [ af v+ [ B (e =al e+ B fx)de <o,

Se cumple que:
(@ +B)fx) = af(x) + Bf(x)

Con esto concluimos que L([a, b]) es un espacio vectorial.

S /

Ahora sera mas facil verificar que los subconjuntos de L([a, b]) con las operaciones usuales para la suma y producto por un escalar
también son subespacios vectoriales de L[a, 5], o, como se ha visto seran espacios vectoriales por si solos.

T N

Espacios vectoriales de funciones

Los conjuntos P(x), C([a, b]) y C"([a, b]) con la operacion interna suma y producto por un escalar usuales entre funciones son
espacios vectoriales.

Demostracion

Para la comprobacion seguimos los pasos propuestos del método del capitulo 6, mediante los cuales solo vamos a verificar los
dos axiomas de cerradura.

Paso 1. Las operaciones interna suma y externa por un escalar en P(x), C([a, b]) y C*([a, b]) usuales.

Paso 2. En los tres casos se propone V' = L([a, b]) espacio vectorial conocido y sabemos que cumplen la relacion entre estos
P(x) < C"([a, b]) < C([a, b]) < L([a, b]).

Paso 3. Comprobar que en P(x), C([a, b]) y C"([a, b]) se cumplen los dos axiomas de cerradura.
O Cerradura de la suma. En cualquiera de los tres casos se cumple, ya que la suma de funciones continuas es otra funcion

continua con el mismo dominio. La suma de funciones #-veces diferenciable es otra funcion también z-veces diferenciable y
la suma de polinomios es otro polinomio.
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O Cerradura del producto. En cualquiera de los tres casos se cumple, ya que una constante es una funcion continua, infini-
tamente diferenciable y se puede considerar un polinomio. Por otro lado, de manera similar que en la suma de funciones el
producto de funciones también proporciona otra funcién con las mismas caracteristicas.

Paso 4. Se cumplieron las dos propiedades de cerradura en cada conjunto, entonces P(x), C([a, b]) y C*([a, b]) son espacios vectoriales.

/

Uno de los problemas de aplicacion de estos espacios vectoriales es el requerimiento de conocer algunas propiedades que son demos-
tradas en calculo sobre esta funciones. A continuacion, citamos algunas de estas (junto con su notacion). Para los incisos, suponemos
que se hace referencia al mismo dominio para las funciones:

1. La suma, resta, producto y la division (excepto cuando el denominador se hace cero) entre funciones C([a, b]) siempre es otra
funcion continua. La suma coincide con la propiedad de cerradura.

2. Lasuma, resta, producto y la division (excepto cuando el denominador se hace cero) entre funciones de C*([a, b]) siempre es otra
funcion C"([a, b)).

3. Linealidad del operador integral.

4. Conocimiento de las funciones exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, etcétera, se pide conocer: derivadas, integrales,
(cuando son periddicas?, funciones pares e impares y demas.

Para comprender mejor a los espacios vectoriales de funciones, vamos a revisar varios ejemplos.

o N
Demostrar que H = { f€C[0,1] con J; f(x)dx = 0} es un espacio vectorial.

Solucion

En este caso, vamos a seguir los pasos propuestos en la seccion 6.3 (Espacios y subespacios vectoriales), del capitulo 6.

Paso 1. Las operaciones interna suma y externa producto por un escalar se consideran las usuales entre funciones.
Paso 2. Se propone el espacio vectorial V= C[0, 1], cumple H c V= CJ[0, 1].

Paso 3. Probamos que se cumplen los dos axiomas de cerradura.

O Cerradura para la suma: Sean f(x) y g(x) dos elementos cualesquiera de H, entonces
1 1 1
J £+ ge)de = [ fx)de+ [ g(x)dx=0+0=0 = (F+ () e H.
Q Cerradura para el producto: Para cualquier @ € R y la linealidad del operador de integracion

j;af(x)dx =a j; Fode=a(0)=0 = afeH.

Paso 4. Como se cumplen las dos propiedades de cerradura se concluye que H es un espacio vectorial.

S /

o B
Sea V'=C[0, 1]y H= {f € V con f(0) = 3}, verificar los dos axiomas de cerradura.

Solucion
En este caso, vamos a probar que no es cerrado con respecto a la suma:
(f+9x) =) + g = (F+90) =f0) +£(0) =3+ 3=6=3 = (f+9x) ¢ H.
Pero tampoco es cerrado con respecto al producto por un escalar, puesto que af(0) = a(3) # 3, si elige @ e R y a # 1. Por tanto
af(x) ¢ H.
- /
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A i N
Demostrar si H= {f € C(R) periddica con periodo 7'} es un espacio vectorial.
Solucion

En este caso, vamos a seguir los pasos propuestos en la seccion 6.3: Espacios y subespacios vectoriales del capitulo 6.

Paso 1. Las operaciones interna suma y externa producto por un escalar son las usuales en funciones.

Paso 2. Se propone el espacio vectorial V= C(R), cumple H c V= C(R).

Paso 3. Probamos que se cumplen los dos axiomas de cerradura.

O Cerradura para la suma. Se cumple debido a que la suma de dos funciones periddicas con el mismo periodo T es una fun-
cién periddica con el periodo T.

O Cerradura para el producto. La funcion constante es periddica con cualquier periodo y el producto de funciones periddicas
también es una funcién periddica con periodo T.

Paso 4. Como se cumplen las dos propiedades de cerradura se concluye que H es un espacio vectorial.

S /
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Demostrar si H= {f € C(R) | fes una funcidn par, f(x) = f(—x)} es un espacio vectorial.

Solucion

En este caso, vamos a seguir los pasos propuestos en la seccion 6.3: Espacios y subespacios vectoriales.
Paso 1. Las operaciones interna suma y externa producto por un escalar son las usuales en funciones.

Paso 2. Se propone el espacio vectorial V= C(R), cumple Hc V= C(R).

Paso 3. Probamos que se cumplen los dos axiomas de cerradura.

O Cerradura para la suma. Se cumple debido a que la suma de dos funciones pares sigue siendo una funcion par.

QO Cerradura para el producto. La funcion constante es par y el producto de funciones pares también es una funcion par.

Paso 4. Como se cumplen las dos propiedades de cerradura se concluye que H es un espacio vectorial.

T B B
Probar que H ={f € L([a,b])| J:f f(x)dx =0} es un subespacio vectorial de V= I([a, b]).

Solucion

En este caso, vamos a seguir los pasos propuestos en la seccion 6.3: Espacios y subespacios vectoriales.

Paso 1. Las operaciones interna suma y externa producto por un escalar son las usuales en funciones.

Paso 2. Probamos que se cumplen los dos axiomas de cerradura.

QO Cerradura para la suma. Sean f, g € H, entonces se cumple Jj f(x)dx = Jjg(x)dx =0, al sumar ambas integrales 0 =0+ 0 =
J‘j f(x)dx + J.jg(x)dx = J:( f(x) + g(x))dx, entonces se cumple que f{(x) + g(x) € H.

O Cerradura para el producto. Sea fe Hy « € R, entonces se cumple que Jj f(x)dx =0. Al multiplicar ambos lados de la igual-

b b
dad por «, tenemos 0=c0= aL f(x)dx = Laf (x)dx, entonces se cumple que af(x) € H.

Paso 3. Como se cumplen las dos propiedades de cerradura se concluye que H es un subespacio vectorial de V' = L([a, b]).

S /
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Nota

L.

En general, cuando las operaciones

suma y producto son las usuales y V'

es un espacio vectorial de funciones

de los 4 revisados y H c V. Entonces, el cumpli-
miento de cualquiera de los siguientes incisos,
implica que H no puede ser un espacio o subes-
pacio vectorial.

Cuando las funciones de H se restringen en
signo o entre si con relaciones diferentes a =.
En general, no se cumple la cerradura del
producto por un escalar negativo.

Cuando los valores de las funciones de H no
estan en intervalos continuos. En general,
no se cumple la cerradura del producto por
un escalar.

Cuando las funciones de H estan relaciona-
das multiplicandose. En general, no se cum-
ple ninguna de las dos cerraduras suma, y
producto por un escalar.

Cuando las funciones de H estan relacio-
nadas con potencias diferentes de uno. En
general, no se cumple ninguna de las dos
cerraduras suma, y producto por un escalar.
Cuando H no contiene al elemento neutro,
f(x) = 0. En general, no se cumple ninguna
de las dos cerraduras suma, y producto por
un escalar.

En los espacios vectoriales finitos se hace referencia a las componentes de los
elementos de los conjuntos para determinar si cumplian 0 no en ser un espacio
vectorial. Ademas se introdujo la nota anexa, con ella se podia dar respuesta
rapida a los conjuntos que no podian ser espacios vectoriales. Para el caso de
funciones se conserva esta nota, pero se cambian componentes por funciones.

En el siguiente ejemplo se muestran algunos conjuntos que no pueden ser
espacios vectoriales.

o N

Mostrar en los siguientes casos que los conjuntos propuestos no son es-
pacios o subespacios vectoriales.

1. H={feC(a, b)) | f(0)=4}. Hno contiene al elemento neutro, 0. No
se cumple ninguna de las dos cerraduras.

2. H={feCX]a, b)) | f(x) =f'(x)f"(x)}. Las funciones de H estan rela-
cionadas con una multiplicacién. No se cumple ninguna de las dos
cerraduras.

3. H={f€eP(») | f(x) 2 0}. Las funciones estan restringidas en signo.
No se cumplird la cerradura con respecto al producto por un escalar.

4. H={f eC(a, ))|f2x) = f'()}. La funcion esta elevada a una
potencia diferente de uno. No se cumple ninguna de las dos
cerraduras.

5. H={feL(a,b)| [ f(x)dx=5}. Hno contiene al elemento neu-

tro, 0. No se cumple ninguna de las dos cerraduras.

NS /

Bases en los espacios vectoriales de funciones

Después de haber revisado los espacios vectoriales de funciones, ahora tenemos el problema de como establecer las bases de estos
espacios vectoriales. Como se revisé en el capitulo previo; las bases de un espacio vectorial ¥ son conjuntos, B, que estan compuestos
de vectores cuyos elementos son independientes y generan a V.

Para las bases de un espacio vectorial de funciones, primero revisamos el concepto de independencia para el caso de funciones.
Para esto debemos recordar una de las aplicaciones de los determinantes. En el capitulo 3 se define el wronskiano para un conjunto de
funciones, ahora lo necesitaremos para la definicion de funciones linealmente independientes.

Independencia en las funciones. Sean f,(x), £,(%),..., f(¥) € C""!([a, b]), se dice que son linealmente dependientes
(L.D.) cuando el wronskiano W(f,,..., f,) = 0, para toda x € [a, b]; si el wronskiano es diferente de cero se dice que

son linealmente independientes (L.I.).

W(for f)=

i) L) £()

LG G A €O

fi(”_l)(x) fz(”‘l)(x) ... f;l(”‘l)(x)

Donde, (), £'(%),..., /= U(x) la funcién i hasta su 7 — 1-ésima derivada, coni=1, 2,..., n.
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Es decir, en el ejemplo del calculo del wronskiano en el capitulo 3, practicamente probamos que las funciones 1, cos(x) y sen(x) € C*(R)
son linealmente independientes, puesto que después de calcular el wronskiano resultd W(1, cos(x), sen(x)) = 1 para cualquier valor de x.

T ) N

Probar si las funciones sen(x) y sen(2x) son L.I o L.D. en [0, 27].
Solucion

Calculamos el wronskiano, para esto tenemos:

Q f(x) =sen(x) y f;'(¥) = cos(x).

Q f(x) =sen(2x) y f;'(x) = 2 cos(2x).

Por tanto:

W (sen(x), sen(2x)) = sen(x) - sen(2x) = 2 sen(x) cos(2x) — sen(2x) cos(x) = —2 sen®(x) # 0.

cos(x) 2cos(2x)

Se concluye que sen(x) y sen(2x) son L.I.

S /

Al analizar la definicion de vectores L.1., el ejemplo anterior se puede resolver, si recuerda que sen(2x) = 2 sen(x)cos(x), entonces tene-
mos los vectores sen(x) y sen(2x) = 2 sen(x)cos(x). Podemos apreciar que la funcion sen(x) esta en ambos vectores pero en el segundo
también aparece la funcion cos(x), entonces no podran ser L.D.

T N

Probar que las funciones sen(x) y 2sen(x) son L.D.
Solucion

El problema es tan sencillo que no seria necesario calcular su wronskiano, ya que las funciones son proporcionales, entonces
son L.D. Pero si recurrimos al wronskiano tenemos el mismo resultado:

sen(x)  2sen(®) | _ ) o) cos(x) - 2 sen(x) cos(x) = 0.
cos(x) 2cos(x)

S /

Con esta forma de probar si dos vectores en C”[a, b] son L.I., esté claro que los vectores de la base estandar de P (x) son L.I., en su mo-
mento lo justificamos con base en el teorema sobre la correspondencia biunivoca con R”, ahora lo podemos hacer con el wronskiano:

1 x x* - x"
01 2x - mm! ,
W(l,x,...,x)=0 0 2 - nn-lx2|=]]k=0.
. . . k=0

00 0 - n!
Al continuar con el problema de las bases en los espacios vectoriales de funciones requerimos conocer qué conjuntos de funciones
generan al espacio vectorial. Este problema es mucho mas complejo de resolver que en los espacios vectoriales de bases finitas. A con-

tinuacion formularemos el teorema general sobre la existencia de una base. En el caso finito fue sencillo verificarlo; sin embargo, para
el caso general lo formulamos, pero no se va a demostrar.

Todo espacio vectorial finito o infinito tiene una base.
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T B N

Los siguientes conjuntos de funciones forman una base del espacio vectorial indicado.

1. Elconjunto B= {1, x, #%,..., x",...} es una base del espacio vectorial P(x).

2. De los cursos de céalculo podemos afirmar que B = {1, x, ,..., ¥",...} también forma una base del espacio vectorial
C([a, b)), 1a justificacion se tiene al utilizar las series de Taylor.

3. El conjunto B = {sen(x), sen(2x), sen(3x),...} es una base del espacio vectorial de todas las funciones de C([0, 27]). Se jus-
tifica con las series de Fourier de funciones que se descomponen solo en senos.

4. El conjunto B = {1, cos(x), cos(2x), cos(3x),...} es una base del espacio vectorial de todas las funciones de L([0, 27]). Se
justifica con las series de Fourier de funciones que se descomponen solo en cosenos.

5. Elconjunto B= {1, sen(x), cos(x), sen(2x), cos(2x), sen(3x), cos(3x),...} es una base del espacio vectorial de todas las funcio-
nes periddicas en C([0, 27]), con periodo T'= 2. Se justifica con la descomposicion de una funcion en series de Fourier.

6. Etcétera.
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En la siguiente seccién vemos otros ejemplos de bases de espacios vectoriales de funciones, para esto se requiere una generalizacion
del producto punto.

| Ejercicios 7.4

I Dados los siguientes conjuntos de funciones, muestre cuales son  Pruebe si las funciones son L.I. o L.D.

espacios o subespacios vectoriales.
| 11. xy sen(x)

. H={f(x) e P(x) |f(x) =2f'(0} 12. (x+12 (x—12yx

I 2. H={f(x) e L(R)|fes una funcién impar, f(x) = —f(—x)}

13. 1, cos(x) y cos(x) sen(x)

3. H:{feC[O,I] con j;f(x)dx=o} 14. 1,eye*
15. 1,2y &
4 H={f0eC®|fx-2=1) 1
5. H= {f(9 € P9 | A9 = 26(0)7"2), con g9 fia} 16 LGy o
6. H={f(x)eL([a,b])] ng(x)f (x)dx =0, con g(x) fija} Proporcione una base para los espacios vectoriales indicados.
7. H={f(x) € C([a, b]) | g()f(0) = 0, con g(x) fija y g(0) = 1} 17. V=C(-1,1])
8. Para cualquier funcién f(x) > 1 18. V=C(0,1])
9. Para cualquier funcién f(0) >0 19. V=L(-1,1])
10. Para cualquier funcién f(0) = 1 20. V=1L([a, b])

yA¥l Producto interno

Después de haber explicado de manera breve las propiedades basicas de los espacios vectoriales de funciones, podemos explicar en
forma somera su verdadero potencial en las aplicaciones. El cual consiste en definir una operacion entre las funciones para poder hacer
la conexidn entre las bases ortonormales y los espacios vectoriales de funciones para poder construir los espacios normados. Al tener
esta conexion se puede valorar el verdadero alcance de la teoria del algebra lineal con aplicaciones mas modernas.

En el capitulo 5 se ve el espacio vectorial R”, al final se explicd que este conjunto tenia muchas aplicaciones. Varias de esas aplica-
ciones se relacionaban con el producto punto o escalar. Esto no es coincidencia ya que la operacion se puede ampliar a otros espacios
vectoriales con el nombre de producto interno.
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Producto interno en espacios vectoriales. Un espacio vectorial /1o llamamos espacio vectorial con producto inter-
no, si para toda pareja v, u € V existe un nimero real tinico, que denotamos por (v, u) y llamamos producto interno
entre vy u. Ademas debe cumplir para todo v, u, we V'ya eR:

Q (v,v)20y(v,v)=0siysolosiv=0

a (v,u)=(u,v)

Q (v,ut+w)=(v,u)+ (v, w)

Q (av,u)=a(v,u)

En los siguientes ejemplos se muestran espacios vectoriales donde se define un producto interno.

T N

Producto interno en R”

El espacio vectorial R” con el producto escalar definido en el capitulo 5.

Solucion

De la nota de la pagina 368 y la definicion del producto punto o escalar definido en R” podemos apreciar que se cumple con las
cuatro propiedades del producto punto.

S /
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Producto interno en M,
El espacio vectorial M,y producto para D,, D, € M, definido por (D, D,) = tr((D,D,).
Solucién
Como se trata del producto entre matrices diagonales tenemos:
1. SiDeM,conD(d,,...,d):
(D, D) =tr(D}) =d? +d? + -+ d> 2 0.
Podemos apreciar que si (D, D)=d?+d? +--- +d?=0 & d,=0paratoda i=1,2,..., n, entonces D = 0.
2. (D,, D)) =(D,, D) el producto entre matrices diagonales es conmutativo.
3. 8iD,,D,,D,e M, conD(d,,...,d,) parai=1,2, 3:
D,,D,+D,)=D,[D, +D,) =d,,(d,, + dy)) + --- +d, (d,,+d,)
=dydy +dydy + - +ddy, +d,
=dydy + ot d by, dyydy + o+ dydy,
=®»,,b,)+([D,,D,)
4. (eD,,D,)=a(D,, D,) se cumple porque tr{kA) = ktr(A).

Asi, se concluye que el producto entre matrices diagonales es un producto interno, ya que se cumplieron las cuatro propiedades
de producto interno.

S /

El producto interno para el caso de funciones se aplica al conjunto L*([a, ]), sin embargo primero debemos probar que este conjunto
representa un espacio vectorial.
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Probar que L*([a, b]) es un espacio vectorial.

Solucion

Primero, notamos que si f € LX([a, b]), entonces f € L([a, b]) espacio vectorial. Por tanto, es suficiente con probar las dos propie-
dades de cerradura.

Para la suma:

Sean f,, f, € L*([a, b]), para verificar que f, + f, € L*([a, b]) se emplea la desigualdad de Schwarz:

’jb () 5(;;)4 < \/ [ fIZ(x)dx\/ [[ Faoas (7.6.1)
Con esta desigualdad, la demostracion de la cerradura con respecto  la suma es casi ditecta:
([ + 0= [ (@) + 20+ 2£ () fylhde
= [*faade+ [ £+ 2] (0 fy(x)de

< ['faode+ [ Fo)de+2

b
[rosem]

<[ freodc+ [ 200+ 2\/ [ s \/ [ 2yt <on

La ultima expresion resulta ser acotada porque se obtiene de sumas y productos de expresiones acotadas.

Por tanto:

£+, €L¥(a, b))

Para el producto

Si elige fe LX([a, b]) y « €R, tenemos:
b b
L(af(x))zdx <q? j F2(x)dx < oo,

Conclusion

Como se cumplen las dos propiedades de cerradura, tenemos que L2([a, b]) es un espacio vectorial.

S /
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Producto interno en funciones cuadraticas sumables

Sea el espacio vectorial L¥([a, b]) con a < by producto para f; g € L*([a, ]) definido por:

(f,9)= ] f(x)e(x)ds. (1.62)

Solucion

Podemos apreciar que se trata del producto entre funciones:

1. Sif(x) e L*([a, b]) con a < b, entonces:
f@F@= 220 = (f, )= f@) flx)de= [ )20

Como a # b, entonces Jb F2(x)dx =0 solo cuando f*(x) =0 = f(x) = 0.
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2. Sif, f,€L¥([a, b]), entonces:
i £)= [ F@F@E= [ A0 fixdr = f).

3. Sif, f,, f;€ L¥([a, b]), entonces:

(o fy + )= [ K+ f0N= [ S+ FG0)f ()

= ["h@ f@d+ [ A= K+ )
4. Sif,, f,eL¥([a, b]) y a €R, entonces:
(afy, £) =[N f(de=af £ fyde=alf, f,)

Se concluye que el producto entre funciones (7.6.2) es un producto interno, ya que se cumplieron las cuatro propiedades de
producto interno.

S /

La importancia de introducir el producto interno reside en que podemos definir normas para otros espacios vectoriales diferentes de
R”. Ademas de que se conservan todos los conceptos y resultados estudiados para los espacios vectoriales finitos. Por ejemplo, si Ves
un espacio vectorial con producto interno definido, entonces para u, v € V'se cumple:

1. Norma de v: ||v]|2= (v, v).

2. Ortogonalidad: v y u son ortogonales si (v, u) = 0.
(wy)
(v,v)

4. Se cumple que vy u - Proy (u) son ortogonales. De igual manera, u y v — Proy,(v) son ortogonales.

3. Proyecciones: Proy (u) =

5. Ortonormalizacion: Se puede aplicar el método de Gram-Schmidt para encontrar vectores ortonormales de cualquier conjunto
finito de vectores, donde se defina un producto interno.

6. Etcétera.

o - N

Sea el espacio vectorial L¥([-1, 1]) y f(x) = 2x, f,(x) = 4 + x — ¥, con producto interno (7.6.2). Calcular:
a) Ambas normas.
b) Pruebe si son ortogonales.
¢) Proy.(£)y Proy,(£).
d) Comprobar que se cumple que: £, y f; —Proy/2 () son ortogonales.
Solucion
Al utilizar las definiciones anteriores.

a) Para simplificar algunos calculos, podemos observar que el intervalo de integracion es simétrico:

8 2
o= o= aoyaee  ae= < 1 1=

Uy £)= [ f2ds= [ @+ x—x2)2de=[' 16+ 85~ 7x2 — 220 + x4)ai

—3p4+0-2_0.2-416 |f2|:4\/§
3 Y51 5
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1 1 4 4
b) (f,f,)= J_I(Zx)(4 +x—x2)dy= J_I(Sx +2x% = 26%)dx =0+ <~ 0=#0. Noson ortogonales.

¢) Para las proyecciones utilizamos los resultados anteriores:

4
Proyﬁ(fz)=%fl(x):%(2x)=x.
/1 =
3
4
(f, f) 3 5
Pmngﬂ)=U;é)guo:é§@+x—x%=ﬂﬁm+x-ﬁ)
15

d) Comprobacion
(fyr f; = Proy , () =(fy, )~y Proy . ()= %—Jfl(4+x—x2>[ﬁ(4+x—x2>]dx

_A_ S AB Ly

3 10415 3 3

N

A continuacion mostramos la generalizacion del método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt para funciones.

e

Método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt con producto interno

Sea B={f,, f,,..., f,}, el procedimiento para obtener las funciones ortonormales consiste:

Paso 1. El proceso inicia al renombrar f, = g,.

Paso 2. Se construyen las funciones ortogonales S = {g,, g,,..., g,} con:

_(fi’gl)g _ (fpgz)g _ Mg
(gI’gl) : (gz’gz) 2 (gt.fl,gl,fl) i-r

&=/

Paso 3. Normalizacion de g, para obtener las funciones ortonormales T'= {4, h,,..., h,} esto es:

h, = & para i=1,...,n.
g

prem— -

Aplicar el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a las funciones del ejemplo anterior.
Solucion
Seguiremos los pasos del proceso de Gram-Schmidt:
Paso 1. Se renombra f; = g, = 2x.
Paso 2. Se construyen las funciones ortogonales S = {g;, g,} con:
4

_(fz’gl)gl:4+x—x2_%(2x)=4_x2'

(8,8)

&=h

3
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En la normalizacion vamos a necesitar la norma de esta funcion:

(8,8)= ] (4= 2= ] (18- 827 + i =20 = g, = 22,

Paso 3. Para la normalizacion de g, con i = 1, 2 tenemos:

_ & 2 _ f
Y \f \f
A= ng\l 406 406( <)
15

S /

Aunado a los resultados anteriores podemos agregar la definicion de proyeccion ortogonal. Esta definicion constituira una base para
las aplicaciones mas modernas y fuertes del algebra lineal.

Proyeccion ortogonal. Sea 7 un espacio vectorial con producto interno y H un subespacio con base ortonormal

Vv, V...,V . Siu €V, entonces llamamos proyeccion ortonormal de u sobre H al vector que denotamos por Proy (u)

y se obtiene:
Proy,(u) = (u, v))v, + (W, v )v,+---+ (0, v, )v, .

T N

Sea el espacio vectorial ¥'=L([-1, 1]) y el subespacio H ={A,(x), h,
plo anterior. Encontrar Proy,(p(x)) para p(x) = 1 + x.

(x)}, donde £, y &, son las funciones ortonormales del ejem-

Solucion
Emplearemos la definicion 7.13, para esto requerimos calcular (p, &) y (p, &,):

1 3 3 (. 2) |2
(p’hl):J‘_l(1+x)\/;xdx=\/;J._l(x+x2)=\/;[0+§]=\/; (7.6.3)

(p, ) = J.(1+x)\/7(4— x2)dx = Jij (@+4x— 22— 1)
=\/E 8+0-2+0 =112 (7.6.4)
406 3 609

Al sustituir (7.6.3) y (7.6.4) en la definicion 7.13, tenemos:

Proy , (p(x)) = \f hl(x)+11\/; h(x)= \f \f 11@ e

=y + 2 (4 %) = —— (220 + 2032 - 55x2).
203
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A partir de la definicion anterior sobre la proyeccion ortogonal podemos formular el teorema de aproximacion de la norma.

Aproximacion de la norma. Sea /' un espacio vectorial con producto interno definido y H un subespacio finito de V.
Entonces para cualquier v € /'y cualquier u € H se cumple:

v = Proy,(v)| < [lv ~u]|.

El teorema 7.13 indica que la mejor aproximacion al vector v se obtiene con Proy (v).

Con las proyecciones hemos llegado a uno de los resultados de mayor trascendencia, puesto que este representa una de las aplicacio-
nes de los espacios vectoriales, que son utilizadas en diferentes areas, pero sin conocer las bases tedricas que aqui hemos presentado.

Aplicacion de los espacios vectoriales a las series de Fourier

En muchos problemas de ingenieria son usadas las series de Fourier con coeficientes reales para representar funciones periddicas que
después son usadas en la solucion de ecuaciones diferenciales parciales, que describen entre otros fendémenos, el comportamiento de
las ondas o propagacion del calor.
De los cursos de fisica-matematica se conoce que la serie de Fourier con coeficientes reales de una funcion periodica f{(£) con
periodo T'= 27, esta dada por:
P
SF(t)= B} + Z(an cos(nt) + b, sen(nt)) en [0, 27] o [~ 7].
n=1
Donde se tienen las expresiones correspondientes para calcular los coeficientes a, y b, en este caso no es de importancia conocerlas. El
punto que si tenemos que explicar es el uso de estas series. Notese que en la serie estan las funciones 1, sen(t), cos(¥), sen(2f), cos(21),...,
que forman una base para C[0, 2]. Ademas al definir el producto interno por la integral de [0, 27], las funciones son ortogonales y se
pueden normalizar con facilidad. Veamos las siguientes integrales:

(sen(nt), cos(nt)) = J sen(nt) cos(nt)dt—zisenz(nt)lt 2 =), (7.6.5)

= (" de= [ L2 L cosm |ae= 7.6.6

(sen(nt), sen(nt)) = JO sen(nt)sen(nt)dt = JO E_ECOS( nt) |dt=m. (7.6.6)
= ar= " L4 L cosom |ae = 7.6.7

(cos(nt), cos(nt)) = JO cos(nt) cos(nt)dt = IO 2 + 2 cos(2nt) |dt = m. (7.6.7)

Donde (7.6.5) indica que las funciones son ortogonales, mientras que (7.6.6) y (7 6.7) representan la norma de las funciones sen(nz) y

1
f f f f N

forman una base ortonormal de C[0, 27]. Por tanto, del teorema 7.13 la mejor aproximacion a cualquier funcion periddica en [0, 27]
la obtenemos con la descomposicidn en series de Fourier.

cos(nf), respectivamente para (1, 1) = 2z. Esto quiere decir que las funciones sen(t), cos(t), sen(2t), cos(2¢),..

Aplicacion de los espacios vectoriales a polinomios ortogonales

Los polinomios son funciones que tienen propiedades muy importantes para sus aplicaciones. Por ejemplo, son continuas en todo
R, infinitamente diferenciables, lo que hace que sean funciones suaves, resultan muy propicias para las aproximaciones y resuelven
una gran cantidad de ecuaciones diferenciables. Por el teorema 7.13 sabemos que los mejores polinomios o mas eficientes en su uso
son polinomios ortogonales u ortonormales. En esta subseccién daremos un bosquejo de algunos de los polinomios ortogonales mas
comunes que se utilizan en la actualidad.
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En la siguiente definicion vamos a generalizar el concepto de funciones ortogonales.

Funciones ortogonales con respecto a un peso. Un conjunto de funciones reales f (x) para n =0, 1, 2, 3,... se dice

ortogonal respecto a la funcion peso p(x) en el intervalo [a, b]; si
b
| L&) f,)p(x)dx =0,

Para toda 7 # m y en donde p(x) es una funcion no negativa y fija que no depende de 7y m.

Por ejemplo, en las series de Fourier de la subseccion anterior, la funcidn peso p(x) = 1.
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Con este concepto revisamos un resumen de las familias de polinomios ortogonales mas utilizados en las aplicaciones, para la

solucion de ecuaciones diferenciales.

Legendre
Las ecuaciones diferenciales de la forma:
1-x2)y" = 2xy" +n(n+1)y=0.

Tienen como solucién a los polinomios de Legendre definidos por:

_Ld o H (=1)*(2n - 2k)!
B ()= (1) kZO 27 H(n— k)1~ 28]

Para estos polinomios la funcioén de ponderacion es p(x) = 1 en el intervalo [-1, 1].

x"~%% donde [a] parte entera de a.

(7.6.9)

prem— -

Calcular los primeros polinomios de Legendre hasta grado 4.

Solucion
Utilizando la férmula (7.6.9):
o (CDFO-28)

nZO;PO(x)zgzok!(o_k)!(O—Zk)!x -

”_l’Pl(x)_Zg)zlk!(l—k)!(l—%)!x -

1 _1\e(A _ |

n=2;Pz(x):z N CL7@ -2k =2 :éxz—l
im0 2 RI(2 - R)I(2 - 2F)! 2 2
1 1\ (A _ |

n=3;P3(x)=2 (C1)"(6- 2k): x3‘2k=§x3—§x
ZHG— B)I(G— 26)! 2572

(“DFB=-20) 0 35, 15, 3

n=4; P4(x)=i

” l Ea ——=x24=
SO1RI(4— k)4 - 2k)! 8 47 8 Nots . .
\_ / Adrien-Marie Legendre

E}/ (1752-1833), matematico

Estos polinomios tienen la propiedad de que todas sus 7 raices son reales y se encuentran francés, realizo impor-

entre [-1, 1]. También se suelen utilizar en la busqueda de los coeficientes que resultan en
el método de cuadratura de Gauss para la aproximacion de las integrales definidas.
Se puede verificar que los polinomios son ortogonales en [-1, 1].

tantes contribuciones a la estadisti-
ca, la teoria de numeros, el algebra

abstracta y el analisis matematico.
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Hermite

Las ecuaciones diferenciales de la forma:

-2xy" +2ny=0.
Tienen como solucién a los polinomios de Hermite definidos por:
H (x)=(- 1)”6" a" Q (1! (2x)"-2*, donde [a] parte entera de a (7.6.10)
—o Rl(n = 2k)! '
Para estos polinomios la funcién de ponderacion es p(x) = e** en todo R
o B
Calcular los primeros polinomios de Hermite hasta grado 4.
Solucion
Se utiliza la formula (7.6.10)
(-D*0! .
0;H, 0-2k =1
n=0 ()= Z 20— 267
0 k
D _
L, H 1-2k =2
I T
1
n=2H,(x)= 2 Ch*2! Qx)> % =4x? -2
2RI~ 2/e)'
y (=1)*3! Nota Charles Hermite (24
3-2k — Q43 _
n=3Hy(x)= 2 — K- 2k)| 2%) EaR de diciembre de 1822-
14 de enero de 1901)
k4 iy .
n=4 H,(x)= z (-1)+4 (2 Y2 = 164 — 4842 412 flle un rlnatematlco francés que
— kl(4- Zk)l investigd en el campo de la teo-
ria de nimeros, sobre las formas

N

Se puede verificar que los polinomios son ortogonales con respecto al peso p(x) = e en todo R.
p q p g P pesop

Laguerre

Las ecuaciones diferenciales de la forma:
"+ -x)y' +ny=0.

Tienen como solucién a los polinomios de Laguerre definidos por:

()= 2( D

L (x)= ,dxn Ty

Para estos polinomios la funcién de ponderacion es p(x) = €* en el intervalo [0, ).

cuadraticas, polinomios ortogo-
nales y funciones elipticas, y en
el algebra.

(7.6.11)

Calcular los primeros polinomios de Laguerre hasta grado 4.
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Solucion
Utilizando la férmula (7.6.11):

n=0;L,(x)= i CDH ey

2 (R)? (0 k)!
1 k
n=1L(x)= z(kl()Z(ll) 1k)'xk=1—x
2 k
n=2;L,(x)= 2 (21) 2 hoqigpely
o (B)*(2-R)! 2 Ne
. ota Edmond Nicolas Laguerre (1834-
n=3;L ( D= z - 1) 3! =1—3x+éx2 _lxs 1886), matematico francés, cono-
= (k)*(3- k)' 2 6 cido sobre todo por la introduccién

de los polinomios que llevan su nombre.

n=4 1L ( )= 2 (- 1)k4 =1—dx+3x2— Ex3 + Lxcx Laguerre publico mas de 140 articulos
' o (K)2(4- k)' 3 24 sobre los diferentes aspectos de la geometria
\_ y del analisis. Sus obras completas fueron pu-

blicadas en diez volumenes entre 1898 y 1905
por encargo de Charles Hermite, Henri Poin-

Se puede verificar que los polinomios son ortogonales con respecto al peso p(x) = e caré y Eugéne Rouché.

en el intervalo [0, ).

Chebyshev

Las ecuaciones diferenciales de la forma:
A=)y "—xy" +n*y=0.

Tienen como solucion a los polinomios de Chebyshev definidos por:

2n
(=12 > d” 2,,_1 (x+«/x2 1) +1 6.1
T.( (2 ) Vi- ((1 ) ) 2es BT o (7.6.12)

- en el intervalo [-1, 1].

Para estos polinomios la funciéon de ponderacion es p(x) =
1-x

o B
Calcular los primeros polinomios de Chebyshev hasta grado 4.

Solucion

Se utiliza la formula (7.6.12)

(x+\/ﬁ)0+l_

:0’ = =
"= k() 2x+4x2-1)°
L1 (x4 1) +1
n=1; x——
2x+x2=1)
—\4
nzz;Lz(x):Mzzxz_l

2x +x2 -1)?
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n=23;L,(x)=
’ 2x+x? —1)}
8
+4/x2 1) +1
n=4;L4(x)=(x 2 1) = 8x4 —8x? +1

Nota

Pafnuti Lvovich Chebyshev

Se puede verificar que los polinomios son ortogonales con respecto al peso p(x) =

en el intervalo [-1, 1].

(1821-1894), matematico ruso,
= conocido sobre todo por la
desigualdad que lleva su nombre.

1
\/l—x2

Con esto finalizamos una aplicacion de los espacios vectoriales y bases ortonormales; para ampliar mas sobre el uso de los poli-
nomios que hemos introducido en esta parte del texto, es necesario recurrir a algun texto sobre analisis funcional. En esta parte de las
matematicas se revisan todas las bases teoricas de los espacios vectoriales que contienen a estas funciones y representa el vinculo entre
el algebra lineal moderna con el analisis funcional. Esta parte queda completamente fuera de los objetivos del texto.

Ejercicios 7.5

Resuelva los siguientes ejercicios.

1. Sea el espacio vectorial V'=R". Demuestre que el producto
entre vy u € ¥, definido en (7.6.13) es un producto punto.

1

I

i

1

[ (v,u)= i/viuz.. (7.6.13)
i=1

2. Sea el espacio vectorial ¥'=R". Pruebe si el producto entre

v yu eV, definido en (7.6.14) es un producto punto.

CAVED YR (7.6.14)
i=1

Sea el espacio vectorial L([-1, 1]) con producto interno (7.6.2).
En cada pareja de funciones f,(x) y f,(x) calcule:

a) Ambas normas.
b) Pruebe si son ortogonales.

C) Proyfl(};) y Proyfz(fl).

@) =x4228, f)=1-4
Cf@)=1+x-2 fi(x) =+

. fi(x) = sen (7x), f,(x) = 1 + cos(rx)

. fi(x) = sen 27x), f,(x) =1 + cos(mx)
- @) =x(1-x), f(x) = (1 +x)
@ =1+x fix) =€

Cf@) =4y ) =2-%

10. f,(x) = cos(kmx), f,(x) = 2

O 0 ~3 O Wi A~ W

Para las siguientes funciones en V, encuentre su representacion
ortonormal, si se considera el producto interno (7.6.2).

11 V=C(-2,2]), f(®) =1 +x () =2, f(x) =1 —x+x

12. 7=L([0, 1]), fi(x) = x(1 + %), f,(x) = 2%, fi(x) = (1 — )

13. V=C([-m, ), f,(x) = 1, f;(x) = sen(x), f(x) = cos(2x)

14. V=C([0,1]), f0 =1, f(0) = &, () =1 + &

15. V=C([-1,1]), f®) =1, f(x) =€ fix) =1 +¢€*

16. V=C([0, 1)), i) =x, f(x) =€, f(x) =1 + €™

17. Sea el espacio vectorial V= M,,. Demuestre que el producto
entre A y B € V, definido en (7.6.15) es un producto punto.

(A, B)=2a,,b,, +3ay,b, +3a,b, +4a,b, (7.6.15)
Sea el espacio vectorial = M,, con producto interno definido
en (7.6.15), para cada pareja de matrices A y B calcule:
a) Ambas normas.
b) Pruebe si son ortogonales.
¢) Proy,(B)y Proygy(A).

8. A=| 0 1 |yp= 10
1 -1 11
19. A=| L 1 lyp=| 1 O
01 01
20 A=| 2 1]yp=| 10
21 10
2. A=| L 1 jyp=| 1O
-1 2 12
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Para las siguientes matrices en V= M,,, encuentre su representa-  30. En el ejercicio anterior considere V' = C[-1, 1] y f{x) =

i6n ort 1, si idera el producto int 7.6.13). .
cion ortonormal, si considera el producto interno ( ) 1 /2 ¢ V. Calcule Proy (). {Reconoce quién es f(x)?

2w

1
2. A= 11 J ) =( 10 ] y A, :[ 1o ] 31. En el jercicio anterior calcule | (f(x)~Proy, (f)?ds.
-1 -1 -1 01
Explique, ;qué significa este resultado?
32. Repita los tres problemas anteriores con H = Py(x), jqué
23. A= 0 0],A2=[(1] (I)Jy 3:[1 01] concluye?
bl 0 - 33. Obtenga la serie ortonormal de Fourier para 1, sen(kf),
cos(kf), sen(2kt), cos(2k1),...
[ 10 _| 01 _| 1 -
24 A= 10 J’ A, _[ 0 -1 ] Y A _[ 0 1 J 34. Sea V={f|jbf(x)dx es finita}, pruebe si ¥ es un espacio
. i vectorial. (Es posible concluir que V' c CJa, b]? Explique su
25. Calcule el polinomio de Legendre de grado 5. respuesta.
26. Calcule el polinomio de Hermite de grado 5. 35. Sea V=CR)y (f,g)=f#g(x)= J‘: F()g(x—)de . (Es
27. Calcule el polinomio de Laguerre de grado 5. posible decir que ¥ es un espacio vectorial con producto
) ) interno?
28. Calcule el polinomio de Chebyshev de grado 5. 36. Sea V=M, con producto (A, B) = C donde = az']bi/‘ para i,
29. Dada la base estandar en H= P,(x), defina el producto inter- 7=1,2,..., n. (Es posible decir que ¥ es un espacio vectorial

L1 ol i , con producto interno?
no en [-1, 1] como (£, 8)= J:lf(x)g(x) » COMETPIOLESD 37 Consulte sobre los espacios de Hilbert y L. ;Son espacios

de Gram-Schmidt, obtenga una base ortonormal. vectoriales? En caso afirmativo, jcual es su producto interno?

Cambios de base y espacios de funciones con Matlab

En este capitulo se abordaron los temas de cambio de base, nucleo y recorrido de una matriz, base para el espacio fila y el espacio
columna de una matriz en los que la solucién depende de nueva cuenta de realizar escalonamientos y obtener la solucion de un sis-
tema de ecuaciones lineales. Hasta el momento ya se cuenta con herramientas suficientes para obtener tanto matrices en su forma
escalonada reducida como la solucion a los sistemas de ecuaciones lineales, con Matlab o MuPAD. Dentro de este capitulo también se
ven las bases ortonormales y el procedimiento para obtenerlas mediante el método de Gram-Schmidt. Como se observa es un método
bastante laborioso, pero si se emplea MuPAD se puede obtener con facilidad.

Cambio de base con Matlab

El procedimiento para obtener la matriz de transicion de la base B, a la base B, es relativamente sencillo y consiste en escalonar al
mismo tiempo ambas bases, es decir, para encontrar P 5,5, S escalona: (B2 ‘ Bl) ~( ‘ P 5 Bz) y(v) 5, = P 5.5, ) By De manera similar para
determinar P, . .
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T N N

Desarrollar una funcion (llamada MatrizT) con los comandos de programacion en Matlab en el cual dadas dos bases B1 y B2,

sea posible elegir si se desea determinar PB1 50 PBzB1’ seglin sea la opcion que se elija.

% function MatrizT

Parametro: Recibe dos matrices cuadradas.

Salida: Proporciona la operacidén elegida por el usuario:
1.-La matriz de transicién de Bl a B2, esto es PBIB2 o
2.-La matriz de transicidén de B2 a Bl, esto es PB2Bl

o° o oe

o\°
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function [] = MatrizT
Bl=input ('introduzca los vectores de Bl en forma matricial: ');
B2=input ('introduzca los vectores de B2 en forma matricial: ');

(
(
m = size(B1l,1);
n = size(B1,2);
q = size(B2,1);
r = size(B2,2);
if ( (m-n) ~=0)
error ('Bl debe ser una matriz cuadrada')
elseif ( (g-r) ~=0)
error ('B2 debe ser una matriz cuadrada')
elseif ((m-q) ~=0)
error ('Bl y B2 deben ser del mismo orden')
elseif ((n-r) ~=0)
error ('Bl y B2 deben ser del mismo orden')
end
respuesta=1l;
while respuesta==
disp('Elija la matriz de transicidén que desea obtener:')
disp('l.-La matriz de transicién de Bl a B2, esto es PB1B2')
disp('2.-La matriz de transicién de B2 a Bl, esto es PB2B1')

operacion=input ('elija una opcidén: ');
switch operacion

case 1
C = [B2, B1l];
rref (C)
case 2
C = [B1l, B2];
rref (C)
otherwise
disp( 'opcidén invalida. ')
end
disp('Desea realizar otra operacién:')
disp('1l.-51i")
disp('2.-No"')
respuesta=input ('elija un valor numérico: ');

if (respuesta==1|respuesta==2)==
disp( 'opcidén invalida. ')
end
end
end

/

prrm—

Utilizar la funcién MatrizT para resolver el ejemplo 7.4 donde B, = { 11 j[ 1

1. La matriz de transicion de B, a B,, esto es PB,B,.

2. Lamatriz de transicion de B, a B, esto es PB,B,.

Jo=

1
2

][ 1 ]} , y se pide determinar:

~
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Solucion

Se ejecuta la funcion MatrizT y se introducen las respectivas bases.

>> MatrizT

introduzca los vectores de Bl en forma matricial: [1, 0; -1, 1]
introduzca los vectores de B2 en forma matricial: [1, 1; 2, 1]
Elija la matriz de transicidén que desea obtener:

1.-La matriz de transicidén de Bl a B2, esto es PBIB2

2.-La matriz de transicidén de B2 a Bl, esto es PB2BIl

elija una opcién: 1

ans =

0 1 3 -1

Desea realizar otra operacién:

elija un valor numérico: 1

Elija la matriz de transicién que desea obtener:
1.-La matriz de transicién de Bl a B2, esto es PBIB2
2.-La matriz de transicidén de B2 a Bl, esto es PB2Bl
elija una opcidén: 2

Verificar que los resultados son los mismos que se presentan en el libro.

N /

Espacio fila y columna de una matriz

Determinar una base del espacio fila y columna de la matriz A requiere de conocer ya sea la matriz escalonada o la matriz escalonada
reducida y a partir de aqui trabajar con los pivotes de dichas matrices.

T i N

Desarrollar una funcion (llamada rengloncolumna) en la cual se empleen los comandos de programacion en Matlab que deter-
mine una base para C, y una base para R, .

% function rengloncolumna (Matriz A)

% Parametro: recibe la matriz A

% Salida: Proporciona una Base para RA y una base para CA.
function [ ] = rengloncolumna (A)

m = size(A,1);

n = size(A,2);

ME=rref (A);

for i=l:m

Ri=find (ME (1, :),1, 'first"');
if Ri~=0

x(1)=R1i;

end
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end

p = size(x,2);

for i=1:p

if (x(1) ~=0)

CA(:,1) A(:,x(1));
RA(i,: )= ME(i,:);

end

end

format rat

disp('Una base de CA es:')

CA

disp('Una base de RA es:')

RA

end
\_ J
o B N

Utilizar la funcion rengloncolumna para resolver el ejemplo 7.16 donde se pide determinar una base para C, y una base para R,.

Solucion

Se introduce la matriz de la cual se desea obtener las respectivas bases y se ejecuta la funcion rengloncolumna.

>> A=[1,0,2,1; 0, 1, =3, 2; 2, 1, 1, 41;
>> rengloncolumna (A)
Una base de CA es:
CA =1 0
0 1
2 1
Una base de RA es:
RA = 1 0 2 1
0 1 -3 2
_ %
- N\

Utilizar la funcion rengloncolumna para resolver el ejemplo 7.17 donde se pide determinar una base para C, y una base para R,,.

Solucion

Se introduce la matriz de la cual se desea obtener las respectivas bases y se ejecuta la funcion rengloncolumna.

>> A=[1,-1,1,-1; 0, O, -1, 1; 1, -1, -1, 11;
>> rengloncolumna (A)
Una base de CA es:

CA =1 1
0 -1
1 -1

Una base de RA es:

RA = 1 -1 0 0
0 0 1 -1

Comentario. La base para R, que obtiene la funcion rengloncolumna es a partir de la matriz escalonada reducida, la del
texto esta en funcion de la matriz escalonada (son equivalentes).

N /
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Bases ortonormales con Matlab

Se ha comentado que es deseable trabajar con bases ortonormales y aplicar el método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt para
obtener una base ortonormal (a partir de otra) es un procedimiento muy laborioso, sin embargo MuPAD permite obtener una base
ortogonal de manera muy sencilla, emplee la funcibn W:=1inalg: :orthog (S) y después convertir esta base en una base ortogonal
mediante la siguiente funcién: map (W, linalg::normalize). Veamos estas funciones a través de los siguientes ejemplos.

o N

Utilizar 1inalg: :orthog(S) y 1inalg: :normalize de MuPAD para resolver el ejemplo 7.24 donde se pide determinar
una base ortonormal, emplee el método de Gram-Schmidt, dada la base B.

B= {ul = (17 2y _3)) u2 = (O$ la _1)$ u3 = (27 0) 1)}
Solucion
En la ventana de MuPAD en modo Calculation se introducen los siguientes comandos:

Para obtener la base ortogonal:

MatR := Dom::Matrix (Dom: :Real) :
S := [MatR([1, 2, -3]), MatR([O0, 1, -1]), MatR([2, 0, 1])]
W:= linalg::orthog(S)

Para obtener la base ortonormal:

map (W, linalg::normalize)

En la figura 7.4 se muestra la salida en la ventana de  [TFara ottenr is base oregonal

MuPAD en modo Calculation. FELIL A 2 SV TS ) L e
-] BEA T B o =d]0,; HEERI{O:; 1, =1]); H&L] o B EJ0

1
Comentario. Verifique que estos vectores son equiva- |: 5 I|
lentes a los obtenidos en el texto.

Pora aliensr s brke orondmmal

4o

Ap (W, linslg aka “WEE E
Figura 7.4 Salida en la ventana de MuPAD AL A
del ejemplo 7.54. L1l WT. 0

N /

T ) N

Utilizar 1inalg: :orthog (S) ylinalg: :normalize de MuPAD para resolver el ejemplo 7.25 donde se pide determinar
una base ortonormal para todos los vectores de la forma: (x, y, z, w) = (=y + w, y, 3w, w) con el método de Gram-Schmidt.

Solucion
La base para generar estos vectores es: B= {u, = (-1, 1,0, 0), u,=(1, 0, 3, 1)}. En la ventana de MuPAD en modo Calculation
se introducen los siguientes comandos:




Algebra lineal

Para obtener la base ortogonal:

MatR := Dom::Matrix (Dom::Real) :
S := [MatR([-1, 1, 0, 0]), MatR([1, O, 3, 11)]
S

W:= linalg::orthog(S)

Para obtener la base ortonormal:

map (W, linalg::normalize)

En la figura 7.5 se muestra la salida en la ventana de Ty T ———
MuPAD en modo Calculation. Maih 1= ComnMazriniDom:ifesll
& e s (=8, 1; 0, 0)), Maemifl, O, 13l
=1 1
Comentario. Verifique que estos vectores son equiva- [ 8 | ‘;'J
lentes a los obtenidos en el texto. ¢ s
L} Lipalgtiacemaqin
M1
o |
1 | | ¢
o) |3
if 1
Pars cbbir 1 bake orionomial
| map (W, limalo: regrealize
o :'15 W A
;:.r__ & pi
Figura 7.5 Salida en la ventana de MuPAD o || 5|
del ejemplo 7.55. LR [
\ /
A N

Schmidt.

Solucion

La base para generar estos vectores es:
B= {ul = (]w 4> 07 O)a u2 = (0¢ 57 17 O)a u3 = (0> _3a 0> 1)}
En la ventana de MuPAD en modo Calculation se introducen los siguientes comandos:

Para obtener la base ortogonal:

Utilizar 1inalg: :orthog(S) y linalg: :normalize de MuPAD para resolver el ejemplo 7.26 donde se pide determinar
una base ortonormal para el conjunto de vectores que son consistentes con: 4x — y + 5z — 3w = 0, emplee el método de Gram-

MatR := Dom::Matrix (Dom: :Real) :
S := [MatR([1, 4, 0, 0]), MatR([O, 5, 1, 0]), MatR([O, -3,
W:= linalg::orthog(S)

Para obtener la base ortonormal:

map (W, linalg::normalize)
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En la figura 7.6 se muestra la salida en la ventana de
MuPAD en modo Calculation.

Comentario. Verifique que estos vectores son equiva-
lentes a los obtenidos en el texto.

Figura 7.6 Salida en la ventana de MuPAD
del ejemplo 7.56.

N
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Producto interno con Matlab

Se comento que el producto punto o escalar se puede ampliar a otros espacios vectoriales y se conoce con el nombre de producto in-
terno. Matlab también presenta la ventaja de que es posible determinar integrales de manera sencilla, la sintaxis es:

int (funcidén, variable, Limite Inferior, Limite Superior)

e _

(7.6.2) determinar:

a) Ambas normas.

b) Pruebe si son ortogonales.

) Proyf1 By Proyf2 ()

Solucion

Resolver el ejemplo 7.42 con Matlab, donde para el espacio vectorial LA([-1, 1]) y f,(¥) = 2x, f,(x) = 4 + x — x* con producto interno

d) Comprobar que se cumple que: f, y f, — Proyf2 (f,) son ortogonales.

Se declaran ambas funciones en el PROMPT para calcular las integrales.

>> syms X

>> fl = 2*x

fl = 2*x

>> f2 = 44x-x"2
f2 = -x"2 + x + 4

a) Parael calculo de (f;, /)y (f, £)

>>F1fl = int(£f1°2,x,-1,1)
f1f1 = 8/3

>>F2f2 = int (£2°2,%,
£2£2 = 416/15

-1,1)

~
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b) Para el célculo de (f, £,)

>>flf2 = int (£1*£2,x%,-1,1)
f1f2 = 4/3

Comentario. Por tanto, como (f}, f,) # 0 no son ortogonales.

c) Para las proyecciones deben emplearse los resultados anteriores, recuerde que (f;, £,) = (£, f,)

>>Proyflf2 = (f1£2/f1f1)*f1l

Proyflf2 = x

>>Proyf2fl = (f1£2/f2f2)*f2

Proyf2fl = (5*x)/104 -(5*x"2)/104 + 5/26
>> factor (Proyf2f1l)

ans = - (5% (x"2 -x -4))/104

d) Comprobacion

>> comprobacion = f1f2-int (f2* Proyf2fl,x,-1,1)
comprobacion = 0

Verifique que se obtuvieron los mismos resultados en el texto.

Polinomios ortogonales

Se comentaron las familias de polinomios ortogonales mas utilizados en las aplicaciones para la solucidén de ecuaciones diferenciales,
entre estos: Legendre, Hermite, Laguerre y Chebyshev. En este caso por la forma en que se presentan los resultados es conveniente
emplear MuPAD.

Q Para el calculo de los polinomios de Legendre la funcién empleada por MuPAD es: orthpoly: : legendre (n, x)
Q Para el calculo de los polinomios de Hermite la funcion empleada por MuPAD es: orthpoly: :hermite (n, x)

Q Para el calculo de los polinomios de Laguerre la funcion empleada por MuPAD es: orthpoly: :laguerre (n, a, x),donde
a esta definida como una expresion aritmética.

Q Para el calculo de los polinomios de Chebyshev la funcion empleada por MuPAD es: orthpoly: :chebyshevl (n, x).

En todos los casos n es el grado del polinomio que se desea determinar.

T N

Resolver el ejemplo 7.45 con la funcién orthpoly: : legendre (n, x) de MuPAD.

Solucion

Se introduce la funcion y varia en cada caso el grado del polinomio.

orthpoly::legendre (0, x)

orthpoly::legendre(l, x)

orthpoly::legendre (2, Xx);
(3, %)
(4, x)

orthpoly::legendre
orthpoly::legendre

4

4




Bases de un espacio vectorial finito e infinito

En la figura 7.7 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo
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=

orthpoly: i legendce {0, x};
Calculation. n::nr::j.:,-‘:l%c;er.*i:ﬂ{i. m)
arthpaly: :lagandes (2, =)}
Ff!"r-'.'l'-"n—ln-‘.'rﬂ;"ll 3 B
Comentario. Verifique que los resultados son iguales a los obtenidos en el orthpoly:legendre (4, x};
texto. pelytl, [x]
pohix, [x]
)
F"ﬂ"‘, sy 3 . ‘]
. T
Figura 7.7 Salida en la ventana de MuPAD ] .
3 T i L] =
del ejemplo 7.58. p.ﬂ.,( 5_;_ 1 iJ." - ;-_| [x \]
\
prrietpros -
Resolver el ejemplo 7.46 con la funcién orthpoly: :hermite (n, x) de MuPAD.
Solucion
Se introduce la funcion y varia en cada caso el grado del polinomio.
orthpoly:: hermite (0, x);
orthpoly:: hermite (1, x);
orthpoly:: hermite (2, x);
orthpoly:: hermite (3, x);
orthpoly:: hermite (4, x); .
| arthpaely:: hermits (0, =};
En la figura 7.8 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo orthpolyis hermite (1, x};
’ arthpaly:: harmite (I, =);
Calculation. crthpoly:: hermite (3, x);
{ orthpolyr: hermite [4, =);
Comentario. Verificar que los resultados son iguales a los obtenidos en el | pobyil, [x])
texto. polv(2 x, [x])
paly(4 x* -2, [x])
Figurfn 7.8 Salida en la ventana de MuPAD poby(3 2 = 12.x. [x])
del ejemplo 7.59. poly {16 - 48 22 + 12, [x]
\
PriempO T

Resolver el ejemplo 7.47 con la funcidon orthpoly: : laguerre (n, a, x)

Solucion

Se introduce la funcion y varia en cada caso el grado del polinomio.

de MuPAD.

orthpoly:: laguerre
orthpoly:: laguerre

orthpoly:: laguerre

(
(
orthpoly:: laguerre (
(
(

orthpoly:: laguerre
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En la figura 7.9 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

Figura 7.9 Salida en la ventana de MuPAD

ehpaliyrs Lagusre

-

(=& -
o5 thpely: Laguezew (1.0,
. . . . arthpoly lagaarra [2;0;
Comentario. Verifique que los resultados son iguales a los obtenidos en el texto. exthpolys: Lleguszze |30,
srzhpaly ! Lagasres 4,
Pty 0. (]
pab=x =0 ¥

1%
]

Wy ®}Y

del ejemplo 7.60. poby| & - S+ 0F - 4xe) 1L:|
- /
T N\
Resolver el ejemplo 7.48 con la funcién orthpoly: : chebyshevl (n, x) de MuPAD.
Solucion
Se introduce la funcion y varia en cada caso el grado del polinomio.
orthpoly:: chebyshevl (0, x);
orthpoly:: chebyshevl(l, x);
orthpoly:: chebyshevl (2, x);
orthpoly:: chebyshevl (3, x);
orthpoly:: chebyshevl (4, x); T "
I y nebyshes o
En la figura 7.10 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation. : ¥ ﬂl bl
sEthpoly abiahe H |
Comentario. Verifique que los resultados son iguales a los obtenidos en el texto. pabr( L, [x]}
pobylx, [a]
. . poby{2 x* = 1, Ix)
Figura 7.10 Salida en la ventana de MuPAD i
i polyidx’ =1 [x]
del ejemplo 7.61. e
potviBx" =Bx =1, X}
- /
Ejercicios con Matlab
Para los siguientes ejercicios puede emplear Matlab o MuPAD. 2. Dadas las bases B, y B, determine la matriz de transicion de

1. Dadas las bases B, y B, determine la matriz de transicion de

=

la base B, ala base B,.

1
-2 2 -2 2
B = b b b 2 3
| S T ) 5 7 Bf{ 1 3j(
1 4 5 7
3 —4 =5 2 la base B, a la base B,.
B = 7 ’ -2 , -2 , 0
1 3 6 ~ 184}
0 -4 2

-1 2

la base B, ala base B, B {[8 5][—7 3][ 0 4 ][
5 5 4 01 -5 0 -5 -6 3

8

-6 4

-1 2 0 4 9 10
13 2)51)

)
J}

3. Dadas las bases B, y B, determine la matriz de transicion de

B ={3+7x—x, -1 +4x+ 3x% 10 + 6x, -202%, 5 — 8x — 4+

B, = {20 - 10x% + 45, =10 + 2x + 135 + 2%, 1- 4, —24%}
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4. Determine una base para C, y una base para R, para cada
una de las siguientes matrices.

9 =10 7 6 1 3 =2 -7 4

a)241420 b)26—2—46
5 3 21 29 3 -9 0 -9 -6
6 20 29 13 4 12 0 12 4
-2 -8 -16 -3 0

9 -1 -3 -9 -2 -1
1 5 7 0 -3

5. Para los siguientes incisos dada la base B determine una base
ortonormal con MuPAD.

a) B={(2,-1,1,0),4,-4,0,7), (2,0, 1, 0)}

Ejercicios de repaso

b) B= {(_3a 2r 4’ _1)? (27 la 07 _1)}
C) B= {(2’ _3> _Z)a (0’ 37 1)a (_2a 3a l)}

6. Elabore un programa en Matlab que determine si un vector
y pertenece a Rec(A) de tal manera que Ax=Yy.

7. Elabore un programa en Matlab que determine si una base es
ortogonal, ortonormal o ninguna de estas.

Para los siguientes ejercicios emplee MuPAD.
8. Determine el polinomio de Legendre de grado 9.
9. Determine el polinomio de Hermite de grado 20.
10. Determine el polinomio de Laguerre de grado 17.

11. Determine el polinomio de Chebyshev de grado 13.

7.1 Si Ax =0, entonces x € N(A).
72 Si A, yxeN(A), entonces x e R”,
7.3 SiA  entonces C, c R™

7.4 N(A)y C, pertenecen al mismo espacio solo cuando la ma-
triz A es cuadrada.

7.5 Si Ax=w, entonces w € N(A).

7.6 Las columnas pivote de B (matriz escalonada de A) forman
una base para C,.

7.7 Si Ay y (A)=3, entonces el rango de A es 3.

7.8 SiA,, con sus columnas L.I., entonces »(A) puede ser igual
a 3.

7.9 Si A, entonces la (A) puede ser igual a 2.

7.10 Si A, con sus columnas L.D., entonces ¥(A) no puede ser

igual a cero.

7.11 Los renglones distintos del renglén nulo cuando A esta en
su forma escalonada reducida (B), forman una base para

Ry, pero no para R,.

7.12 Las operaciones elementales entre renglones preservan la
relacion de dependencia lineal entre las columnas de A,

pero no entre sus renglones.
Sea A,
Si A, yp(A) =2, determine 1(A).
SiA,, y»(A) =1, determine p(A).
SiA,

NAY?

7.13
7.14
7.15
7.16

es invertible solo cuando #(A) = 0.

(cudl es la menor y la mayor dimension posible para

7.17 SiAg,, (cudl es la menor y la mayor dimension posible para
N(A)?
7.18 Si A, ;puede w(A) ser cero?

Ejercicios con grado de dificultad uno
7.19 Dadas las bases B, ={(-1, 3), (2, 4)} y la base B, ={(2, -5),
(1, 0)}, determine:
a) La matriz de transicion de la base B, a la base B,.
b) Si se sabe que (V)B1 = (2, -6), calcule (v) 5,
c) Compruebe que el vector v generado en base (v)B1 es
igual a (v)Bz.

Dadas las bases B, = {(2,-3), (5, 1)} y labase B, ={(~1, -7),
(-4, -11)}, determine:

a) La matriz de transicion de la base B, a la base B,.

7.20

b) Si se sabe que (V)Bz =(3, 4), calcule (v)BI.

¢) Compruebe que el vector v generado en base (v)B1 es
igual a (V)Bz'

Dadas las bases B, ={(5, 1, 5), (-1, 3, 0), (1, 2, 3)} y la base

B,={(2,1,0), (-1, 3,4), (2, 2, 1)}, determine:

a) La matriz de transicion de la base B, a la base B,.

7.21

b) Si se sabe que (V)B1 =(5, -1, 3), calcule (V)BZ.
c) Compruebe que el vector v generado en base (V)B1 es
igual a (v)Bz.
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7.22 Dadas las bases B, ={9 + 6x — 8%, 1 — 14x — 124%, -2 - 9« g) Determine si el vector v pertenece a Rec(A) (v se propor-

- %} ylabase B, ={2 — 4x?, 1 - 3x + 352, 2 + x + 4}, deter- ciona en cada inciso).
mine:
. . 5 2
a) La matriz de transicion de la base B, a la base B,. 726 A=| 3 -1
b) Si se sabe que (p)B1 =(3, 4, 1), calcule (p)Bz' 20
¢) Compruebe gue el polinomio p(x) que es generado en b) x=(2, 5) g v=(1,-1,3)
base (p), esigual (p),, .
1 2
5 8 -1 =2
7.23 Si se sabe que Bz={ 0 ] [1 -1 ][ 2.0 j 727 A=| .1 0 1 2
1 1 0 1 -2 2 210 3 0
( (1) _01 ]} y la matriz de transicion de la base B, a la b) x=(-8,4,-8,0) g v=(1,3,-5)
PR 1 -1 2 0 3
S = _| 4 2 8 7 =5
base B, es: P, , = ) _4 - , determine: 12 2 0 41 3
1 — —
303 3 1 0 20 -1 3

b) x=(1,2,6,5) g v=(2,51,-1)
a) Las matrices de la base B,.

Bases ortonormales

En cada caso determine si los siguientes conjuntos de vectores
son ortonormales, solo ortogonales o ninguno de estos.

7.29 (11 17 1’ 1)’ (_17 3a 31 _5)’ (_6a _47 7a 3)

b) Sise sabe que (V) 5 :[ 3 _11 J, calcule (V)Bz'

¢) Determine la matriz V que es generada con (V) 5, Y V) 5,

Ejercicios con grado de dificultad dos

730 @111, —=(1,4,-3,-3,4=(0,0,-11),
Dados los siguientes sistemas determine a qué subespacio perte- \ﬁ \/g \/E
nece C,, R,, N(A) y Rec(A).
s Rpy N(A) y Rec(A) L(Z,—Z,—l,—l)

Jio

731 (2,-5),(3,9)

Il
o O

2 — y + 3z
7.24
2y + 4z - w

5 — =0 7.32
725 y3x + y - z =0
0

Gl HEad

2x — y — z =

733 {(0,0,1,0,0),[%,0,0,%,0],
Para cada matriz A determine: C,, R,, N(A) y Rec(A). Asi como 2 2

los siguientes incisos: 1 1
—(-3,2,0,3,0),(0,0,0,0,1), —(1, 3,0,-1,0)
a) El espacio vectorial al que pertenece C,, R,, MA) y V22 \/1_1
Rec(A).

7.34 {(la 11 _37 Oa _l)a (7’ _Sa 3> 0: _7)’ (67 2a 17 _33a 5)}
b) Determine si el vector x pertenece a N(A) (x se proporciona

en cada inciso). Los siguientes conjuntos de vectores son bases ortonormales, es-

c¢) Determine una base y dimension para C,, R,, N(A) y criba a u como combinacion lineal de los vectores de la base.
Rec(A). : .
d) Determine el Rango de A y verifique que p(A) + A)=n.  7.35 {V =——=(0,-6,-2),v,=—(4,3,-9),
) . g y verifique q P(. ). UA) 0 2~ e
e) Determine un vector v que pertenezca a C, distinto de cero.

f) Determine un vector x que pertenezca a N(A) distinto de V.= 1

Cero. ’ \/%

(-15,2, —6)}, conu (3,6,-1)
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[N}

1 1 - -2 -1
736 sv.=|—,—,—=|,v,=|0,—=,— 1|,
{‘[6 6 6]2(££J
-5 1 =2
V.=| —,—,— |r,conu=(-1,-4,-7)
’ ( 3030 @]}

7.37 {vl =L 03-14, v, = L 3,3,-1,-1),

V30 V20
v —L(O 1,3,0),v —L(S 3,-1 —5)}
3 \/E 1Y)y Yy \/& ) )
conu=(-2,0,1,-3)
7.38 {v =L(l -2,3,4),v :L(l 1,3,-2)
. 1 \/% K K K K 2 \/E ? ’
v —L(E» 0,-1,0),v —L(OZ 01)}
3 \/ﬁ K ? ? K 4 Jg K K ?

conu=(1,-1, 2,-2)

v, =L(,1,01,2)
7

-

v,=—(2,2,7,2,-3)
0

J70

v,==(1,0,0,-1,0)
2

7.39 2

_47 1: 1> 1)

v—L(l
4 \/%’
v —1(10—11—1)
5 277 bR

conu=(2,-3,4,5,1)

v, - L 1,1,0,1,0)
3

1

v,=—(1,-2,3,1,3)
P
v.=—(1,0,0,-1,0)
7.40 3 \/E K ’ K ’

1
v, = ﬁ(—l, 2,1,-1,1)

1
vs=$(o,o,1,o,-1)

conu=(1,-3,2,4,0)

v,=—(0,2,0,1,0)
5

T

v,=——(51,5,-2,-5)
0

J80

v, =—(1,1,-1,-2,1)
8

741 V8

v, =L(3,—1,—3, 2,-1)
24

-~

v L 6-1325
8

Ja8

conu=(2,0,0,3,-1)

v, L a0-1,01
3

NG

vzzi(l,é,—l,o,—z)
2

Ja2

1
14y 1= E(1, 0,1,0,0)

v, =(0,0,0,1,0)
1
v =ﬁ(1,—1,—1,o,—2)

conu=(1,-1,4,2,2)

Dada la base B, determine una base ortonormal, emplee el méto-
do de Gram-Schmidt (al reducir fracciones).

743 B={u,=(2,1,-1),u,=(-1,0,4), u,= 3,0, 1)}

7.44 B={u,=(1,2,-3),u,= (1, 4,-6), u, = (4, -1, 2)}

745 B={u,=(1,-1,1),u,=(1,3, 1), u,= (2,0, 5)}

7.46 B={u,=(2,4,-1,1),u,=(1,2,0, 1)}

747 B={u,=(1,0,0,-2),u,=(-1,1,1,2),u,= (1,0, 1,-1)}

748 B=1{u=(1,1,3 1), u,=(11,2 1) u,=(-2 42,0,
u4 = (2y Oy _1? 3)}

749 B=1{u,=(0,0,0,-1,1),u,=(0,2,0,0,1),u,=(1,0,1,-1,1),
u4=(_2a la Or 1’ l)a u5 = (la Or 4¢ 3a 2)}

750 B={u,=(-1,1,0,0,1),u,=(1,2,0,2,1),u,=(0,2,0,2,2),
u4 = (_la la Or 0¢ _l)r 115 = (07 —1,2, 4r 1)}
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Ejercicios con grado de dificultad tres

Espacios vectoriales infinitos

Determine si los siguientes conjuntos con operaciones no usuales
son un espacio vectorial, de no serlo muestre qué axiomas no se
cumplen.

7.51

7.52

7.53

7.54

7.55

7.56

V = El conjunto de funciones continuas en [a, b] con pro-
ducto usual, pero con la suma definida como: (f ® g)(x) =
max {f(x), g(x)}.

V' = M,,, con suma usual pero el producto por un escalar
definido como: a ® A =0, donde 0 es la matriz nula.

IR? con suma usual, pero con el producto de un escalar por
un vector definido como:
0,0) si a=0
a®(x,y)= [ 1 ] ,
ax,—y si a#0
a

R? con producto usual, pero la suma definida: (x,, y,) ®
(xz; yz) = (xl + 2x2a It 3)/2)-

R? con producto usual, pero la suma definida: (x,, y,) ®
() y,)= (%, +x,+ 3,9, +,+3).

R? con suma usual, pero el producto definido: & ® (x, y) =
(a+ax—4,a+ay-4).

Dado V;, jcudles de las siguientes estructuras son subespacios vec-
toriales?, de no serlo diga qué axiomas no se cumplen.

1.57
7.58

7.59

7.60
7.61
7.62
7.63
7.64

V=C[0,1],con H={fe V| feC 0, 1]}.

V=Cl0, 1], con H={f €V|a,f" + a,f' + a,f = 6} con
6 = funcion cero en V'=C|0, 1].

V=Cla, b, con H={f eV || f(x)dr=3}.

V= C[0, 1], con H={f € V| (0) = (0) = 0.
V=C[R),con H={f: R >R |fes par}.
V=C[R),con H={f:R—>R |fes impar}.

V= Cla, b], con H={f e V| f(0) =0y A1) =0}.
V= Cla, b], con H={f € V| fla) = f(b)}.

7.65

7.66

7.67

7.68

7.69

7.70

7.71

7.72

1.73

7.74

7.75
1.76
1.71
7.78
1.79
7.80

Sean f(x) y g(x) funciones continuas, determine si el con-
junto de soluciones de la siguiente ecuacion diferencial
homogénea es un subespacio vectorial: y"(x) + f(x) y'(x) +
8(x) y(x) =0.

V' = {El conjunto de todas las soluciones de la ecuacion
diferencial: y" (x) — y'(x) + 6y(x) = 0}.

Pruebe si el conjunto de todas las funciones impares es un
espacio vectorial. Note que no se restringe a funciones de
L([a, b]).

Pruebe si el conjunto de todas las funciones pares es un
espacio vectorial. Note que no se restringe a funciones de
L([a, b]).

Pruebe si el conjunto de todas las funciones periodicas es

un espacio vectorial. Note que no se restringe a funciones
de C([a, b]).

Pruebe si el conjunto de todas las funciones f(x) < 0 es un
espacio vectorial. Note que no se restringe a funciones de
L([a, b]).

Pruebe si el conjunto de todas las funciones f(x) = 0 es un
espacio vectorial. Note que no se restringe a funciones de
L([a, b]).

Pruebe si el conjunto de todas las funciones f(x) = 1 es un
espacio vectorial. Note que no se restringe a funciones de
L([a, b]).

Sea el espacio vectorial V= M,,, pruebe si el producto entre
Ay B €V, definido como (A, B) = a5, b b
+4a,,b,, es un producto punto.

1~ %191 =~ %%

Sea el espacio vectorial V' = P,(x), pruebe si el producto
entre p,(¥) y p,(x) € V, definido como (p,, p,) = ab, — a,b,
+ a,b, es un producto punto.

Resuelva el ejercicio 7.1.7 con Matlab.
Resuelva el ejercicio 7.1.9 con Matlab.
Resuelva el ejercicio 7.1.11 con Matlab.
Resuelva el ejercicio 7.2.4 con Matlab.
Resuelva el ejercicio 7.3.7 con Matlab.

Resuelva el ejercicio 7.3.11 con Matlab.

I. Programe en Matlab una funcion que obtenga las proyecciones de dos funciones de I*([-a, a]) en donde a > 0 con producto inter-

no (7.6.2).

II. Programe en Matlab una funcién que ortonormalice a tres funciones de L*([-a, a]) en donde a > 0 con producto interno (7.6.2).



Transformaciones lineales con aplicaciones

Al final llegamos a una de las partes reinas del algebra lineal,
transformaciones, valores y vectores propios.

Objetivos generales

Mostrar que en la actualidad las transformaciones lineales a través de los valores y vectores propios de la matriz tienen una gran
gama de aplicaciones.

Explicar cudndo una matriz es diagonalizable.

Objetivos especificos

0 00000000 0 O

Explicar qué es una transformacion lineal.

Mostrar cuando una transformacion es lineal.

Describir cémo se obtiene la representacién matricial de una transformacion lineal.

Definir qué son los valores y vectores propios de una matriz.

Explicar qué es multiplicidad algebraica y geométrica en los valores y vectores propios.

Definir el ndcleo y recorrido de una transformacion lineal.

Explicar como se relaciona el nicleo y recorrido de una transformacion lineal con los de una matriz.
Resolver ejercicios para encontrar los valores y vectores propios de una matriz.

Utilizar el paquete Matlab para calcular los valores y vectores propios de una matriz o transformacién lineal.
Aplicar el paquete Matlab para encontrar la matriz diagonal de una transformacion lineal.

Explicar para qué sirve la forma diagonal de una matriz.
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m Introduccion

Después de haber revisado la importancia de los espacios vectoriales finitos e infinitos, la siguiente etapa del estudio consiste en revisar
relaciones entre diferentes tipos de espacios vectoriales que sean de interés en las aplicaciones. El area del algebra lineal que se desa-
rroll6 para explicar las relaciones entre espacios vectoriales, hoy dia se conoce como transformaciones lineales.

Alhacer un recuento de la historia de las transformaciones lineales, lo primero que se sabe al respecto es que en 1830 Carl Gustav
Jacob Jacobi (1804-1851) y Kronecker y Weierstrass, afios mas tarde, entre 1850 y 1860, fueron los primeros en trabajar con la nocién
de transformacion lineal que comenzaba a surgir en esa época. Sin embargo, quien ejercidé una mayor influencia sobre el desarrollo de
la nocion de transformacion lineal fue el matematico aleman Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), que habia empezado a evolu-
cionar desde el siglo xviII gracias a los trabajos de Cauchy, Weierstrass y Kronecker, entre otros; no obstante, no fue sino hasta 1918
que las transformaciones lineales adoptarian su forma actual, de la mano del matematico aleman Hermann Weyl (1885-1955).

Una vez establecidas las transformaciones lineales, estas comenzaron a tener grandes aplicaciones; por ejemplo, para transformar
areas de integracion en el caso de transformacion de variables. Pero sin duda la mayor de sus contribuciones se refiere a las transfor-
maciones lineales paralelas en las cuales es de interés el conocimiento de dos componentes que las caracterizan y que llamaremos
valores y vectores propios.

En la historia, segin Morris Kline (1908-1992), los valores propios se originaron en el contexto de formas cuadraticas y en la me-
canica celeste (movimiento de los planetas), que se conocieron como raices caracteristicas de la llamada ecuacion escalar. De acuerdo
con la literatura, se sabe que desde 1740 Euler ya usaba de manera implicita los valores propios para describir de manera geométrica las
formas cuadraticas en tres variables. Por su parte, en la década de 1760, Lagrange estudid un sistema de seis ecuaciones diferenciales
del movimiento de los planetas (solo se conocian seis) y de ahi dedujo una ecuacion polinomial de sexto grado, cuyas raices eran los
valores propios de una matriz: 6 X 6. En 1820, Cauchy se dio cuenta de la importancia de los valores propios para determinar los “ejes
principales” de una forma cuadratica con 7 variables; asimismo, aplico sus descubrimientos a la teoria del movimiento planetario. Pero
no fue sino hasta 1840 que Cauchy se convirtio en el primero en usar los términos valores caracteristicos y ecuacion caracteristica para
indicar los valores propios y la ecuacion polinomial basica a la que satisfacen.

En la actualidad, los valores y vectores propios, también conocidos en la literatura como eigen valores y eigen vectores (eigen: palabra
de origen aleman que se traduce al castellano como propio; fue usada por primera vez en este contexto por David Hilbert, en 1904), o
valores y vectores caracteristicos; sin duda, se ha convertido en un tema de gran importancia y utilidad del algebra lineal. Los eigen valores
y eigen vectores propios se usan en diversas areas de las matematicas, fisica, mecanica, ingenieria eléctrica y nuclear, hidrodinamica y
aerodinamica, entre otras. A continuacion se describen algunos de sus principales usos en estas areas.

1. En estadistica los valores y vectores propios tienen gran uso, ya que se utilizan en la parte de componentes principales del ana-
lisis multivariado para el calculo de los valores propios de la matriz de varianzas y covarianzas, lo que a su vez, permite calcular
después las distancias Optimas entre vectores. Asimismo, con los valores propios es posible decidir qué variables son las que en
realidad importan en un estudio y con base en este resultado realizar agrupamientos de las variables.

2. Enla solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales en las que se puede establecer la ecuacion caracteristica que tiene
como raices a los valores propios.

3. En el diseiio de robots (robdtica) se requiere el uso constante de rotaciones de cuerpos rigidos. Por medio de transformaciones
lineales de los sistemas de coordenadas siempre hay al menos un conjunto de tres direcciones ortogonales alrededor de las cuales
el cuerpo puede rotar sin precision; para su calculo se usan vectores propios.

4. Enlos grafos. Un valor propio de un grafo se define como el valor propio de la matriz de adyacencia del grafo A. El vector propio
principal de un grafo se usa para medir la centralidad de sus vértices.

5. En mecanica cuantica gran parte de su desarrollo se debe a los valores y vectores propios, ya que las observaciones en un cierto
estado se pueden representar mediante operadores hermitianos Q. Después, se encuentra el valor propio A del operador, y el esta-
do del sistema sera la proyeccion del estado sobre el vector propio asociado con A.

6. En biometria los vectores propios se usan para el procesamiento de imagenes, donde las componentes de los vectores son la luminan-
cia de cada pixel. De esta forma, a través de los vectores propios se puede expresar una imagen con la combinacion de otras. Los vec-
tores propios de la matriz de covarianza asociada a un conjunto amplio de imagenes normalizadas de rostros se llaman caras propias.

Son tan vastas las aplicaciones de los valores y vectores propios que es raro encontrar un area de la ciencia aplicada donde nunca se
hayan usado.
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Este capitulo se desarrolla de la siguiente forma; primero, estudiamos qué es una transformacion entre espacios vectoriales y
cuando una transformacion es lineal. Después, asociamos a una transformacion lineal su representacion matricial, y con esta calcula-
mos los valores y vectores propios correspondientes. A partir de estos conceptos y la matriz asociada a la transformacion, revisamos
el nucleo y recorrido de la transformacion. Con estos dos conceptos tratamos la diagonalizacion de matrices. Por ultimo, concluimos el
capitulo con una aplicacion al “Modelo de crecimiento de poblacién”.

m Transformaciones lineales

Después de haber revisado los espacios vectoriales, las preguntas que surgen de modo natural son:

O (Se podran relacionar dos o mas espacios vectoriales?
QO En caso de ser posible relacionar espacios vectoriales, ;como tendria que ser la relacion entre espacios vectoriales?
Q ;Tendra sentido practico relacionar dos espacios vectoriales diferentes?

O En caso de establecer una relacion entre espacios vectoriales, jsera posible utilizar los resultados conocidos con la relacion definida?

Las respuestas a estas preguntas se descubren de manera paulatina durante el desarrollo del capitulo.

Con respecto a la primera pregunta, la respuesta es afirmativa y la conocemos desde que revisamos el teorema 6.1 para espacios
finitos, donde se establece una correspondencia biunivoca entre conjuntos finitos. Pero mas que interesarnos las relaciones que solo
pueden ser tedricas, resulta de mayor interés conocer las relaciones que puedan aplicarse.

Como es sabido, los espacios vectoriales son conjuntos, por consiguiente siempre es posible establecer relaciones entre sus elemen-
tos. Ahora bien, la relacion que queremos establecer entre espacios vectoriales la llamamos transformacion y la denotamos por T de
este modo, si /'y W son los espacios vectoriales que se relacionan, entonces esto lo vamos a representar por:

T-V->W
Por ejemplo:
1. Cuando tenemos los sistemas de ecuaciones lineales Ax = b de orden m X n, transformamos los vectores x € R” a vectores b e R”
por medio de T'(x) =Db.

2. Cuando a un vector le hacemos corresponder su proyeccion; la transformacion se representa mediante la figura 8.1a, donde po-
demos ver que el vector v = (3, 5, 4) se proyecta sobre el plano (x, y).

La forma de proyectar cualquier vector de R3 sobre el plano (x, y) se realiza mediante la funciéon T'(x, y, z) = (x, y); donde a
T(x, y, 2) = (x, y) se le suele llamar expresion de la transformacion T. En general, esta es una transformacion que va de R*a R? y
se representa mediante T: R — R2.

3. La reflexion de un vector de R? con respecto al eje x la observamos en la figura 8.1b. En términos de transformaciones, la forma
de obtener la reflexion de cualquier vector de R? con respecto al eje x es mediante la funcion T'(x, y) = (x, —y), esta es una transfor-
macion que va de R? a R? y se representa por T: R? — R2,

“A 7Y
v=(3,2)
i 7 21 —-=-----
.7 G54+ '
T v=105, |
<o |- - S22 ¢ T .
] - T
| 1 : I t t t —>,
| | | 3
[ > T !
| L5y I
I 1 , D I
3 - — - = 2 1 Tv)=(3,-2)
T(v)=(3,5)
X
a) b)

Figura 8.1 Grdficas de las transformaciones.
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Después de observar que no es complicado establecer relaciones entre dos espacios vectoriales, ahora formalizamos el objeto de estu-
dio para poder analizar y desarrollar sus propiedades.

Transformacion lineal. Sea T: V' — W una transformacion que va de un espacio vectorial ¥ al espacio vectorial I¥;
se dice que T es lineal si y solo si para todo vy ue V'y a € R se cumplen las condiciones de linealidad:

T(v+u)=T(v)+ T(u).
T(av)=aT(v).

Donde Ves el dominio y ¥ el codominio de 7. Es decir, para algin v € V, existe u € W llamado imagen de v en 7,
tal que T'(v) =u.
A una transformacion lineal en muchos contextos matematicos también se le conoce como operador lineal.

Como se puede deducir, el punto 1 de la definicion 8.1 indica que: “La transformacion de la suma es igual a la suma de las trans-
formaciones”. Es decir, que la suma de vectores en V origina la suma de vectores en W. Mientras que el punto 2 indica que: “La
transformacion de un escalar por un vector debe ser igual al escalar por la transformacion del vector”. Esto es, el primer producto por
un escalar ocurre en ¥, mientras que el segundo producto por un escalar se realiza en /. Comprender esta situacion sobre las dos
operaciones basicas de una transformacion lineal es la base para el desarrollo de las transformaciones lineales.

Para verificar si una transformacion T: V' — W entre los espacios vectoriales /'y W es lineal debemos verificar que se cumplan las
dos propiedades de linealidad. Cuando queremos probar alguna de las dos condiciones de linealidad, lo podemos hacer mediante dos
métodos diferentes, los cuales explicamos aqui para la suma; sin embargo, estos se hacen en forma similar para el producto.

Método 1

Iniciamos la comprobacion con la eleccion de dos vectores v, u € V; luego, los sumamos, v +u, y después aplicamos la transformacion
ala suma, T(v+u). Sise llevan a cabo varias operaciones algebraicas podemos concluir 7'(v) + T'(u), entonces T cumple la condicion
de linealidad de la suma.

Método 2

Iniciamos la comprobacién con la eleccion de dos vectores v, u € V, y luego a cada uno le aplicamos la transformacion y después las
sumamos 7'(v) + T'(u). Por separado, calculamos la suma v + u y después aplicamos la transformacion, 7(v + u); si ambos resultados
son iguales, concluimos que 7 si cumple la condicion de linealidad de la suma.

Ahora, revisamos algunos ejemplos de transformaciones lineales, en cada uno de estos se proporciona la expresion de 7'y se pide
probar si se trata de una transformacion lineal.

o N N
Sean V'=R3 W=R?y la transformacion T: R® — R? definida por T(x, y, 2) = (x— y, x + 22).

Solucion
Suma

En este caso utilizamos el método 2. Entonces, sean v, = (x,, y,, 2)), V, = (%,, ¥,, 2,) € V; aplicando la transformacion a cada uno
de estos y sumamos los resultados:

T(v)=T(x, y;,2) = (x —y, % +22) definicién de T
T(v,) = T(xy, y,, 2)) = (¥, =~ ), X, + 22)) si se suman ambos resultados

T(v)+ T(v,)=(x; + %, =y, =¥, %, + X%, + 22 +22,) (8.2.1)
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Al aplicar la definicion de T'a la suma v, + v, = (x;, y;, z) + (%, ¥,, 2,) = (%, + %), ¥, + 5, 2, + 2,)
T(v, +v) =((x; +x,) = (0, +3,), (¥, + ) + 2(z, + 2,)) abriendo paréntesis
= (%, + %, =Y = ¥y, ¥ + X, + 22 +22,) (8.2.2)
Como se puede observar (8.2.1) y (8.2.2) coinciden, entonces por el método 2 concluimos que T cumple la linealidad de la

suma.

Producto
Ahora, utilizamos el método 1. Sea (x, y, z) = v € V'y a € R, entonces av = (ax, ay, az), al evaluar T(av) tenemos:

T(av) = T(ax, ay, az) = (ax—ay, ax+2az) =a(x -y, x+ 2z) = a T(v).

Por el método 1, concluimos que T'si cumple la condicion de linealidad, producto por un escalar.
Como se cumplen las dos condiciones de linealidad, entonces se concluye que la transformacion si es lineal.

S /

e

Sea T: R? — R® una transformacion definida por T(x, y) = 2x, x— y, — y).

Solucion

Suma

» , 9 ) : _ .
En este caso utilizamos el método 1. Sean v,, v, e R*, entonces: v, + v, = (x;, ) + (x,, ¥,) = (%, + x,, y; +»,) y aplicamos la
transformacion a la suma:

T(v,+v)=T(x, +x,,y,+,) si se aplica la definicion de T
= 20x, + x), (x; +5,) = (0, +3), = (0, +3,) al abrir paréntesis
= (2%, + 2%, X, + X, =Y = V), = Y1 = V) al reagrupar
= (20, + 2%, (6, = y) + (5, = 1,), =¥, = ) si se separan con componentes
= (2%, %, =y, = y) + 2%y, %, = 35, = ) por imagen de T'
=T(v)+ T(v,). (8.2.3)

Por tanto, de (8.2.3) concluimos que se cumple la linealidad de la suma.
Producto
En este caso también usamos el método 1. Sean v e R? y a € R, entonces: av = (ax, ay) y aplicamos la transformacion al pro-
ducto:
T(av) = T(ax, ay) = Qax, ax—ay, —ay)=a2x, x—y,—y) =aT(v).

Por el método 1 concluimos que 7 cumple la condicion de producto por un escalar.
Como se cumplen las dos condiciones de linealidad, podemos concluir que la transformacion si es lineal.

\_
prriemo —
Sea T: M, , — R? una transformacion definida por T[ a Z j =(5a-3b,2b+c+4d).
¢
Solucion
S a b a, b
Aqui utilizamos el método 2. Sean A=| dl yB=| ? 2 | alaplicarla transformacién a cada una de las matrices:
c c

1 2 2
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a b
: dl ]:(5a1—3b1,2b1+cl+d1)

1 1

T(A)= T[

C

a, b
T@)=T| 7 |=(0,-36,2, 6, +dy)

G %

Luego, sumamos ambos resultados, entonces tenemos la suma de las transformadas:

T(A) + T(B) = (5(a, + a,) - 3(b, + b,), 2(b, + b)) + (c, + ¢,) + (d, + ). (8.2.4)

a+a, b+b, ]

Al aplicar la definicion de T'a la suma de matrices A+B =
¢ tc, d+d,

b +b
T(A+B)=T[a1+a2 1+2]

¢ tec, d+d,
=(5(a, +a,) = 3(b, +b,), 2(b, + b)) + (¢, + ¢,) + (d, + d,)). (8.2.5)

Como (8.2.4) y (8.2.5) coinciden, concluimos que se cumple la linealidad de la suma.

Producto aa  ab
Ahora utilizamos el método 1. Sea A e M, , y a €R, entonces aA = ! ' 1, al aplicar la transformacion al producto
aA tenemos: ag  ad,
aa, ab,
T(acA)=T =(Saa, -3ab,2ab, + ac +ad,) = a(5a, - 3b,,2b, + ¢, +d,)
ac,  ad,
=aT(A).

Por el método 1 concluimos que 7'si cumple la condicion de linealidad, producto por un escalar.
Por tanto, se cumplen las dos condiciones de linealidad y se concluye que la transformacion si es lineal.

S /

Para los espacios vectoriales infinitos, las dos propiedades de linealidad se prueban en forma similar, aunque en algunas transforma-
ciones la linealidad se cumple de manera directa, debido a las operaciones que se cumplen en estos.

o ) N

En el caso del espacio vectorial V' = C([a, b]) se puede definir la transformacion T: C([a, b]) = R, para f€ C([a, b]) como
b
T(f)= |, f(x)de.

Solucion
En este ejemplo, la linealidad de la transformacion se cumple por las propiedades de linealidad de la integral. El nombre mas
comun para esta transformacion es el de operador integral.

Para el espacio vectorial V' = C(a, b) se puede definir la transformacion T: C'(a, b) — C([a, b]) para fe C\(a, b) como T(f)=f"(x).

Solucion
De manera similar al operador integral, la linealidad para esta transformacion se cumple por las propiedades de la diferencial.
El nombre mas comun para esta transformacion es el de operador diferencial.
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2 N\
Para la transformacion 7 C([a, b]) — C([a, b]), se define para fe C([a, b]) como T'( f) = g(x) f(x), con g(x) € C([a, b]).

Solucion

Suma
En este caso utilizamos el método 1. Sean f;, f, € C([a, b]), entonces por la definicion de T

T(f, + 1) =g fi(®) +£(x)) si se realiza el producto
= g()f,(x) + gx) /(%)) por definicion de T
=T(f)+ T(f).

Por el método 1 concluimos que se cumple la linealidad de la suma.

Producto

Aqui también usamos el método 1. Sea fe C([q, b]) y @ € R, entonces:

T(af ) = gx)(f(x)) = a(g®) fx)) = aT(f).

Por el método 1 concluimos que 7'si cumple la condicion de linealidad, producto por un escalar. Por tanto, se cumplen las dos
condiciones de linealidad y se concluye que la transformacion si es lineal.

& /

Es importante destacar que en ciertas transformaciones podemos decidir de manera intuitiva cuando no es lineal si seguimos las reglas
que se describen a continuacion.

Método para determinar cuando algunas transformaciones no son lineales
Sean V'y W dos espacios vectoriales, relacionados con la transformacion T: V' — W; para probar que 7 no es lineal:

1. Se propone un ejemplo de v, v, € V0 algin a € R que no cumplan con alguna de las dos condiciones de linealidad.
2. Sienla definicion de T aparecen componentes de los elementos de ¥ multiplicandose, por ejemplo T'(x, ) = yx.

3. Sien la definicién de T aparecen componentes de los elementos de V elevados a potencias diferentes de 1, por ejemplo 7'(x, y) =
2+ 2.

4. Sien la definicién de T aparecen componentes de los elementos de ¥ que se suman con constantes diferentes de cero, por ejemplo
T(x, y)=x+2y+4.

5. Sien la definicion de T aparecen componentes de los elementos de ¥ con operaciones diferentes a la suma y producto por un

. +
escalar, por ejemplo T'(x,y) = x+2y .
3x-y

6. Siel 0,,no se transforma en el 0, por ejemplo, si T R? — R?y se define T(x, y) = (2x, y + 1), se tiene T(0, 0) = (0, 1) # (0, 0).

T N

Justificar con los incisos del método anterior que las siguientes transformaciones no son lineales.
1. Sea T: R’ — P, una transformacion definida por: T(a, b, ¢) = a* + bx + %,

Solucion

Sea v={(a, b, c) e R® el vector que se va a transformar y cuyas componentes son a, by c. En la transformacion aparecen potencias
diferentes de 1, a?, entonces del punto 3 del método anterior se determina que la transformacion no es lineal.
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Ahora, realizamos la comprobacion con un contragjemplo: si v = (-1, 2, 2) y u= (3, -1, 4), entonces v+ u = (2, 1, 6). Al
obtener las imagenes respectivas se tiene:

T(v)=T(-1,2,2)=(=1)?> +2x+ 22x> =1+ 2x + 4x?

= T(v)+T(u)=10+x+20x.
T(w)=T(3,-1,4) =3 +(-1)x+42x* =9-x+16x°

Pero, T(v+u)=T(2,1,6) =22+ (1)x + 624> =4 + x + 36x> = T(v + u) # T(v) + T(u); por tanto, T no es una transformacion
lineal, por lo que no es necesario probar la segunda condicion.

2. Sea T: P)(x) - R* una transformacion definida por T(a, + a,x + a,x°) = (ay, a,, a,, =2).

Solucion

Seap(x) =a,+ax+ a,x* € P(x) el polinomio que se va a transformar, cuyas componentes son a,, 4, Y a,. En la transformacion
aparece el —2 que se suma en la cuarta componente de la transformacion, entonces del punto 4 del método anterior se comprue-
ba que la transformacion no es lineal.

a b ]:a+b

3. Sea T: M,, — R una transformacion definida por T =,
c d c+d

Solucion

Sea A= [ a 2 ] la matriz que se va a transformar, cuyas componentes son &, b, ¢y d. Como en la transformacion aparece una
¢

division entre componentes, entonces del punto 5 del método anterior sabemos que la transformacion no es lineal.

4. Sea T: P,(x) - P,(x) una transformacion definida por T(a, + a,x + af* + a,x°) = aya, + (a, + a,)x.

Solucion

Sea p(x) =ay+ax+ ay’ + a3x3 € P;(x) el polinomio que se va a transformar, cuyas componentes son 4, a,, @, y a,. Como en la
transformacion aparece el producto a,a, entre componentes, entonces del punto 2 del método anterior sabemos que la transfor-
macion no es lineal.

5. Sea T: C([a, b]) = C([a, b]) y se define para f € C([a, b]) como T( f) = 2f(x) + 1.

Solucion

Sea f(x) € C([a, b]) la funcion que se va a transformar; como en la transformacion aparece sumando 1, entonces del punto 4 del
método anterior sabemos que la transformacion no es lineal.

6. Sea T: C([a, b]) — C([a, b]) y se define para f € C([a, b]) como T( f) = 2f3(x).

Solucion

Sea f(x) € C([a, b]) la funcion que se va a transformar; como en la transformacion aparece una potencia diferente de 1, entonces
del punto 3 del método anterior sabemos que la transformacion no es lineal.

Es importante hacer notar que, como se dijo antes, el ejemplo 8.6 se refiere a una transformacion lineal, ya que en este caso
no existe producto entre “componentes” del vector, porque la funcion g(x) no esta en el vector, f(x), y se puede considerar como
constante con respecto a la transformacion.

I Ejercicios 8.1

Dada la expresion de T, determine si se trata de una transforma- 2. T:R3— R3con T(x, y,2)=(2x+y -2z 3x—y+z-7,2x-2)
cion lineal. Justifique su respuesta. 3. T:R2—R3con T(x, y) = 2x— 5y, —x—y, 1 + )

I 1. T:R} > R2con T(x, y,2) =(2x -5y +z,—x — y + 42) 4, T:R2>R?conT(x,y)=(2x—y,x+79)
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5. T:Pyx) = P(x) con T(a+ bx+cx?) = (-2a+b) + (3b— )x + ax’
6. T:R3>Rcon T(x, y,2) =2+ + 2 1

~

. a b |_| a b
T.M22—>MzzconT[C d]_[ 2 d]

x— 5
7 TR My con T(x7y):[ }’Zy -x+3y ] 18. T:R®— M,, con T(x,y,z)=[ ¥ty Iy ]
0 «x-3y
8. T: M, — R con T[ Z ’; ; ]:Sa_b+2c_3f 19. T:Py(x) > P(x) con T(a+bx+cx®)=(3a—2b+c)+(a+b)x
20. T: P(x) > R¥con T(a+ bx + cx®) = (3a - 2b + ¢, 8b - 2,
9. T:R3 > R3con T(x, y,2) =(x, 3, 2) 2b-¢)
10. T:R?*—R2con T(x, y) = (—x, x+5y) 21. T:P(x) >Rcon T(a+bx+cx*)=a—-2b+c
11. T: R} = P,(x) con T(a, b, &) = a + bx + o2 22. T: M, —R, con T(D)= | D|
12. T:R*— Rcon T(a,b,c)= m 23. T: M, — R, con T(D) = tr(D)
24. T:M,,— R, con T(A) = tr(A)
13. T: M, — R con T[ a b j=(ab,bc,cd) 25. T: M, — M, con T(A)=2BA, Be M, fija
¢ d 26. T(A)=C'AC,conA, C eM, yCfija
14. T: M, — R con T[ a b j:w 27. T: M, — M, con T(A)=2AA
¢ 2 28. T: M, —R", T(A)=4Av, v € R" fijo
15, T: M, - M, con T[ e b J:[ a+b b j 29. T:C([-1, 1)) = C(-1, 1]), T(f) = 2f()(1 - f())
c d - a—d 30. T:C([0, 17) = C([0, 1]), T(f) = —4f(x)
31, T:C([0, 1) - C([1L, 2]), T(f) =2flx— 1) + f2(x -1))
16. T:M, —>Rcon T| ¢ b :ﬂ o .
2 [ . ] 5 32. T:CR) >R, T(f)= [ f()glx-1)dt , g(x) € C(R) fije.

Transformaciones lineales finitas y matriz asociada

Después de haber revisado algunos ejemplos para entender con claridad cuando es lineal una transformacion, ahora vamos a analizar
algunos resultados teoricos que son de utilidad para ampliar las aplicaciones de las transformaciones, ademas de que en otros casos se
pueden usar para resolver problemas de una forma mas sencilla.

Sean V'y W espacios vectoriales, T: V' — W una transformacion lineal, a,, 4,,..., a, €R escalares y v, v,,..., v, €V,
entonces se cumple:

1. 7(0,)=0,, donde 0, es el elemento nulo de V'y 0, es el elemento nulo de W.
2. T(v,— vj) =T(v)- T(vj) para cualquier par 7, /=1, 2,..., n.
3. T(ayv,+ayv,+--+ayv)=aTv)+a,T(v)+ - +aT(v)

Demostracion

Para el punto 1 consideramos, por definicion del elemento neutro aditivo, que 0,=0,,+ 0, si transformamos ambos
lados de la igualdad y consideramos por linealidad de la suma y 7(0,) = w € ¥, resulta:

w=T70,)=7T0,+0)=T0,)+T0)=w+tw=2w=>w=2w=>w=0,.
Para el punto 2 consideramos v,y v}‘ = -V, €V, entonces por linealidad de la suma en T

T, +v)=T()+ T(v))=T()+ T(-v)=T(v)+DT(v)=T(v) - T(v).
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Para el punto 3 utilizamos la linealidad de la transformacion por pares para a,v, Nota
y (a,v, +--- +av ). Después, para la expresion anterior que se encuentra entre
paréntesis otra vez aplicamos la transformacion en pares, para a,v, y (a,v, +
-+ +a,v, ). Este proceso lo continuamos hasta terminar cona, v, ,yayv,. El
punto 1 del teorema 8.1 muestra un método muy simple para detectar cuando
una transformacion 7'no es lineal, mismo que enunciamos en la siguiente nota.

Sea T: V— W. Si al

aplicar la transforma-

cion T al neutro de V
no resulta el neutro de ¥, enton-
ces T'no es lineal.

Sea T: R® — R? una transformacion definida por T(x, y, z) = (¥ + 2, z + 4). Esta no es una transformacion lineal debido a que
0,=(0,0,0),pero T(0,)=(0+2x0,0+4)=(0,4)#(0,0)=0,,

Como se ha hecho referencia en el caso de los espacios vectoriales, es muy importante conocer la base del espacio vectorial. Pues
bien, en las transformaciones lineales surge la pregunta sobre la existencia y unicidad de una transformacion para una base dada del
dominio.

Sean Vun espacio vectorial finito de dimension 7 con base B={v,, v,,..., v, } y Wotro
espacio vectorial con w, W,,..., W€ ¥, entonces existe una transformacion lineal
T: V — Wnica para este conjunto de vectores de Wcon T(v)=w,parai=1,2,...,n.

| Antes de demos-
trar el teorema

Demostracion debemos consi-
La existencia de la transformacion se lleva a cabo por construccion. Por tanto, derar que se piden 7 vecto-
primero definimos una transformacion: res de W, pero esto no im-

plica que la dimension sea
n, de hecho se propone el
caso general dim(WW) = m.

Q T(v)=w,parai=1,2,..,n

O Para cualquier combinacion linealen V:v=a,v, +a,v,+--- +a v, paraa,eRytoda
i=1,2,..., n tenemos la expresion.

T(v)=T(ayv,+a,v,+--+ayv,)
=a,T(v)+a,T(v,))+---+a,T(v)
=aW, +a,W,+ - +aw,
Con la combinacion lineal dada en la base B, tenemos que la transformacion queda definida en todo V. Ahora, por

construccion, T(v,) € W, sin embargo W cumple la propiedad de cerradura, entonces T'(v) € W.
Ahora, solo queda por verificar la linealidad de T, para eso verificamos las dos condiciones de linealidad.

Suma
Sean v y u dos vectores construidos como se indica antes, con escalares a, b, para i = 1, 2,..., n, respectivamente.
Entonces:

vtu=av, +--+ayv +bv +--+bv =(a +b)v,+--+(a, +b)v,

Y aplicamos la transformacion a la suma:

T(v+w)=T((a+b)v +--+(a,+b)v) por definicion de T
=(a,+b)w, + - +(a,+b)w, al abrir paréntesis
=(aw +--+aw)+(bw +--+bw) por construccion de T'
=T(v)+ T(u).

Por tanto, se concluye que 7 cumple la condicion de suma.
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Producto
Sea a R, al aplicar la transformacion al producto v tenemos:

T(av)=T(a(ayv,+ - +a,+V)) al abrir paréntesis
=T((@a)v,+ - +(aa)v,) por construccion de T'
=(aa)w, +--- +(aa)w,) al factorizar «
=a(a,w, +--+a,w) por construccion de T'
=aT(v).

Entonces, T cumple la condicion de producto por un escalar.
Como se cumplen las dos propiedades de linealidad, se concluye que la transformacion construida si es lineal.
Ahora, solo falta probar la unicidad de la transformacion lineal construida.
Supobngase que existen dos transformaciones 7 y T,, entonces por ser B una base del teorema 7.2 tenemos que para
cualquier v € V existen Unicos escalares ¢, ¢,..., ¢,, tales que v=¢,v, +--- + ¢ v . Al aplicar ambas transformadas a v
TW=T(v, +-+cv)=cT(v)+-+cT\(V)=cW + - +cwW.
T(V)=T(ev,+-+cv)=c,T(v)+ - +cT(vV)=cW + - +cW.
Si se restan ambos resultados, tenemos:
T,(v) - T,(v)=0.

Por tanto, se concluye que T'(v) = T,(v) para cualquier vector de V.

Es importante destacar que en ocasiones no se conoce la expresion de la transformacion, pero si los resultados de la transformacion
al aplicarse a los 7 vectores de la base. Entonces, del teorema 8.2 sabemos que existe una transformacion, la cual es unica. Por tanto,
podemos proponer un método para determinar la expresion de la transformacion.

/ N\

Método para la expresion de T dada una base del dominio

Sean V, W dos espacios vectoriales finitos con dimensiones dim(V) = n y dim(W') = m y la transformacion lineal
T: V— W.Siconocemos B={v,, V,,..., V,}, una base de V, y los resultados de su transformacion T(v) = w,, para
i=1,2,..., n, entonces podemos determinar la expresion de 7'y representarla por una matriz.

Paso 1

Se propone un vector general de v € 'y se busca su representacion en combinacion lineal por los vectores de la base
v=av, +ayV,+---+ayv,. Paraeso, es necesario resolver el sistema de ecuaciones lineales:

Ba=v

Donde:
B: Matriz que se forma con la base de V.
a: Vector de incognitas del sistema.

Debido a que B es una base, la solucion del sistema es unica.

Paso 2
El vector solucion a esta en funcion de las componentes generales del vector v; se aplica la transformacion a v al

considerar los valores conocidos 7(v) = w:

TW)=a TV} a,T(v)+-+aT(v)=aw +a,w,+ - +aw

n

Se realizan las operaciones correspondientes y el vector resultante es la expresion de T.
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Paso 3

El vector resultante del paso 2 se puede escribir de modo que las variables de la expresion general queden separadas
por columna. De esta manera, podemos obtener una matriz de orden m X #.

Donde:

m: Dimension de W.
n: Dimension de V.

o B N

8 -13
SeaT:R*? > R3y B={( ; ],( :i ]};ademés, se conoce que T( ; ] 3 |y T[ 2 ]: 5 |.Encontrar la expre-

sion general para 7'y su representacion matricial.

Solucion

Seguimos los pasos del método propuesto.

Paso 1

El vector general de R? es v = (x, ) y resolvemos el sistema lineal Ba = v = (B | V):

1 -2 |x 1 -2 x 1 0 [-3x+2y a, =-3x+2y
2 3|y 01 |2x+y 01 =

—2x+y
Ry>R,-2R, Ri>R+2R,

a,==2x+y

Paso 2

Al sustituir en la expresion 7(v) = a,w, + a,w, + --- +a W, se tiene:
n o n

3 ~13 -24x+16y 26x—13y 2x+3y
T[’y‘]=(—3x+2y) 3 [+(22+y)| 5 |=| 9x—6y |+| —10x+5y |=| -x—y
3 =5 -9x+6y 10x-5y x+y

Comprobacion

En la expresion de la transformacion lineal podemos comprobar que se obtienen las imagenes con los vectores dados:

1 2+6 8 P —4-9 -13
T[2J= -1-2 |=| 3 yT[ _3]= 243 |5 5
1+2 3 D=5 -5

Paso 3

Para la representacién matricial, en la expresion general de T, separamos por columnas las variables generales de v; en este
€aso x, y:

x oy
. 2x +3y 2 3 ) 5 9
T[yj= -x -y || -1 -1 [y]:A= -1 -1
x4y 1 1 1 1

La matriz A es la que representa a la transformacion y es de orden m x n=3 x 2.

S /
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Definicion 8.2

Matriz de transformacion

A la matriz que resulta de una transformacion lineal T se llama matriz de transformacion o matriz asociada a la
transformacion.

Como se recordard, en el paso 3 del método anterior para obtener la representacion general de una transformacion se explico como
obtener la matriz de la transformacion, mientras que en el ejemplo 8.9 se obtuvo la representacién matricial de la transformacion lineal
en forma metddica. Sin embargo esto no es suficiente para afirmar que esta matriz existe. El siguiente teorema trata sobre la existencia
y unicidad de esta matriz.

Sea T': R” — R™ una transformacion lineal, entonces existe una sola matriz de trans-
formacion A de orden m X n que cumple:

Por el teorema 6.2, el
| teorema 8.3 se extien-
" de a los espacios vec-

T(v) = Av para todo vector v e R”. toriales M,y P (x).
o N
1 -1 0 3 0 0
Sea T: R3 - R3yseconoce que T| o |=| -4 |, T| 3 |=| 0 |yT| 1 |=| 5 |.Encontrar la expresion general
-1 -3 0 -6 1 1
para Ty su matriz de transformacion.
Solucion
De la informacion dada la base del dominio es:
1 0 0
B=q 0 || 3|1
-1 0 1

Paso 1

El vector general de R® es v = (x, y, 2) y resolvemos el sistema lineal Ba=v = (B | V):

100
100]« 100 11" 10019151
03 1|y 5|03 1| » |5| 01 o2y |~| 0@ 0| -zxtzy-7z
313 3 373
-1 01 % 0 0 1 xX+2z
Ry RytR, . [1JR 0 0°1 |x+z 0 01 x+z
) R2»->R2—[§]R3

Paso 2 1 1
De la ultima matriz escalonada reducida se obtiene la solucion para los coeficientes a, = x, a, =—3 x+g y_g zya=x+z Al

sustituir en la combinacion lineal y simplificar se obtiene la expresion general para la transformacion lineal:

M 1 3 0 —2x+y—z
I 1 1
T| y |=x| -4 |+ _§x+§y_§z 0 |[+(x+2)| 5 |= x+5z
z 3 -6 1 -2y+3z
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Comprobacion
En la expresion de la transformacion lineal podemos comprobar que se obtienen las imagenes con los vectores dados:
1 —2(1)+0-(=1) -1 0 -0+3-0 3 0 0
TV o |=| W51 |=| 4 |\T| 3 || 0+0 |=| 0 |YT| 1 |55
-1 -2(0)+3(-1) =3 0 -6+0 -6 1 1
Paso 3
Para la matriz de transformacion separamos por columnas las variables generales de v:
X y z
x 2% +y -z 2 1 -1 x =2 0 =l
T| y |=| « sz =1 0 5 ||y |=2AF 1 05
P 2y +3z 0 2 3 {2 0 -2 3
La matriz A es la matriz de transformacion de orden m x n=3 X 3.
- /
A B N
2 5 2
Se conocen T: P(x) » R}y T(-2+4x)=| -2 |; ademas sesabe T(2x+3x?)=| -3 |y T(-1+5x-2x?)=| 1 |.Encon-
-6 -2 -6
trar la expresion general para 7'y su matriz de transformacion.
Solucion
La base del dominio es B'y si se aplica el teorema 6.1 resulta:
-2 0 -1
B={-2+4x,20432% -145x-2¢}~4| 4 || 2 || 5
0 3 -2
Paso 1
El polinomio general es p(x) = a + bx + cx* ~ v =(a, b, ¢) y resolvemos Ba=v = (B | v):
R B>--R
2 0 -1|a -2 0 -1 a -2 0 -1 a 1
4 2 5|6 || 02 3|2a+b |~| 02 3 2a+b con Rz"’ERz
03 2|c¢ 03 -2 c 0 0 -13| —6a-3b+2c
Ry-Ry+2R, Ry2R;-3R, R > 1 R
3 13 3
10 1 —la 1 00 —Qa—ilﬁlc
2 2 26 26 13
0 1 3 a+lb ~l 071 0 ia+£b+ic
2 13 13 13
0 01 £a+ib—£c 0 01 £a+ib—£c
13 13 13 13 13 13
RIHRI—(%)Rs
RZHRz-(%)RS
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Paso 2

De la tltima matriz reducida se obtiene la solucion para los coeficientes:
19 3 1 4 2 3 6 3. 2
a=—-—a-—bt+—ca,=—at—b+t—cya=—at—b-—c.
26 26 13 13 13 13 13 13 13

Si sustituimos en la combinacion lineal y simplificamos se obtiene la expresion general para la transformacion lineal:

a 2 5 2
T b |= —ga—ib+lc -2 |+ ia+£b+ic -3 |+ £a+ib+£c 1
26 26 13 13 13 13 13 13 13
¢ = ) =
19 3 2 20 10, 15 12 6, 4
-—a-—b+—c —a+—b+—c —at+—b-—c¢
13 13 13 13 13 13 13 13 13
19 3, 2 2 6, 9 6 3 2 | |@th+e
=| —at+—b-—c|+|-—a-—b-—c |+| —a+—=b-—c|=| g4-¢
13 13 13 13 13 13 13 13 13 b
57 9, 6 8 4, 6 36 18, 12 4=
—a+—b-——c| |-—a-—b-——c | |-—a-—b+—c
13 13 13 13 13 13 13 13 13

Comprobacion
En la expresion de la transformacion lineal podemos comprobar que se obtienen las imagenes con los vectores dados:

-2+4 2 2+3 5 2
T(-2+4x)=| —2-0 |=| -2 |, T(2x+3x2): 0-3 |=| =3 yT(—1+5x—2x2)= 1
-2-4 -6 0-2 -2 -6
Paso 3
Para la matriz de transformacion separamos por columnas las variables generales de v:
a
a +b +c 1 1 1 a 1 1 1
T(a+bx+cx2)= a < Fl1 0 =15 |=A=1 0 -1
a -b 1 -1 0 c 1 -1 0
La matriz A es la matriz de transformacion de orden m x n=3 X 3.
- /
1 Ejercicios 8.2
l En cada caso, con la informacion que se proporciona, determine 5. T(4,-2)=(4,2,-2,-4), T(-1,1)=(-1,-1, 2, 0)
[ una expresion para 7'y la matriz de transformacion: 6. T(6,2)=(12,-14, 14), T(1, 1) = (0, -3, 5)
2 4 7. T(_L 17 0) = (_2’ 1’ 0)1 T(za 01 _2) = (21 27 _4)’ T(3a la _1)
V1) P I e N =(5,2,-5)
- 4 . 5 4 3
- - 8. T(2—2x+4x2)=[ ) ] T(1+2x—3x2)=[ ) ]
2. T(1,0,-1)=(4,-2), T(0,2, 1)=(10, 1)y T'(1, 1, 1)=(9,-3)
3. T(_l’ 17 1) = (_ly _3y 1)’ T(Oa 2» 3) = (2’ 17 2) y T(67 Oa _4) T(4+5x2)=[ 3 ]
= (12, 14, 0) 9
9. Sea T: P|(x) — P,(x) una transformacion lineal, tal que
4 T[ 2 J:_2_6x2’ T[ 3 ]——1—7x2 T(1+3x)=1-3x+2x>y T(2 + 5x) = -5 + x + x*. Encuentre
T(ax+b).
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10. Sea T: P(x) — P,(x) una transformacion lineal, tal que 16
T(1-2x)=1-x+x*y T(1 - x) = -1 + x — 22 Encuentre y T(4—2x+3x2)=[ 9 ],Obtenga T(ay+ax+a,x?).
T(5 - 3x). B
11. Sean T: R*® — R? una transformacion lineal, tal que 14. Sean T:R? — R’ una transformacion lineal, tal que
1 { 2 0 1 1 1 5 -2 -2
T| 1 |= T -1 (= yT| -1 |= , T| 2 |=| =1 [,T| 3 |=| 14
2 -1 0
2 0 3 -1 -7 1 3
x -1 -5 x
obtengaT| y |. yT| -3 |=| 1 | obtengaT
z 1 7 z
3y 2 an
12. Sean T': R* — R* una transformacion lineal, tal que 15. Sean T:R3 — R®una transformacion lineal, tal que
1 3 0
[0 (1 1 -2 -1 1 -3
3 5 1 -3 1 1 -11
b T i 3 2 N
obtenga '}y |. yT| -5 |=| 8 |,obtengaT| y
z 4 0 z

13. Sean T: P)(x) — R? una transformacion lineal, tal que

T(l—x+x2):[ 66 ],T(Z—Zx—sz):[ ; j

m Nicleo y recorrido de T

En las transformaciones lineales, al igual que en las matrices, podemos definir los elementos que se relacionan con estas, al establecer

una relacion entre ambos espacios vectoriales que intervienen en la transformacion.

Definicion 8.3

Elementos de T
Sean V'y W dos espacios vectoriales relacionados mediante la transformacion lineal 7: V' — W, entonces llamamos:

Nucleo o kernel de 7: Al conjunto que denotamos por: M(T') = {v e 14 TW)=0,cV.

Nulidad de T': A la dimension del nucleo y se denota por: v(7') = dim(M(T")).

Recorrido de T': Al conjunto que denotamos por: Rec(7') = {w € w| T(v)=w para alginv eV} c W.
Rango de T': A la dimension del recorrido y se denota por: p(7') = dim(Rec(T)).

De las definiciones 8.3 esta claro que si queremos conocer:

0 Cuando un vector v € ¥ pertenece al nicleo de T debemos evaluar T(v) = 0,,. Si esto se cumple, entonces el vector pertenece al

M), en caso contrario no pertenece.

O Cuando un vector w € I pertenece al recorrido de 7' debemos buscar un v € Vtal que T(v) = w. Si el vector v se encuentra, entonces
w e Rec(T'), en caso contrario w ¢ Rec(T"). El vector v se busca en su forma general, donde resulta un sistema de ecuaciones. Si el

sistema tiene solucion, entonces w € Rec(T').
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T - N

. . + .
Sea T: R? — R? una transformacion definida por T[ ¥ ] = [ S ] . Determinar y responder:
Y y

1. Una base para el nucleo de Ty v(T").
2. Una base para el recorrido de T'y p(T').
3. (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorrido de 77

v, = (100, -2) v, = (=100 000, 0) v,=(0,0)
Solucion
Se sabe que:
Nucleo Recorrido
T x = 0 . T . =| ¢ .
y 0 y b
Se buscan los valores de (x, y) que hacen a la trans- Se buscan los vectores (a, b) que se pueden generar
formacion igual a (0, 0). Al aplicar la definicién de la con esta transformacion. Al aplicar la definicion de la

transformacion: transformacion:

) )

S~ L 0
Sistema de ecuaciones homogéneo. Se buscan condiciones en a y b, para la solucion.

Debido a que la matriz de coeficientes de los dos sistemas es la misma, ambos sistemas se pueden escalonar de manera simul-
tanea. Al escalonar se tiene:

1 10|a | |'10[|0]a-b . x=0

01 0]|5d 010 b y=0

Ri>R-R,
1. Nucleo. En el sistema homogéneo, la solucion es inica y la base B= {0= (0, 0)} y»(T") =0.
2. Recorrido. No hay renglones nulos, entonces no hay restricciones sobre a y b; por tanto se concluye que a, b € R. De este

modo, la transformacion genera a todo R? por tanto, una base para el recorrido de T puede ser B, = L , 0 , con
p(T)=2.
3. Con esta transformacion se puede generar cualquier vector de R?; asi, todos los vectores pertenecen al recorrido de T.

S /

A - N
Sea T C([0, 2]) > Rcon T(f)= ij(x)dx. Determinar el N(T') y Rec(T").

Solucion

2
Nucleo. Debe cumplirse T'( f) = Jo f(x)dx =0, sin embargo, existe una infinidad de funciones continuas cuya integral vale cero.
La integral es el area bajo la curva, entonces el ntcleo de 7 son todas las funciones continuas que forman areas simétricas con
respecto al eje X, entre 0y 2. Por ejemplo, f(x) = sen(rx), la nulidad es infinita.

Recorrido. En el caso de las imagenes, el recorrido es R. Toda funcion constante fe C(R) y la integral de una constante es la
misma constante multiplicada por el rango de los limites; entonces: T'( f) = 2f€ R. El rango de 7 también es infinito.

S /
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A B
Sea T: Cl(a, b) — C([a, b]), para T(f)=f'(x). Determinar el N(T') y Rec(T').

Solucion
Nucleo. Con esta transformacion, 7( f) = f'(x) = 0, del calculo diferencial sabemos que la derivada de una constante es cero,
entonces el nucleo de T'son todas las funciones constantes. Por ejemplo, en f(x) = 8 la nulidad es infinita.

Recorrido. En el caso de las imagenes, el recorrido es C'([a, b]), esto se obtiene de la definicion de funcion diferenciable. Notese
que el recorrido no son todas las funciones continuas, es un subconjunto de estas. El rango de T también es infinito.

S /

2 - N\
Sea T: C([a, b]) — C([a, b]); se define T'( f) = g(x)f(x) con g(x) € C([a, b]) fija y diferente de cero. Determinar el N(T") y Rec(T").

Solucion
Nucleo. La unica forma de que g(x) f(x) = 0 es que al menos una de estas sea cero; por condiciones g(x) # 0, entonces f(x) =0y
el nucleo es el espacio trivial vectorial.

Recorrido. El producto de dos funciones continuas con el mismo dominio es continua y el recorrido es C([a, b]). El rango de
T es infinito.
- /
En este momento acabamos de resolver los ejercicios con base en la definicion 8.3, ya que esta se puede emplear para cualquier tipo
de espacios finitos o infinitos. En el caso de espacios vectoriales finitos podemos utilizar el siguiente teorema.

Sean V'y W espacios vectoriales finitos y 7: V' — W una transformacion lineal con

matriz de transformacion A, entonces: No
Con el teorema 8.4 se con-
a) N(T)=NA) ¢) Rec(T)=Rec(A)=C, cluye quen(T) +p(T)=n
b) (T)=v(A) d) p(T)=p(A) donde = dim(V).
e N\

Método para calcular N(T), v(T), Rec(T) y p(T) en espacios finitos

Sean ¥V, W espacios vectoriales finitos con dim(V)=ny dim(W)=my T: V' — W, una transformacion lineal. En-
tonces, una base de M(T"), Rec(T") y sus dimensiones se encuentran con;

Paso 1. Establecer la matriz de transformacion de T. Siv € Ves el vector general y T'(v) = w la imagen, escribir el vec-
tor w por columnas para cada variable del vector v. De aqui se obtiene la matriz de transformacion A de orden m X .

Paso 2. Obtener la matriz escalonada o escalonada reducida de A.

Paso 3. Aplicar el teorema 8.4, notese que (A | 0) coincide con el escalonamiento de A.

T N

Sea T: R* — R® una transformacion definida por T =| 3z |.Determinary responder:

= 2 N = R
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1. Una base y dimension para el nucleo de T.
2. Una base y dimension para el recorrido de T.
3. (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorrido de 77
v, =(10, =20, 35) v,=(-1,0,4) v, =(50, 100, -2000)
Solucion

En este caso utilizamos el método propuesto.

Paso 1. La matriz de transformacion se obtiene con la representacion general de T':

X X yz w t X
y Ve 2x +0y +0z +0w +0¢ 200 0 0 y
T\ , |=| 3z |=| Ox +0y +3z +Ow +0¢ |=| 0 0 3 0 O z
w -w 0x +0y +0z -w +0t 000-10 w
t t

Paso 2. La matriz de transformacion se reduce a su forma escalonada; pero aqui ya esta en la forma escalonada.
Paso 3. De la matriz A se concluye:

200 0 0 2 0 0 p(T)=3
A= 003 0 0 |C,CGYC, sonpivotes:>BReC(T):CA: 0Ll 31, , (T)—2'
000 10 0)lo)l-1) "7

En este caso no hay necesidad de escalonar, la matriz ya esta en su forma escalonada reducida. Al escribir la matriz ampliada
(A | 0) se obtiene la misma expresion que para A. Es decir. el sistema:

0 0
2x =0 1 0
3z =0 :y,teRyx=z=w=0:>BN(T): oLl o
-w = 0 0 0
0 1
\_ /
prrrco _
x —x+5y+3z
Sea T: R® — R3 una transformacion definida por T| y [=| 3x-y+5z |.Determinary responder:
z 2y+2z

1. Una base y dimension para el nucleo de T.
2. Una base y dimension para el recorrido de T.

3. (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorrido de 77

v,=(2,2,0) v,=(-1,-1,-1) v,=(-1,10,1)
4. ;Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo de 77
v,=(3,-51) v,=(-6,-3,3) v,=(2,0,1)
Solucion

En este caso utilizamos el método propuesto.

Paso 1. La matriz de transformacion se obtiene de la representacion general de 7":
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X y z

x —x+5y+3z —x+5y+3z -1 5 3 -1 5 3
T y |=| 3x—y+5z |=| 3x-y+5z [=| 3 -1 5 y |=A=| 3 15

z 2y+2z 0x+2y+2z 0 2 2 0 2 2

Paso 2. La matriz de transformacion se reduce a su forma escalonada. En este paso podemos agregar una columna para sim-
plificar la solucion del inciso 4:

-1 5 3|a -1 5 3 a 1 -5 -3 —-a 1 -5 -3 —-a
3 -1 5|6 |~ 0 14 14|3a+b |~ 0 0 O |3a+b-7c |~| 0 2 2 c R~
0 2 2]|¢c N @y 2 c 0 2 2 c 0 0 0 |3a+b-Tc
RyoR,+3R, Ri>(-DR, Ry2R, 2ok
Ry—R,~TR, 272
1 -5 -3 —-a 1 0 2 —a+§c
| 2 -1 5
0 1 1 EC ~ 0@ 1 1 . C,,C, pivotes = BReC(T) = 3 Ll =1
2 0 2
0 0 0 |3a+b-Tc
RR5R, 0 0 0(3a+b-7c

Paso 3. De la matriz escalonada reducida de A se concluye:

1. Para el nicleo. Si se despejan x y y de las ecuaciones que se obtienen de la matriz escalonada reducida:

x+2z=0

x -2z -2 -2
y+z=0 =| y [5| —z |=z| -1 |= By =3l -1 conv(T)=1yp(T)=2.
zeR z z 1 1

2. Para el recorrido. En la matriz escalonada obtuvimos una base con C, y C, de manera directa. Pero también se puede
obtener otra base si se resuelve la ecuacion 3a + b — 7c= 0. Si hacemos c= ¢, y a=t,, tenemos b = 7¢, - 3t,, donde:

@ = h a 0 1 0 [ 1
b =1 - 3, =| p |54] 7 |+ -3 | = B;eC(T) =< 7 1, =3
¢ = i c 1 0 1 0

1

En el capitulo 7 se hace referencia a que la base de un espacio vectorial no es Unica, entonces se puede probar que las dos
bases encontradas son equivalentes; es decir, cualquier vector de Bree(r) € puede expresar como una combinacion lineal de
los vectores de B’f{ecm y viceversa.

3. Los vectores que pertenecen al recorrido de 7' deben ser una combinacion lineal de los vectores de la base B. En este caso,
para simplificar este punto, se hacen las reducciones en la matriz al ampliar una columna para el vector general de las ima-
genes. Asi, obtenemos la relacion que deben cumplir los vectores del recorrido: 3a + b — 7¢ = 0.

v,=(2,2,0) v,=(-1,-1,-1) v,=(-1,10, 1)
condicion condicion condicion
32)+2-7(0)=8 3-1)-1-7(-1)=3 3(-1)+10-7(1)=0.

Por tanto, el unico vector que pertenece al recorrido de T es el vector v,.

x 0
4. Los vectores que pertenecen al nicleo son aquellos que cumplan con: 7| y

z 0

1
=




Transformaciones lineales con aplicaciones 415

De lo que se obtienen las imagenes respectivas:

V1=(3, _5: 1) V2=(_6» _3a 3) V3=(2, 0’ 1)
3 =25 -6 0 2 1
T\ -5 |=] 19 TN 3 15| 0 TV o |=| 11
1 -8 3 0 1 2
Por tanto, el tnico vector que pertenece al nticleo de T es el vector v,.
- /
| Ejercicios 8.3
! Resuelva los siguientes ejercicios. 9. Sea T:R?®— R3una transformacion definida por
I Obtenga el ntcleo y recorrido, asi como una base y la dimension x 3x-2y+z
de las siguientes transformaciones lineales. T| y |= x+ty—z . Determine y responda:
. T'RESRIY T(x, y, 2, W)= (x—y, y— 2, W). z -x+2y+4z
2. TR 5 Ry T(x, y,2) = (2x — 5y - 32, 4x - 8y - 5z, a) Una base y dimension para el niicleo de T
6x— 13y - 82). b) Una base y dimension para el recorrido de T.
x T c) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorri-
o4 s y | do de 77
3. 'R*>RyT =l 3 - 2y + oz - w
z v,=(5,7,10)  v,=(-100,0,5) v;=(0,0,0)
-y = Tz + w
w d) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo
5 ] de 77
x - 3y - z
¥ i~ Sy - 2 v,=(1,0,0) v,=(0,0,0) v,=(0,0,-1)
4 T'RPSRYyT| y |= wo- 4y - o | 10. Sea T: R3 — R®una transformacion definida por
‘ 8 - 11y - 3z x 2x+3y+z
T| y |=| 4x+y+7z |.Determiney responda:
5. T:Py(x) > Py )y T(a+bx+cx®)=(a—b+3c)+ (5a+ 6b - z x4 2y—dz
40)x + (Ta + 4b + 20)x%.
6. Pruebe si el vector (4, 5, 22) pertenece al recorrido de 7, a) Unabase y dimension para el niicleo de T
donde: b) Una base y dimension para el recorrido de 7.
T:Px) >Ry T(a+bx+c?)=(a-b+4c,-a+2b—c c) (Cudles de los siguientes vectores pertenecen al recorri-
a+b+100). dode 77
7. Obtenga el niicleo y recorrido, asi como una base y la di- v=3,-99 v,=(2,-1,3) v;=(4,2,-9)
mension de la transformacion lineal: d) ;Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nticleo
de 77
X 2¢-3y—-z 4dx-5y-z v,=3,-1,1) v,=(4,5,-1) v,=(6,-3,-3)
T'"R3>M,yT| y | . D5 3 . .
2 3x—4y-z 8x—11y-3z 11. Sea T: R’ — R3 una transformacion definida por
z
x
8. Obtenga el nucleo y recorrido, asi como una base y la di- Y -y .
7 e T| , |=| 3; |- Determiney responda:
mension de la transformacion lineal:
w 2t
t

TZPZ(x)—>M22yT(a+bx+Cx2):( 3a-b+2c 4a-b+3c ]

a=3b=2c —2a+b-c a) Una base y dimension para el nacleo de T.
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b) Una base y dimension para el recorrido de T. En los siguientes ejercicios encontrar N(7') y Rec(7'); si los es-
c) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorri- pacios vectoriales son finitos, calcular »(T'), p(T') y su matriz de
dode T? transformacion.

v,=(3,-1,4) v,=(2,5,4) v;=(-23,0,8) 13. T(x,y,2)=Qx+y-23x-y+22x-2)
d) ;Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo 14, T(a+ bx +cx®) = (-2a + b) + (30— o)x + ax?

de T7
15 7| @ b ¢
V1:(3, 0» 07 _67 0) V2:(27 47 _laOa 0) V3:(0, 07 1707 0) ' d e f

]ISa—b+20—3f
12. Sea T: R> —» R* una transformacion definida por 16. T:R3— P, con T(a, b, )= (a—b) + (b+ )
. . 1 » Y -

x>y 17. T: M, ,— M, ,con T[ a b j:[ atb b ]
T [ * ]: xty . Determine y responda: ¢ d — a-d
y 26~y 18. T:P,—R2con T(a+bx+cd)=(3a—2b+¢,2b—0)
—2x+y 19. T:P,—Rcon T(@+br+cd)=a-2b+c
a) Una base y dimension para el nucleo de T. 20. T: M, — R, con T(D) = tr(D)
b) Una base y dimension para el recorrido de 7. 21. T: M, — R, con T(A)=tr(A)

¢) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorti- 23 7.3/ — M  con T(A)=2BA,BeM =0 fija

dode T?
ode 23. T: M, — R" con T(A) =4Av, v e R" fijo
v1 :(27 _17 37 1) v2:(51 0’_11 3) v3:(37 7$ 31 _3)

) Cud . . 24. T- ([0, 1]) = ([0, 1]), T(f) = -4f(x)
) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nicleo
de 7 25. T C([0,1]) = C([1, 2]), T(f) = 2f(x— 1) + f(2(x - 1))

v,=2, 1) v,=(0,0) v,=(-5,3) 26. T:CR) - R, T(f)= ] f(O)g(x-1)dt =0, g(x) € C(R) fija

m Aplicacion de T

Después de examinar los fundamentos de las transformaciones lineales, ahora revisamos algunas de sus aplicaciones. Una transforma-
cion lineal que resulta en varias aplicaciones es aquella que transforma un vector v en otro paralelo a este, v, con A un escalar. Esta
claro que el vector cero es solucion al problema, ya que este es paralelo a cualquier otro vector. Pero no es un caso de interés, por este
motivo en lo que resta del capitulo solo revisamos transformaciones lineales:

T: V— V; dim(V) = n finito con transformacion T(v) =Av, en donde v # 0. (8.5.1)

Asi, el problema que vamos a resolver consiste en determinar el conjunto de vectores diferentes del vector cero que cumplan con la
ecuacion 8.5.1 para algun escalar /.

De manera general, la solucion del problema es laboriosa y conlleva a varios resultados muy importantes, pero su estudio se ex-
tiende de manera considerable. Por tanto, decidimos acotar el problema a espacios vectoriales finitos con matrices de transformacion
con componentes reales.

Valores y vectores propios

El problema que vamos a resolver se plantea en la ecuacion 8.5.1 y esta acotado a espacios vectoriales finitos. Asi, partimos del teore-
ma 8.3, donde se afirma que existe una unica matriz A, de orden 7 X n, que le corresponde a T. Con la matriz A, el problema se facilita
y lo podemos expresar como un sistema de ecuaciones, donde se tiene que encontrar el escalar 1, como su correspondiente vector v
que cumplan:

Av=A1v al pasar del otro lado (8.5.2)
(A-ADv=0 tiene solucion (multiple) cuando (8.5.3)
|A-1] =0. (8.5.4)
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Valores y vectores propios. Con el planteamiento del problema resultan las siguientes definiciones.

Valor propio

Al escalar 1, que es la constante entre vectores paralelos (véase 8.5.2), se le conoce de las siguientes formas: valor
propio o eigen valor de A, también llamado valor caracteristico de la ecuacion (8.5.4). No es necesario, pero se
consideran solo A € R.

Vector propio
En forma similar, el vector que corresponde a un valor propio se llama vector propio o eigen vector de A, también
conocido como vector caracteristico de la ecuacion (8.5.4).

Polinomio caracteristico
Al polinomio p(A) = |A-21] de grado 7 que resulta en la ecuacion (8.5.4) se le llama polinomio caracteristico de A.

Ecuacion caracteristica
La ecuacion polinomial, p(4) = |A - | =0, con respecto a A de grado 7, se llama ecuacion caracteristica de A.

A continuacidn revisamos un resultado teérico que relaciona los conceptos anteriores.

Sea T: V— Vcon dim(V)=ny A la matriz de transformacion correspondiente a T(v) = Av, entonces:
Q p(4) es un polinomio de grado .
0O Existe al menos un valor propio de A.

O Existe al menos un vector propio de A diferente de 0.

Demostracion

Por la definicion 8.4: p(A) = | A - 1] Por otro lado, de la definicion del determinante sabemos que p(1) contiene a
todos los productos de fila y columna sin repetir en un mismo término. Entonces, el término que tiene mas factores
con ] es el de la diagonal principal:

(@, ~Day,~A)(a,,~A) = (1yA"+ -

Después de desarrollar todo el determinante, los otros términos tendran: n— 1, n— 2,..., 0 factores con 4. Por tanto,
no hay forma de que se elimine (-1)"4", de donde p(A) es un polinomio de grado 7.

La segunda afirmacion resulta del teorema fundamental del algebra: “Toda ecuacion polinomial de grado 7,
tiene 7 raices contando su multiplicidad”, entonces para p(A) = 0 existe al menos un valor 4 raiz de la ecuacion.

La tercera aseveracion resulta por definicion de vector propio, ya que al sustituir el valor propio A, tenemos un
sistema de ecuaciones homogéneo (A — AI)v = 0, con determinante de la matriz del sistema |A-1| = 0, es decir
(A — A1) =k < n. Por el teorema 4.5 del capitulo 4, el sistema (A — AI)v = 0 tiene solucion multiple tipo R*~*.

Método para calcular los valores y vectores propios de A

Sea A una matriz de transformacion, Av = Av; entonces, A y v se pueden calcular como sigue:

Paso 1. Calcular | A - AI| para encontrar el polinomio caracteristico p(A) = |A -a1].
Paso 2. Resolver la ecuacion caracteristica p(1) = 0, encontrando los # valores propios.

Paso 3: Sustituir cada valor propio 4 en el sistema homogéneo (A — AI)v = 0 y resolver llevando la matriz ampliada
a su forma escalonada o escalonada reducida (A — AI | 0). Las soluciones son los vectores propios correspondientes

al A asignado.
S J
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prem—

5

_33 ] la matriz asociada de 7. Determinar los valores y vectores propios de A.

Solucion

Seguimos los pasos del método propuesto.

Paso 1. Para calcular | A-I | , necesitamos A — AI, entonces:

A=l 53[0l [s5-4 -3
-1 3 0 1 -1 3-1

p(,l)z\A—/u\z‘ 5‘_’} ‘:(5—1)(3—1)—3:12—8“12.

=3
3-1

i6nip(l)=0: Nota
Paso 2. Resolvemos la ecuacion p(1) = 0: Cuando se busca un

=6 vector propio hay
1
que tomar en cuenta

J2-81+12=(A-6)(A-2)=0 =

=2 que |A-1] =0, lo que signi-

fica que al menos un renglon

Paso 3. Encontramos los vectores propios para cada valor de 4. Para 4, = 6: (ecuacion) se puede representar
como una combinacion lineal

(A=71[0)= -1 3{0 ]| |13]0 . x+3y=0 de las otras.; en otras palabras,

-1 =310 0 0lo0 yeR se puede eliminar. Cuando son

R,>R,-R, dos ecuaciones, se elimina cual-

R=(-DRy quiera; cuando son tres 0 mas, se

. . . debe visualizar una dependencia
Al resolver el sistema de ecuaciones tenemos el vector propio para A, = 6: . .
1 en las reducciones y después de

identificarla se puede eliminar.
x| -3y — o =2 o -3 jAl final siempre se puede eli-
y y 4 1 % 1) minar un renglon, para simpli-

ficar los calculos!

B
1

Para A, =2 se tiene (A-210)= [ _13 ‘ g ] . Si consideramos la nota anterior, podemos ver que los renglones son propor-

cionales. Asi, podemos eliminar el renglon 1 y dejar el segundo renglon:

o2 )] 2

N

En la demostracion del teorema se tratan las raices de una ecuacion polinomial y se hace mencion del término de raices con multipli-

cidad. Veamos a continuacion la definicion.

Multiplicidad algebraica. Sea un polinomio p(x) de grado 7 y x,, x,,..., x,, las raices de p(x) = 0 se llaman raices
de multiplicidad algebraica m,, m,,..., m,, respectivamente, si m, + m, + --- + m,=ny p(x) = (x — x,)"1(x — x,)"2 ...
(x—x)"=0.
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A - N
Sea T: R?* — R? definida por T[ * ]:[ “rtdy

_3y

J . Calcular los valores y vectores propios.
J

Solucion
Antes de iniciar con el método, note que la matriz de transformacion es:

{9 MRS Y

-3-1 4
-3-1

Paso 1. Calcular |A - | :

|A-AI|= ‘:(-3-1)(-3-1):0.

Paso 2. Para resolver la ecuacion |A - AI| = 0, tenemos (-3 — A)> = 0. Entonces 4 = -3 es el valor propio con multiplicidad
algebraica 2.

Paso 3. Para el valor propio 4 = -3, tenemos A +3I = [ g g J . Entonces en (A + 31 | 0) queda solo la ecuacion 4y = 0. Donde

y =0y x cualquier valor de R:
5 X 1 . 1
= =x vector propio v, = .

- /
T N
-2 0 0
Sea A=| 1 -2 0 |lamatrizasociada de T. Determinar los valores y vectores propios de A.
2 -1 4
Solucion

Seguimos el método propuesto.

Paso 1. Encontramos el polinomio caracteristico:
-2-12 0 0
A== 1 -4 0 |=(2-A)2-A4-H=0.
2 -1 4-1

A, =-2 multiplicidad 2

Paso 2. Resolvemos la ecuacion (-2 —1)%(4 —A) = 0, de la que obtenemos: -
.

Paso 3. Buscamos los vectores propios; asi, para A, = -2 se tiene:

x=0 x 0
=\ —y+6z=0 = | y

NN = O
o O
N O O
o O O
1
(=) M=}
o O
o O O
o O O
1
g\
Il
N

0
6
zeR z z 1
Ry—>R;-2R, —
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Al sustituir 4, = 4 tenemos (A — 41 | 0). Como se puede ver, sus renglones no son proporcionales; no obstante de la nota anterior
sabemos que uno de estos siempre se puede eliminar. En este caso, para simplificar dejamos el primero y tercero:

-6 0 0|0 -6x=0 X 0 0 0

1 6 010 |=19x-6y=0 =| »y |=| 0 |=2| 0 =v,=| 0

2 -10]0 zeR z z 1 1
0 0
Resulta que A tiene solo dos vectores propios 3| 6 |, | 0
1 1

N

/

Como se puede observar, los dos ejemplos con raices de multiplicidad algebraica tienen como resultado solo un vector propio, sin

embargo, en general, esto no es asi.

Multiplicidad geométrica. Sea A una matriz cuadrada y A un valor propio de multiplicidad &, siv(A —AI) = m se dice
que 4 es de multiplicidad geométrica m para A.

Multiplicidades de 1 en una matriz A

Sea A una matriz cuadrada # X n'y A un valor propio de A de multiplicidad algebraica ky ¥(A — AI) = m — multiplici-
dad geométrica, entonces:

Q k>m.

O Los m vectores propios son linealmente independientes.

Demostracion

Para el caso de multiplicidad, del teorema 7.9 sabemos que en cualquier matriz p(A) + v(A) = n, entonces para la
matriz A — AL resulta v(A —AI) = n— p(A — AI) = m = n— p(A — AL). Es decir, el valor mas grande que puede tener m
es cuando p(A — AI) tenga su valor mas pequefo:

m < n—min{p(A - 1I)}. (8.5.5)

Por otro lado, el rango es la cantidad de filas, 7, menos las filas que se pueden eliminar después de llevar la matriz
a su forma escalonada. La multiplicidad algebraica representa la cantidad maxima de filas que se pueden eliminar
(filas nulas) en la matriz reducida. Luego, p(A —AI) > n— k. Al sustituir esta expresion en (8.5.5) concluimos el inciso:

m<n-min{p(A—AD)} =n—(n—k)=k. (8.5.6)

Cuando se trata de un valor propio de multiplicidad geométrica, la independencia de los m vectores propios resul-
ta directamente de las definiciones de nucleo aplicadas a A — Al y vector propio; ambas coinciden. Entonces, los
V), Vy,..., V, Vectores propios correspondientes a A, forman una base para N(A - AI).

El siguiente ejemplo es muy sencillo, pero sirve para mostrar 1os tres casos que pueden ocurrir con un valor propio de multiplicidad 3:

tres vectores propios; dos vectores propios o un vector propio; al igual que para cualquier matriz general de orden 7 X 7.
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Sean las siguientes matrices, encontrar en cada caso sus valores y vectores propios.

A=

S O W
S O
= O O

400 4 1 0
,B=| 041 [,C=| 0 4 1
00 4 00 4

Solucion
Podemos apreciar que las tres matrices, A —AI, B—AI'y C — A1, tienen el mismo determinante (es decir, son triangulares con la
misma diagonal), el cual vale (4 — 1)*. Esto es, tienen un valor propio de multiplicidad algebraica 3.

Para los vectores propios:

0 Matriz A resulta:

000|0 1 0 0
(A-4110)=| 0 0 0| 0 | =paratodax,y,zeR=>v,=| 0 |,V,=| 1 |,V;=| 0
000|0 0 0 1
0 Matriz B resulta:
0000 1 0
(B-4I|0)=| 0 0 1| 0 |=z=0yparatodax,yeR=v =l 0 |,v,=| 1
0000 0 0
0 Matriz C resulta:
0100 1
(C-4110)=| 0 0 1| 0 | =2=0yy=0paratodaxeR= v=| @
0000 0
o J
T N
5 4 1
Sea A=| 3 ¢ 1 |.Encontrar sus valoresy vectores propios.
-6 -8 0
Solucion

Paso 1. Encontramos el polinomio caracteristico:

5-1 4 1 —(4-2) A=2 0 -1 1 0
|A-AIl=| 3 6-2 1 |=| 3 6-1 1[=(A-2 3 6-1 1
-6 -8 0-A| |3(A-2) (A-2)4-1) 0 3 4-1 0
R1>—>R1—R2
Ry Ry+AR,
——g-22| 11 =g-220-7).
3 —-A+4

A, =2 multiplicidad 2

Paso 2. Resolvemos la ecuacion —(4 — 2)*(1 — 7) = 0 y obtenemos: { o=
=
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Paso 3. Buscamos los vectores propios. Para 4, = 2:

3 4 1|0 341|0
3 4 10|71 00O0|0|=3x+4+2=0.
-6 8 2|0 0000
Ry>Ry-Ry
Ry->Ry+2R,

Como se puede ver, tenemos una ecuacion con dos variables libres: zy y; entonces, les asignamos un valor, por ejemplo: z= 3¢,
y y = 3t, (el 3 es para que al dividir entre el coeficiente de x resulte entero). De este modo, 3x = —z — 4y = -3¢, — 12¢,, es decir
x =~t, - 4t, y los vectores propios:

x -1 -4 -1 -4
y 1=t 0 |+ 3 |=v=| 0 |/v,=| 3
z 3 0 3 0

Para /, = 7, vemos que al sustituir este valor en (A — 71 | 0) los renglones no son proporcionales; como es sabido, uno de estos
siempre se puede eliminar. En este caso dejamos el primero y tercero:

-2 4 1]0
quitando R -2 4 110 -2 4 1|0 -2 0 -1]0 —2x-z=0
3 -1 1|0 |—> ~ ~ =
0 -20 -10| 0 0210 02 1|0 2y+2z=0
6 8 7|0 -1 R—R -2R
= = =21
Ry->R;-3R, Bats

Por tanto, tenemos un sistema con dos ecuaciones y tres incognitas; es decir, una de estas es libre. Asi, elegimos a z con un valor
cualquiera z = 2, para que al despejar y sea entero. Entonces 2y = —z = -2t = y = —t. Para x regresamos a la ecuacion 1: 2x=—z
= -2t = x = —t; por tanto, la solucion esta dada por:

X -1 -1
y = l' _1 = v3 = _1
z 2 2

En este caso resultaron tres vectores propios.

N

Nota

Calcular los valores y vectores propios es una tarea bastante laboriosa, siempre se debe tomar en cuenta que:

1. El célculo del determinante, |A - /II|, puede complicarse. Por tanto, es conveniente, en la medida de lo posible,
utilizar las propiedades de los determinantes revisadas en el capitulo 3.

2. Resolver la ecuacion polinomial puede resultar un poco dificil, por lo que se recomienda revisar métodos algebraicos o numé-
ricos para resolver ecuaciones polinomiales: reglas de factorizacion, regla para determinar todas las raices racionales, regla de
los signos de Descartes, acotacion de raices por cambio de signo, método de Newton-Raphson, etcétera.

3. Obtener vectores propios con el uso de las reglas formales de escalamiento puede atrasar la solucion, asi que siempre es conve-
niente considerar que siempre es posible eliminar un renglon de la matriz A — A1, ya que si sabe utilizar este hecho los calculos
se simplifican.

4. Hemos revisado que la base de un espacio vectorial no es unica, asi que puede ocurrir que al resolver un problema sobre valores
y vectores propios estos no coinciden con la solucion proporcionada; por tanto, se recomienda verificar si ambos conjuntos de
vectores propios son equivalentes. Es decir, a partir de un conjunto obtener el otro y viceversa. En caso de que no se puedan
obtener los vectores de uno de los conjuntos con el otro, entonces al menos una de las respuestas es incorrecta.

5. En esta parte del texto resulta complicado no hablar de los nimeros complejos, pero todos los resultados obtenidos aplican
justo para este tipo de espacios vectoriales C”. Por tanto, en caso de encontrar valores propios complejos se puede continuar
con los mismos procedimientos para calcular los vectores propios.
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Para finalizar esta seccion, a continuacion citamos un teorema que sirve de base para la siguiente subseccion.

Sea A una matriz de orden 7 X n con valores caracteristicos diferentes, 4,, 4,,..., 4 , entonces sus vectores propios
v}, V,,..., V, son linealmente independientes.

Demostracion
Notese que m < k< n; ya que puede haber valores propios con multiplicidad algebraica, entonces pueden tener mas de
un vector propio. En el teorema 8.6 vimos que los vectores propios de multiplicidad geométrica son independientes.
Entonces, consideremos que 7 = .

Para m = 2 tenemos la combinacion lineal:

eV, +6,v,=0= A(c,v, +¢,v,) = A(0) = ¢ Av, + AV, =0 = ¢ A v, + ¢, AV, =0. (8.5.7)
Si multiplicamos la combinacion lineal ¢, v, + ¢,v, por A, y restamos de (8.5.7), entonces:
AV, + AV, = (A, + 6, A v) = (A = A)v, = 0. (8.5.8)

Pero, A, # A, y v # 0 (vector propio), entonces de (8.5.8) se concluye que ¢, = 0. Si sustituimos este valor en (8.5.7)
obtenemos: ¢,4,v, =0 = ¢, = 0. Por definicion de vectores L.I., se concluye que cuando 7 = 2, los vectores son li-
nealmente independientes.

El teorema demostrd que para m = 2, el caso general se concluye por induccion matematica.

Diagonalizacion de una matriz

Con el conocimiento de los valores y vectores propios surge una nueva relacion entre matrices cuadradas, que es originada por la transfor-
macion lineal T(A) = C"'AC, con C también cuadrada del mismo orden que Ay fija. La transformacion es lineal (véase ejemplo 26 de la
serie de ejercicios 8.1). Ahora bien, el nuevo problema relacionado con las transformaciones lineales esta dado en la siguiente definicion.

Definicion 8.7

Matriz diagonalizable. Dadas las matrices A, B € M se llaman similares si existe una matriz invertible C e M,

tal que:
B=C!AC (8.5.9)

Ademaés, si la matriz B = D diagonal, entonces se dice que la matriz A es diagonalizable y resulta D = C'AC.

Ahora bien, en forma inmediata, surge una pregunta que resulta obvia: jpara qué se requiere saber cuando dos matrices son similares?
Una parte de la respuesta a esta pregunta la podemos apreciar en el teorema siguiente.

Sean A, B € M, matrices similares, entonces ambas tienen la misma ecuacion caracteristica y, por tanto, los mismos
valores propios.

Demostracion
Por ser matrices similares existe una matriz C inversa, tal que B = C'AC. Ahora, calculamos su polinomio carac-
teristico:
|B-a1| = |C'AC-11] = |C'AC -AC'C| si se factoriza Cy C
=|cl@a-inc| = [ct| |a-a1]]c] determinante de un producto

=|la-allct|cl=|Aa-a1].

Por tanto, se concluye que los valores propios de A y B son iguales.
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Con el teorema 8.8 y la definicién de matriz diagonalizable podemos apreciar que debe existir cierta relacion con los valores propios
de A. Esto se debe a que en la seccion anterior vimos que los valores propios de una matriz triangular o diagonal son los valores de su

diagonal principal. El resultado se demuestra en el siguiente teorema.

Una matriz A e M es diagonalizable si y solo si los 7 valores propios de A tienen 7 vectores propios que son inde-

pendientes.

Demostracion

Enseguida probamos que AC =CD, con C = (v, v,,...,v)yD=(,4,,...,4):
AC=A(v,V,...,V)=(Av,, Av,,..., Av )

=@V AV, A4V)

., 0 0
=(v}, V.. V) 0 /1_2 v
0 0 A

=CD.

Del teorema 8.7 sabemos que los vectores propios son independientes; entonces, C es invertible y D = C'AC.

Con el teorema 8.9 tenemos practicamente un método para diagonalizar una matriz.

-
Método para diagonalizar una matrizA eM,_
Sea A € M, que tiene n vectores propios.
Paso 1. Calcular los valores y vectores propios de A. Si resultan 7 vectores propios, A se puede diagonalizar, en
caso contrario la matriz A no es diagonalizable y finaliza el problema.
Paso 2: Sean los  vectores propios v,, v,,..., v,, correspondientes a los valores propios 4, 4,,..., 4, (contemplar que
algunos son iguales por la multiplicidad). Entonces, se construyen las matrices C y D del teorema 8.9 de la siguiente
forma:
O Las componentes de la diagonal de D son los valores propios 4,, 4,,..., 4, donde se repiten los que son de multi-
plicidad (con los 7 valores).
O La matriz invertible C tiene como columnas a los 7 vectores propios, v,, v,,..., V,, en el orden que aparecen los
valores propios en D.
QO En caso de multiplicidad, los vectores propios se colocan en cualquier posicion dentro de la repeticion del valor
propio.
Paso 3. Comprobar que se cumple D = C"'AC o, sin la matriz inversa, CD = AC.
.

En los ejemplos de la seccion anterior que tuvieron los 7 vectores propios (8.18, 8.19, 8.20 y 8.22) encontrar C y D similar a la

matriz A. Comprobar que el orden en construir C y D depende del orden entre valores y vectores propios.
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Solucion
O Ejemplo 8.18
En este caso, tenemos los valores propios A, = 6 y 4, = 2, y los vectores propios v, = _13 j yv,= [ i ] ; entonces:
A A, Vi Vg
SIS G B G G

O si intercambiamos el orden tanto en los valores como en los vectores propios tenemos:

Vo Vi

i2 /11
p-=| 20 yC= L -3 conD:c—lAcz_l 13 5 313
v 11 4l 1)l 3 L1

No es diagonalizable un valor propio de multiplicidad algebraica 2 y geométrica 1.

QO Ejemplo 8.19

QO Ejemplo 8.20

No es diagonalizable un valor propio de multiplicidad algebraica 2 y geométrica 1.

0O Ejemplo 8.22

En este caso tenemos los valores propios A, = 2 con multiplicidad algebraica y geométrica 2 y 4, = 7, y los vectores propios

-1 -4 —1
vi=| 0 [,Vv,=| 3 |, V;=| -1 |;entonces: Nota
3 0 2 Si  intercambiamos
los vectores propios
/11 /11 12 v, v, v, .corresponc.he'nt.es al
valor propio de multiplicidad en
200 -1 4 -1 1 6 8 7 D, el intercambio no se puede
D= 0 2 0|yC= 0 3 -1 |conD=C'ACyC'= 5 -3 1 -1 | apreciar en los valores propios
00 7 3 0 2 9 -12 -3 (pues es el mismo). Los cambios
se aprecian en C!' que cambia
/11 /11 12 v, v, v los rbe'nglonez. Es gecir,1 si inte.r-
cambiamos C, = C, en la matriz
200 -4 -1 -1 1 -3 1 - D, entonces los renglones co-
D= 0 2 0 |yC=| 3 0 -1 |conD=C'ACyC'= 5 6 8 T | rrespondientes de C™! también
00 7 0 3 2 -9 -12 -3 se intercambian R, = R,.

Ay Ay VIRV

200 -1 -1 4 (6 8 7
D=0 7 0 |yC=| 0 -1 3 conD=C‘1ACyC‘1=E -9 -12 -3

00 2 3 2 0 3 1 -1

N

/

El problema de poder explicar si una matriz cuadrada es diagonalizable se puede responder con facilidad para el conjunto de matrices

simétricas. Asi, ahora formulamos un teorema con los resultados mads sobresalientes de matrices simétricas y diagonalizacion.
demostracion no se realiza, ya que esta requiere de algunos conceptos y resultados que no se tratan en el texto.

La
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Sea A € M, una matriz simétrica real, entonces:
a) Los valores propios de A son todos reales.

b) SiA, y A4, son valores propios diferentes y sus vectores propios v, y v, son reales, se cumple que son ortogonales.
Entonces D= C'AC, donde D=d(A, 4,,...,A)yC=(v, V,... V).

c) A tiene n vectores propios reales y ortonormales. Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a los vectores propios
V,, Vy,..., V, para obtener los vectores ortonormales u;, u,,..., u

P

d) A es diagonalizable de manera ortogonal. Es decir, D = C;AC, en donde D=d(%, 4,,...,4) y C.=(w; u,... u).

prriempo
21 0

Sea la matriz simétrica A=| 1 2 ( |.Realizarla diagonalizacion y verificar los resultados del teorema 8.10.
0 0 -1

Solucion
Paso 1. Encontramos el polinomio caracteristico:
2-2 1 0

|A-AI|=| 1 2-4 0 [=—(+])
0 0 -1-2

2-4 1
)

) ‘ =—(A+1)(A2 - 44 +3)=—(A+1)(A-1)(A-3).

Paso 2. Resolvemos (4 + 1)(A — 1) (A - 3) = 0, con lo que obtenemos los valores propios A, =—1,4,=1y 4, = 3. Con esto se com-
prueba el inciso a) del teorema 8.10, todos los valores propios de A son reales.

Paso 3. Buscamos los vectores propios. Para 4, =~1:

3100 1 300 1 3 0|0
130(0[-|310[/0][0-80]|0 :{x+3y=0'
000/0)looolo)lo o0 ofo —8y=0
IQRZ RZ»—>R2—3R1
0
Al resolver el sistema, tenemos y = 0y x = 0 para cualquier valor de z € R; entonces, resulta el vector propio v, =| (
Ahora, el vector propio para 12 =13 1

1 1 0|0 =

si se quita R x+y=0
11 0 0——qt1{(1)(1)_02’g]=>{ =)
00 2|0

Al resolver el sistema z = 0, mientras que en la otra ecuacion tenemos una variable libre, sea y = ¢, entonces x = —¢ para cualquier
-1

valor de t e R y resulta el vector propio v, =| 1
0
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Por 1ltimo, €l vector propio para 4, = 3:

-1 1 0]0 -

si se quita R — x—y—O
1 -1 0 0—>‘“1[é 01 0‘8]:;{ e
0 0 4|0

Al resolver el sistema z = 0, mientras que en la otra ecuacion tenemos una variable libre, sea y = £, entonces x = ¢ para cualquier

1
valor de t € R y resulta el vector propio v, =| 1|

0

Paso 4. Para la diagonalizacion, agregamos este paso, donde se plantean Dy C.

A Ay Ay vV, Vv, v,

100 0 -1 1 oo
D=| 0 1 0 |yC=0 1 1 conD:C‘lACyC‘I:E 110

0 0 3 1 00 1 10

Por tltimo, comprobamos el inciso b) del teorema 8.10, que afirma que los vectores propios son ortogonales:
(v, v)=0+0+0=0,(v;,v))=0+0+0=0y (vy, v))=-1+1+0=0.

Los vectores propios por pares son ortogonales, entonces para que sean ortonormales, falta que se dividan entre su norma y con
esto comprobamos el inciso ¢) del teorema 8.10. Asi, resultan los vectores propios ortonormales:

u=—-= 8 ,u2=L=L yu =L=1 i
)

i w2 >l 2

Ahora, hay que comprobar que la matriz C, = (u,u,u,) de los vectores ortonormales también es ortogonal y con esto compro-
bamos el inciso d) del teorema 8.10.

o 1t flo o2 [0 ) 200

C.=—7+-| 0 1 1 |=2CC==">| 110 |7+ 0 1 1|==020 |1
2

*/5\600 6110*/5600 00 2

Modelo de crecimiento de poblacion

Lateoria de los valores y vectores propios permite analizar ciertos modelos de crecimiento de una poblacidn. Para demostrarlo supdn-
gase que después de cierto periodo una especie crece a una tasa constante: produce 7 crias y después muere. Por ejemplo, las bacterias
se dividen en dos a intervalos regulares.

Sea p, 1a poblacion después de 7 periodos, se tiene:

pn:rpn—l'

Si p, es la poblacién inicial, entonces p, = 1p,, p, = 1p, = {1p,) = ’py, p; = 1p, = (1*p,) = 1°p,,..., asi de manera sucesiva. Tiene como
expresion general para 7 periodos:

2,=1"p, (8.5.10)

No obstante, es importante hacer notar que en este modelo no consideramos otras variables que son determinantes en el crecimiento
de una poblacion; por ejemplo, en una poblacion humana la edad de las mujeres es fundamental para la reproduccion.
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En el siguiente ejemplo se considera una poblacion de pajaros con el mismo nimero de sujetos machos y hembras; en este caso,
el nimero de crias también depende de las edades de estos (hembra) adultos y de una tasa de supervivencia. Las variables que se con-
sideran en el modelo son:

2 Poblacién juvenil de hembras en el afio n— 1.
P, .1 | Poblacion adulta de hembras en el afio 77— 1.
p;, | Poblacion juvenil de hembras en el afio 7.
p,, | Poblacion adulta de hembras en el afio 7.
Proporcion de péjaros jovenes que sobreviven para llegar a adultos en el afio 7.

Proporcion de pajaros adultos que sobreviven de una primavera a la siguiente.

> ™ R F

Pajaros hembra producidos en promedio (por cada hembra que sobrevive).

Asi, T~ total de pajaros jovenes y adultos en el afio , b= Iepay w1 Yo =00, i ﬂpm 1> O bien:
p,=Ap, ;. (8.5.11)
Donde:

2]

Sip, es el vector de la poblacion inicial de hembras jovenes y adultas, y p, = Ap,, p, = Ap, = A(Ap,) = A’p,, p, = Ap, = A(A%p,) =
A’p,,..., entonces resulta:
p,=A"p, (8.5.12)

En la ecuacion 8.5.12 se distingue entre las tasas de supervivencia de pajaros jovenes y adultos. Como a y 3 representan la proporcion
de péjaros que sobreviven (jovenes y adultos, respectivamente), estan en el intervalo [0, 1], pero, ademas, como es mas probable que
sobrevivan los adultos, entonces o < f.

Por otro lado, sabemos que A € M,, y si se supone que tiene dos valores propios reales distintos con vectores propios v, y v,, entonces:

Py =V, TV, (8.5.13)

Al sustituir la ecuacion 8.5.13 en 8.5.12 se tiene:

p,= AV, V) = ¢(A",)) + ¢(A",). (8.5.14)
Pero se sabe que Av, = 4v,, entonces A’v, = A(Av,) = A(Av,) = A(Av,) = A(Av,) = A%v ; al aplicar # veces A"v, = A"v,, y al sustituir en
8.5.14 se tiene:

p,=cA[v) +c,(A)v,). (8.5.15)
Al resolver la ecuacion caracteristica de A, entonces tenemos:
-1k
=12 - Bl-ka. 8.5.16
s i‘ Pi- ke (8.5.16)

BE\p*+4ak
2
propios son reales y diferentes coni, >0y 4, <0, |/l1 | > |/l2 | Entonces, la ecuacién 8.5.15 se puede escribir factorizando A} como:

A AY
pﬂ=1f[cl(v1)+cz[l—i]v2J:lf cl(v1)+cz[/1—2] v, |
1 1

Por férmula general, 1= , ¥ por suposicion k>0, a, B €[0, 1], por lo que 4ak > 0; asi, % + 4ak > 0. Por tanto, los valores



Transformaciones lineales con aplicaciones  [ZYX]

Como

A A
/TZ{ <l = [1_2] — 0 cuando 7 crece. Para n grande se tiene:
I 1 D, = CAY,. (8.5.17)

La ecuacion 8.5.17 indica que a la larga la distribucion de edades se estabiliza y es proporcional a v, y que cada grupo de edad cam-
biard anualmente por un factor 4,.

++/2 +4ak
Una poblacién aumentaré sid, > 1= % >1= (fP+4ak >2-B=pP+4ak> (2 -pP = P +4ak>4- 48 + %
es decir, 4ak > 4 — 4f. Por tanto:
>0
a
El modelo se adapta a los procesos naturales, pero es evidente que tiene ciertas limitaciones como las tasas de nacimiento y muerte, las

cuales varian cada afo (pues dependen de manera particular del clima) y porque una poblacion no puede crecer de manera indefinida.

T - N

Considérese la poblacion de pajaros dada por A = [ 004 026 ] Yy Py = [ (5) j . Determinar:

1. La poblacion de pajaros hembra jovenes y adultos después de 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20 afios y calcular la razon de hembras
jovenes a adultos mediante p; . D,,Y T /T, , (sin redondear decimales).

2. Verificar que el valor propio de mayor magnitud 4, es positivo y calcular su vector propio, v,, asociado a este valor. También
determinar el vector propio v, asociado al valor propio de menor magnitud 4,.

3. Comparar, con imT /T .
n—eo

.
4. Para v, :[ ! ] comparar v,/v, con lim v, /p,, yconk/i.
v, n—eo 7 >

2

Solucion

1. Determinamos la poblacién de pdjaros hembra jovenes y adultos. Después de 1,..., 20 se tiene que p, = Ap, =

[ 004 026 J [ (5] ] = [ 1?? ; por tanto, en el afio 1 hay p,,=10 pdjaros jovenes y p, | = 3 pajaros adultos, con un total de:

T, =13 pajaros. Por su parte, la razon de hembras jovenes a adultos es p; i p,.= 10/3=3.33;larazon T,/T, ,=13/5=2.6.

0 2 10 6 6 . .
Para p, =Ap, = = = uesto que no podemos tener 5.8 pajaros redondeamos al in-
= pl[0.40.6 [3][5.8][5]@ wenep o

mediato inferior); por tanto, en el afio 2 se tienen p,= 6 pajaros jovenes y p,,=5 pajaros adultos, con un total de
T, =11 pajaros. La razon de hembras jovenes a adultos es p; S/ p,,= 6/5.8=1.03 ylarazon T,/ T, = 11.8/13=0.91 (para
el calculo de las razones, los valores no se redondean en ningun caso). A continuacion se muestra la tabla 8.1 resultante
de los calculos.

Tabla 8.1
Afio n b, Py T, b/, | T/T,,
0 0 5 0 -
1 10 3 13 3.33 2.60
2 6 5 11 1.03 0.91
3 11 5 16 1.97 1.48
4 11 8 19 1.44 1.14
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N

2. Calculamos el determinante de la ecuacion caracteristica de A:

. Comparando tenemos que 4, =imT /T , (dltima columna).
n—o0

v 1 . . .
.V = [ ! ]:[ 0@ ], entonces v,/v, = 1/0.62 = 1.61 esto es igual a lim pjn/p” =1.61 y también es igual a k/A; =
n—oo 7 ’

Tabla 8.1 (Continuacion)
Aifio pj,n pa,n Tn pj,n/pa,n Tn/Tn—l
5 16 9 25 1.70 1.30
10 46 29 75 1.61 1.24
15 139 86 225 1.61 1.24
20 413 257 670 1.61 1.24

‘ —A 2 (8.5.18)

=12-0.6A-0.8.
04 0.6-1

Al resolver la ecuacion 8.5.18 se tiene A, = 1.24 y A, =-0.64 (en efecto, el valor propio de mayor magnitud es positivo). Esto
explica 24% de aumento en la poblacion que se observa en la Gltima columna. Si calcula el vector propio para A, se tiene

que(A-iDyv=0=| 124 2 ¥ 1=l 0\ A climinar el segundo renglén, tenemos 2y = 1.24x = y = 0.62x
04 064 )l v ) L0

conx eR.

Por lo que el vector propio v, correspondiente a 4, es:

[ Hoa )

Vi

De igual manera, para el vector propio de 4,, (A =4,))v=0= [ 0.64 2 j[ ¥ ]:[ 0 j, si se elimina el segundo
renglén resulta 2_)) =-0.64x = y= —0.32x con x e R. 04 124 y 0

Por lo que el vector propio v, correspondiente a 4, es:

[ )

V)

"

2/1.24=1.61. Lo que explica la razén v, ,/p, ,quese tiene en la quinta columna de la tabla.

/

Ejercicios 8.4

I Resuelva los siguientes ejercicios sobre la diagonalizacién de
[ una matriz.

1. Diagonalice la siguiente matriz, si sus valores propios son

Para las siguientes matrices determine:

a) Los valores y vectores propios de A, en caso de que A sea
diagonalizable, escriba a la matriz D y a la matriz C (com-
pruebe que AC = CD).

b) Sila matriz A es invertible.

Ay=-3,,=3y4;=0

0 -3 -3
A=l 3 0 3 ) A=l 20
-3 3 0 35
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[I=NEN OS]

5
-3
6

0 0
-2 0
0 H4

0 2 -2
12. A=| 4 3 =22
2 -8 -5
6 0 4
13. A=| 0 6 -3
4 -3 6

En los siguientes ejercicios encuentre la
matriz similar diagonal y compruebe que

los vectores propios son ortogonales.

2 -11
4. | -1 2 1
1 1 2
1 00 -4
15, 0120
0 210
-4 0 0 1
0 -11
l6. | -1 2 1
1 1 2
2 00 -1
17, 0110
0 110
-1 00 2
011
18. 1101
110

m Ejemplos complementarios

O = =
(=R ]
N OO

Considere la poblacién de pajaros dada

0 3 0
or A= = .
P (0.20.5]yp°[11j

Determine:

20.

21.

22.

23.

La poblacion de péjaros hembra jo-
venes y adultos después de 1, 5, 10,
15, 20 afios y calcule la razon de
hembras jovenes a adultos mediante:
p; Py Y T /T, , (sinredondear de-
cimales).

Verifique que el valor propio de ma-
yor magnitud 4, es positivo y calcule
su vector propio v, asociado a este
valor, y determine el vector propio
v, asociado al valor propio de menor
magnitud 4,.

Compare 4, con im T, /T, .
n—oo

4

Para v, :[ ] compare v,/v, con

V)

}}1_1}1010 p;,/p,,¥con k/A,.

En esta seccion vamos a resolver algunos ejemplos de los temas expuestos a lo largo de todo el capitulo.

premm———

En los siguientes tres problemas determinar si 7 es una transformacion lineal.

Solucion
No es una transformacion lineal, porque 7'(0, 0, 0) = (0 + 0, 0+ 1) = (0, 1) # 0 no cumple con el teorema 8.1.

Solucion
No es una transformacion lineal, porque no cumple con el teorema 8.1.

1. Sea T:R3 — R? una transformacion definida por T(x, y, 2) = (x + y, z+ 1).

+
2. Sea T: P)(x) — R una transformacion definida por T'(a + bx + cx?) = % ,conb+c#0.
c
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3. Sea T: P,(x) — P,(x) una transformacion definida por T'(a + bx) = (a + 2b) + bx + (a — b)x*.

Solucion
Suma
Sean p,, p, € P,(x), si aplica la definicion de T a ambos polinomios :

T(p,) = T(a, + bx)=(a, +2b) + bx + (a, - b))x*
T(p,) = T(a,+ bx) = (a, + 2b,)) + b,x + (a, — b)x*
Ahora, si sumamos los resultados de ambas transformaciones:
T(p,) + T(py) = (a, + a,+ 2(b, + b)) + (b, + b)x + (a, + a, — (b, + b,))x* (8.6.1)
Al aplicar la definicion de ¢ a la suma de los polinomios p, + p, = (a, + a,) + (b, + b,)x:

T(p, +p,) = T((a; + a,) + (b, + b,)x)
=(a,+a,+2(b, + b))+ (b, +b)x+(a, +a,— (b, + bz))x2 (8.6.2)

Como (8.6.1) y (8.6.2) coinciden, concluimos que se cumple la linealidad de la suma.

Producto
Sea p, € P\(x) y a €R, entonces ap, = aa, + ab x para el producto:

T(ap,) = T(aa, + abx) = (aa, + 2ab)) + abx + (aa, — ab)x* = a((a, + 2b)) + bx + (a, - b)x*) = aT(p)).

Por tanto, T si cumple la condicion de linealidad, producto por un escalar.
Se ha probado que se cumplen las dos condiciones de linealidad, entonces se concluye que la transformacion si es lineal.

S ,/
o B
Determinar una expresion para 7 si se sabe que:
1 -1 1 -3 -1
T 0 = 1 y T 2 = 7 ) T 2 = 5
-1 -1 3 9 0 -4

Solucion

Para la solucion seguimos los pasos del método propuesto.

Paso 1. El vector general de R® es v = (x, y, 2); resolvemos el sistema lineal Ba = v = (B | v).

1 1 -1 59
1 1 -1]| «x 1 1 -1 X 11 -1 X 1
0 2 2|y |~|02 2| » |~]02 2 y ~ 01 1 27 ~
-1 3 0] 2z 04 -1| x+z 0 0 5| x—2y+z 1
Ry Ry +Ry Ry R3~2Ry Ry—(1/2)R, 0 @b = =E2
Ry(-1/5)Ry 5 57 B
Ry Ry-Ry
Ri>R+Ry
110 éx+zy—lz 1 00 EJc+iy—gz a1=§x+iy—zz
5 57 5 5 100 5 5 100 5
1 1
001 0 —x+—p+t—z |[~| 01 O |=-x+—yp+= = g,=—%t—y+t=z
5771077 5” 5771077 5" 275" 10”7
1 2 1 1 2 1 1 2 1
00 1|-——x+Zy-—= 0 001 |-—x+=y—— 4, =——x+=y——
5755 577577 5” TSV
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Paso 2. Al sustituir en la expresion T(v) = a,w, + a,w, + --- + a W, se tiene:

AX (s s 2 VT VP2 1)
Yy |~ gx+5y—gz 1 + gx+5y+§z 7 + —§x+§y—gz 5
z -1 19 —4
3 2 3 3 3
==f== =7 ==f==— == 8
5 100 5 5 100 5 Xt
5 55 2x+y-z
= 3+3 + 7x+ +-z |+ x+2y-z +3
- - — V== - N - = - X
57710775 57710773 . 4
5,852, | | BB || s || &S
57710775 571077
-
e
X
]2
Sea T: R® — R* una transformacion definida por T'| y (= 7 |. Determinar:
2
1. Una base y dimension para el nucleo de T.
2. Una base y dimension para el recorrido de T.
Solucion
Para la solucion de este problema usamos el método propuesto.
Paso 1. La matriz de transformacion se obtiene con la representacion general de 7, asi:
Xy z
5 X +0y +0z 100
Tx 2y |_| Ox +2y 40z | | 0 2 0
’ z 0x +0y +z 0 01
74
x +0y 40z 100
Paso 2. La matriz de transformacion se reduce a su forma escalonada:
1 00| «a
Po0a 1 %=0 WT)=0
02 0|5 01 0| =b
70 ~ 2 =1 y=0 =4 pT)=3
c
10 o0ld 0 01 ¢ z=0 WT)+p(T)=3 Nota : -
00 0|-a+d El recorrido también
Ry—(U/2)R,
se puede obtener al
0 . . encontrar las con-
Paso 3. De la matriz A se concluye que C}, C, y C, son pivotes: diciones en o, b, ¢ y d para que
el sistema tenga solucion en el
1 0 0 0 paso 2. Es decir, para cualquier
_~ _J 0 2 0 _ valor de b y c, mientras que
B =C, = , , N(T)= e q
Reo(T) =4 0 0 1 y M) g a'y d deben cumplir la condicion
1 0 0 —a+d=0.
-
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e _
2x—y
) 4 3z ] x 3x+2y .
Sea T R? - R* una transformacion definida por 7' = . Determinar:
y 2x+4y
4x—y

1. Una base y dimension para el nucleo de T.

2. Una base y dimension para el recorrido de T.

Solucion

Para la solucion de este problema utilizamos el método propuesto.

Paso 1. La matriz de transformacion se obtiene con la representacion general de T

y
2x—y 2 _1
T[ X ]: 3x+2y _ 3 2 ( X ]
y 2x+4y 2 4 y
4x—y 4 -1

Paso 2. La matriz de transformacion se reduce a su forma escalonada:

2 1| a 2 -1 a 2 -1 a 2 -1
3 2|06 | | 0 7| -3a+2b 0 1| 2a+d 01

2 4| ¢ 0 5 —-a+c 0 5 —-a+c 0 0
4 -1| d 0 1| 2a+d 0 7| -3a+2b 0 0
Ry—2R,-3R, Ry&R, Ry—R;-5R,

Ri-R-R R4|—>R4—7R2

R>R,-2R,

De aqui se concluye que v(T) =0y p(T") = 2; por tanto, se cumple v(7') +p(T) = 2.

Paso 3. De la matriz A se concluye que C, y C, son pivotes:

a
—2a+d
9a+c-5d
1la+2b-7d

2 -1
3 2 0
B, =C, = , N(T)= .
Rec(T) — “A ) 4 y N(T) {[ 0 ]}
4 -1
o
eI,
51 0
Sea A=| 0 -3 0 | lamatriz asociada de T.
0 4 5

1. Determinar los valores propios de A.
2. Determinar los vectores propios de A y responder si A es diagonalizable.
3. Si A es diagonalizable, determinar las matrices D y C.
4. Determinar si la matriz A es invertible.
Solucion

Para la solucion de este problema utilizamos el método propuesto.
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Paso 1. Encontrar el polinomio caracteristico:

5-4 1 0
|A-AI|=| 0 -3-1 0 :(5—/1)‘ —3-1 0 ‘:(5—/1)(—3—1)(5—1).
0 4 5-1 & 54
Paso 2. Resolver (5 -4)(-3 -4)(5 —4) =0, de lo que obtenemos los valores propios 4, = 5 con multiplicidad algebraica 2 y 4,=-3.

Paso 3. Buscar los vectores propios.

Paral, =5:
0 1 0]0 01 00 _0 x x 1 0
0—800~0000:>{y_,y=0=x0+20
04 0[0/) 0000 %ZeR | ; 0 1
R2»—>122+8R1 —_—
Ry-R;-4R, ) Vr
Paral,=-3:
8 1 0|0 1 1/8 0|0 0 1/8 0] 0 1 0 -1/4]0
000/0(|~f0 O O[O |~0O0 1T 20|01 2 0
0 4 80 0 1 2|0 0 0 0|0 00 0 0
Ri-(/8)R, Rye2R, Ry->R~(1/8)R,
Ry (1/4)R,
Ahora, formulamos el sistema de ecuaciones lineales resultante:
¥——2z=0 x lz 1 1
= = 4 =—z| -8
y+2z=0 y -2z 4 4
zeR z z —
7
Al final tenemos tres vectores propios:
1 0 1
0| 0 || -8
0 1 4
VPI vp2 vp3

Como A € M,, y tiene tres vectores propios, A si es diagonalizable e invertible porque sus valores propios son diferentes de cero.
Entonces:

A Ay A, Vi Vg Vg
50 0 1 0 1
D= 05 0 |yC=| 0 0 -8
00 -3 01 4
-11 3 4
Sea A=| -6 2 6 | lamatrizasociadade T.

-6 13 -1
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1. Determinar los valores propios de A y responder si A es diagonalizable.

2. Determinar los vectores propios de A.

3. Si A es diagonalizable determinar las matrices D y C, y comprobar que D = C™' AC.
4. Determinar si la matriz A es invertible.

Solucion

Si sustituimos A en la ecuacion caracteristica se genera un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, el cual debe tener solu-
cion multiple, esto es:

-11-4 3 4 X 0
(A-ADv=0 =| 6 2-1 6 y =] 0
Ecuacion caracteristica _6 13 -1- /1 z 0
(A-1I)
Al calcular el determinante del sistema se tiene:
-11-4 3 4 -7-1 3 4 -7-1 3 4
|A-Al|=| -6 2-4 6 |=| 0 2-2 6 [=| 0 2-12 6
-6 13 -1-4 -7-4 13 -1-4 0 10 -5-1
[NEYoRToN Ry-Ry-Ry
2-1 6
=(=7=1 =(-7-A)(A2+31-10-60
1-n 2t 0 ‘ (=7-2)( )

= (7= A)(A+10)(A-7)=0.

1. Valores propios. Los valores de A que hacen que el determinante sea cero son:

A=-1
A=-10
A=17

Como existen tres valores propios distintos, entonces 4 si es diagonalizable.

2. Vectores propios. Se sustituyen los valores propios en el sistema generado por la ecuacion caracteristica y se escalona la
matriz ampliada.

Para A = -7 se tiene:

; [ —% -110
-4 3 410 1 _Z -110 9
— = ~0 = 0|0 |~
69 610 -6 9 6|0 2
13 610 -6 13 60 17
RipCVOR RyR,+6R, 0 — 010
Rj-Ry+6R, .
1 B -110
4 1 0 -1|0 x=z X z 1
01 0[{0 |~ 0L 0|0 |=7y»=0 =|1y|=|0]|=2]0
0 1?7 010 000 0 zeR z z 1
vp1

Ry-Ry~(17/2)R,
Ri-R+(3/4)R,
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Para 4 =-10 tenemos la matriz ampliada que vamos a escalonar:

-1 3 4|0 1 3 410 1 3 410
6 12 60 |~ 0 =6 -18{0 |[~| 01 3|0 |~
-6 13 9|0 0 -5 -15|0 0 -5 -15|0
Ry>Ry—6R; Ry>—(1/6)R, Ry Ry+5R,
Ry R,—6R, RiPHR+3R,
Ri5(-DR,
1 050 x=-5z x -5z =5
01 3[/0 (= =3z =| y |=| -3z |=2| -3
000]0 zeR z z 1
V2
Para A = 7 se tiene la matriz a escalonar:
5
-18 3 4 |0 6 -5 6 (0 1 6 -110
-6 -5 6 [0 |~ -18 3 4 |0 |~ ~
-6 13 8|0 -6 13 8|0 o 140
R &R, Ry>Ry-3R; 018 -14]0
Ry-R R, RsHRi-Rz
S
13 1o 10-%0 BRCE 19
6 i 5 54 x| || | (19
01_20 01_10=>y=zz =y |= zz —5—42 42
¢ 9 z 9 54
00 010 00 0|0 R ——
Ri=>R~(5/6)R, Z€ z Vo3
Es decir, la matriz A tiene tres vectores propios:
1 —5) 19
0 | =3 || 42
1 1 54
vl’[ va vﬁg
3. Como A si es diagonalizable, entonces:
A Ay Ay Vi Vg Vg
-7 0 0 1 -5 19
D= 0 -10 0 |YC=| 0 -3 42
0 0 7 1 1 54

4. Al comprobar que CD = AC, entonces es cierto que D = C~! AC. Ahora vamos a verificar que el producto CD = AC se
cumple. Se tiene:

1 -5 19 -7 0 0 -7 50 133
CD=| 0 -3 42 0 -10 0 |=| 0O 30 294
1 1 54 0 0 7 -7 -10 378
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-11 3 4 1 -5 19 -7 50 133
AC=| 6 2 6 0 -3 42 [=| 0 30 2%
-6 13 -1 1 1 54 -7 -10 378
5. Como |D| = |A| y ningun valor propio es cero, entonces |D| # 0; por tanto, A es invertible.
\ J
T - "

Se sabe que los valores propios de A son 4, =30, 4, =12y A, =6, con sus respectivos vectores propios = (1,0, 1), = (5,2, 1)
= (-1, 3, 2). Determinar la matriz A.

Solucion

Los valores propios forman la matriz diagonal y los vectores propios a la matriz C, como se muestra a continuacion:

Ao A Ay Vi v, v
30 0 0 15 -1
D=| 0 12 0 [yC=| 0 2 3
0 0 -6 11 2

Cuando la matriz A es diagonalizable se cumple que AC = CD. Multiplicando (por la derecha) por la inversa de C para despejar
a la matriz A se tiene:

ACC'=CDC!
AI=CDC!
A=CDC.

Calculando C! por el método de la matriz adjunta se tiene:

1 5 -1 1 5 -1 ) 3
ICI=0 2 3 |=f0 2 3 |=0) ° 3‘=6+12=18-
11 2 0 4 3
RyR Ry
Calculando los 9 cofactores de C:
o ¢, =(-n+| 2 3 =1 o ¢, =10 3=z o ¢, =1y 0 2=
1 2 2 1
o ¢, =¢1| > =11, o ¢, =12l 1i=3, o C, =131 O =4
1 1 2 1
_ 5 -1|_ _ 1 -1|_ _ 1 5|_
a ¢, =(-1)* - =17. Q C,=(-1)** 7 3 ‘——3. Q C,=(-1)* ; 2‘—2.
Por tanto, la matriz de cofactores es:
1 3 =2 1 -11 17

C*=| -11 3 4 |=C*= 3 3 -3
17 -3 2 -2 4 2
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Asi que:
1 1 -11 17
Cl=—(CT=— 3
ic- | 2 3 3
-2 4 2
Realizando el producto A = CDC! se tiene que:
1 5 -1 300011—1117
A=(CDXC"= 02 3 || 0 12 0 ol 3 3 -3
11 2 0 0 -6 -2 4 2
1 30 60 6 1 -11 17
A=pl 0 24 -18) 3 3 -3
30 12 -12 \ =2 4 2
1 30+180-12 -330+180+24 510-180+12
18 72+ 36 72-72 -72-36
30+36+24 -330+36-48 510-36-24
1 198 -126 342
BT 108 0 -108
90 -342 450
11 -7 19
= 6 0 -6
5 -19 25
\_ /

Calculo de valores y vectores propios con Matlab

En esta seccion revisamos el uso de Matlab en los temas tratados en este capitulo: cambio de base, nicleo y recorrido de una matriz, asi
como base para el espacio fila y el calculo de los valores y vectores propios de una matriz, que determinan cuando una matriz cuadrada
es diagonalizable.

Expresion para T

Como es sabido, para determinar una expresion para T, el escalonamiento con un vector escrito en su forma general resulta mas la-
borioso; sin embargo, en el capitulo 4 se plantearon diferentes formas de obtener la solucidon a un sistema de ecuaciones lineales con
MuPAD, tal es el caso de la funcion solve.

T ) N

Utilizar MuPAD para resolver el ejemplo 8.9 que consiste en determinar una expresion para T, donde T: R? — R®y

8 -13
B= 1 ) -2 , ¥y se conoce que T' . 3 |yT -2 |_ 5
2 -3 2 ; 3 >
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Solucion

ElsistemaBa=v= (B | v) se resuelve siguiendo los pasos del método propuesto.

En la ventana de MuPAD en modo Calculation se introducen los siguientes comandos:

Para obtener la solucion del sistema Ba=v.

equations := {al -2*a2 = x, 2*al -3*a2 = y}:
unknowns := {al, a2}:

solve (equations, unknowns)

Si se asigna la solucion del sistema a las variables al y a2 (y se ordenan términos)
al:=-3*x+2*%y: alZ:=-2*x+y;

Si se declaran los vectores.
wl := matrix([8, -3, 3]1); w2 := matrix([-13, 5, -5]);

Si obtiene la expresion de T'
T:=al*wl+a2*w2

En la figura 8.2 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

ml:s x*l%y; & ey

Iyv=3x

y=2x

- AT L i 8 =

Figura 8.2 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 8.33.

Comentario: Verificar que este resultado es igual al obtenido en el texto.

N /

g N

Utilizar MuPAD para resolver el ejemplo 8.11 que consiste en determinar una expresion para T, donde T: P)(x) — R%; la base
del dominio es:

-2 0 -1
B={-2+4x,2x+3x%, - 1+5x-2x%}~3| 4 |,| 2 |,| 5
0 3 ) =2
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N

Ademas se conoce que:

2 5 2
T(-2+4x)=| - |, T(20+3x)=| 3 |y T(-1+5x-2+%)=| 1|
-6 -2 -6

Solucion
Elsistema Ba=v = (B | v) se resuelve siguiendo los pasos del método propuesto.

En la ventana de MuPAD en modo Calculation se introducen los siguientes comandos:

Para obtener la solucion del sistema Ba =v.

equations := {-2*al -a3 = a, 4*al +2*a2+5*a3 = b, 3*a2-2*a3=c}:
unknowns := {al, a2, a3}:

solve (equations, unknowns)

Al asignar la solucion del sistema a las variables al y a2 (ordenando términos)
al:=-19/26*a-3/26*b+1/13*c;

a2:=4/13*a+2/13*b+3/13*c;

a3:=6/13*a+3/13*b-2/13*c;

Al declarar los vectores.
wl matrix ([2, -2, -6]); w2 := matrix([5, -3, -21);
w3 := matrix([2, 1, -6]1);

Si se obtiene la expresion de T'
T:=al*wl+a2*w2+a3*w3

En la figura 8.3 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

equaticas t™ f-I"al -ad ™ & T"al Fd"adEiad ® B, Jvad-d"ad®c)i
| unkingens = fal, af, a0l

| mel¥e lequatlsar. whindwnal
CE oM _Mra . da_3h_de  Ha_ub_iel
_{|" -2 rrr? T ol
[m118=107 080000 TEska 171000, a2 o4/ 100 as B 0T a 2 1000, oY md/1T0aed 1 F0b=00 1000
U e
==

da 1k _Ma
15 BN L I |

o & g
| -1

[ui aw matrixifd; ~dp ~&]i; ¥ @Y maErkxi(3; 8 @]y W Y satcam| s 1z -R]Bd

:T:-l'l twlendfwlend=wld
a=bsag
=
a=j

Figura 8.3 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 8.34.

Comentario: Verificar que este resultado es igual al obtenido en el texto.
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Nucleo y recorrido de T con Matlab

Determinar una base para el nicleo de una transformacion resulta muy sencillo si se emplea la funcién de MuPAD:
linalg::nullspace(3).

Pero, determinar una base para el recorrido de T resulta un poco mas laborioso cuando se requiere encontrar la(s) condicion(es) que
cumple todo vector w que pertenece al Rec(T"), procedimiento que se describe en el capitulo 6, pues el problema consiste practica-
mente en determinar el espacio generado por 7. Sin embargo, si se emplea el teorema 8.4 resulta mucho mas sencillo determinar la
base para el recorrido de 7, puesto que Rec(T") = C,. Por tanto, se sugiere que la base para el recorrido sea determinada si se emplea
la funcion rengloncolumna desarrollada en el ejemplo 7.51. Esta funcion proporciona una base para C, y una base para R,, la
funcion puede ser modificada para que solo proporcione una base para C,, pues como es sabido coincide con la base para Rec(T").
Si considera que determinar una base para C, depende de la matriz escalonada (o escalonada reducida) de la matriz asociada a la
transformacion, también es factible obtener esta matriz mediante las funciones (de manera indistinta):

linalg::gaussElim(A) o linalg::gaussJordan (A)

Ya que las posiciones de los pivotes es la misma en ambas matrices.

Para determinar qué vectores (de un conjunto dado) pertenecen al recorrido de T es recomendable emplear la base del recorrido
(con la finalidad de simplificar operaciones) y los vectores que pertenecen al recorrido de T seran los que se puedan escribir como
combinacion lineal de la base. Asi que el problema se reduce, nuevamente, a determinar la solucion de un sistema de ecuaciones li-
neales. Hasta el momento se ha visto una amplia gama de opciones que permiten obtener dicha solucién, sin embargo se recomienda
escalonar de manera conjunta la base con el resto de los vectores. Perteneceran al recorrido aquellos que en el escalonamiento obtenido
por las funciones anteriores (1inalg: :gaussElim(A) o linalg: :gaussJordan (A)) no generen ecuaciones inconsistentes.

A - N
x —x+5y+3z
Utilizar MuPAD para resolver el ejemplo 8.17 que consiste en determinar para T'| y |=| 3x—y+5z |. Determinary
responder: 2 2y+2z
1. Una base y dimension para el nucleo de T.
2. Una base y dimension para el recorrido de T.
3. ;Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorrido de 77
v,=(2,2,0) v,=(-1,-1,-1) v,=(-1,10, 1).
4. ;Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo de 77
v,=(3,-51) v,=(-6,-3,3) v,=(2,0,1).
Solucion

Para resolver el punto 1 se introduce la matriz asociada a la transformacion y se emplea la funciéon 1inalg: :nullspace (3).
Por otra parte, para resolver el punto 2, se introduce la funciéon 1inalg: :gaussJordan (A).

A :=matrix([[-1, 5, 31, [3, -1, 5], [0, 2, 211)

Para obtener la base del ntcleo:
linalg::nullspace (A)

Para obtener la base del recorrido:
linalg::gaussJordan (A)

En la figura 8.4 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.
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Linmlg: :nullaspace (R]

!
101
{ll!}
aoa

Figura 8.4 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 8.35 (1), (2).

Comentario: Verificar que el resultado es igual al obtenido en el texto. La dimension depende del nimero de vectores que se
encuentren en la base del nucleo, en este caso W(T') = 1. Para la base del recorrido las columnas C, y C, son columnas pivote, asi
que estas columnas de la matriz A son la base para el recorrido, es decir:

-1 5
BRec(T) = 3 | -1
0 2

Para resolver el punto 3 se concatenan la matriz de la base del recorrido y la matriz del conjunto de vectores dados y se escalona
con la funcién: 1inalg: :gaussJordan (3).

A :=matrix([[-1, 51, [3, -11, [0, 211);
B:=matrix([[2, -1, -1], [2, -1, 101, [0, -1, 111);
C:=A.B;

linalg::gaussElim(C)

En la figura 8.5 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

A matrixil Li +}s |3 il Q. 211
B i s B _ 1 ] _m ' _n
BiSmatrix T, 1. Ll [, 1, 101, 1
1= B

iimalgrrgauasElim [(C)

4 =11 =110
LI =14

i
l}l.:%_|~;l

Figura 8.5 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 8.35 (3).

Comentario: Como se puede observar, para el caso de v, y v, se tienen ecuaciones de inconsistencia en el tltimo renglon, por
tanto el tnico vector que pertenece al recorrido de T'es v,.
Para resolver el punto 4 se evaltan los vectores dados en la expresion de T mediante los siguientes comandos:

x = 3ty = -5: z:= 1: -x+5*y+3*z, 3*x-y+b*z, 2*y+2*z
X 1= -6: y = -3: z:= 3: -x+b*y+3*z, 3*x-y+b*z, 2*y+2*z
x 1= 2ty = 0: z:= 1: -x+5*y+3*%z, 3*x-y+5*z, 2*%y+2*z

En la figura 8.6 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.
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{® = 31 y 1= =5: 2:= 1: =m+oty+E¥e, A¥m=-y+aveE, bl A
a5, 18, -8

K = —g: § = =33 z:®m 3 -+t E, I*H-yratz, ITyriTz
U, 0,0

(% = Z: y :® 0: z:® 1: -x+avyédtz, Jtx-yeatz, dvydidvz
1, 11,2

Figura 8.6 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 8.35 (4).

Comentario: Como se puede observar, el unico vector que cumple con que T'(v) = 0 es el vector v,.

N /

Valores y vectores propios con Matlab

Hasta aqui hemos visto que el calculo de los valores y vectores propios implica realizar una gran cantidad de operaciones; no obstante,
MuPAD obtiene de manera sencilla y rapida tanto valores propios como vectores propios. La funciéon 1inalg: :eigenvalues (3,
Multiple) proporciona los valores propios y su multiplicidad algebraica; mientras que 1inalg: :eigenvalues (A) solo propor-
ciona los valores propios; por su parte la funciéon 1inalg: :eigenvectors (A) es una funcion mucho mas completa pues como
resultado proporciona valor propio y multiplicidad algebraica, con su(s) respectivo(s) vector(es) propio(s).

A N\
Utilizar la funcion 1inalg: :eigenvectors (A) para determinar valores y vectores propios de la matriz A del ejemplo 8.20:
-2 0 0
A= 1 20
2 -1 4

Solucion

Primero, se introduce la matriz A seguida de la funcion 1inalg: :eigenvectors (A):

A ::matrix([[—2, O/ O} [l/ _2/ O]I [21 _11 4]]):
(

14
linalg::eigenvectors (A)

En la figura 8.7 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.

-

A r=matrix{[[=2, 0, O], [1, =2, 0], [2, =1, 4]1]):

[ [T+ ]

Figura 8.7 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 8.36.

Comentario: Como se puede ver, uno de los valores propios que se obtuvo es 4 con multiplicidad 1 y su respectivo vector, mien-
tras que el otro valor propio es 2 con multiplicidad 2 y con su respectivo vector propio.

N /
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. _

Solucion

5 41
A=l 3 6 1
-6 -8 0

Introducimos la matriz A seguida de la funcién 1inalg: :eigenvectors (3):

Utilizar la funcion 1inalg: :eigenvectors (A) para determinar valores y vectores propios de la matriz A del ejemplo 8.22:

A ::matrix([[S, 4/ 1]! [31 6! 1]I [_6/ _81 O]])
linalg::eigenvectors (A)
En la figura 8.8 se muestra la salida en la ventana de MuPAD en modo Calculation.
B =matrixi[[5; 4. LY - A 11

linalgr:

| AT (8 (AN
70 W I R PR T P [.l[
]' L AN 1 /1]

Figura 8.8 Salida en la ventana de MuPAD del ejemplo 8.37.

Comentario: Uno de los valores propios que se obtuvo es 7 con multiplicidad 1 y su respectivo vector propio; el otro valor
propio es 2 con multiplicidad 2 con sus respectivos vectores (los vectores propios encontrados son equivalentes a los del texto).

~

J
Ejercicios con Matlab
En los siguientes ejercicios utilice MuPAD para determinar una
expresion para T. T(4-x)= 3 4 , T(2x?-x3) = = 3 y
2 1 -1 2
1. T:R*— Py(x), se conoce que:
0
T(—1+4x+2x2+x3)=[ ]
T( 52 ]:2+4x+5x3yT[ 2 J=—1+3Jc+3xz—x3 !
- 4. T:R3>— R% se conoce que:
2. T:M,, — R se conoce que:
-1 3 3 2 5 -
30 ! 21| ° | 3 |=| 1| 2 O lyro |- 3
2 4 S0 A 3 6 4 = 2 0
-6 -3 1 0 1
03 3 10 ] 5.8aT| y |=| -4x+y-5z |.Determine con MuPAD y
z 3x 46z
3. T: Py(x) > M,,, se conoce que: responda:

T(—2+3x+2x2+3x3)=[ p

2 -1

)

a) Una base y dimension para el nucleo de T.

b) Una base y dimension para el recorrido de T.
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¢) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorrido

2x-3y—-5z+14w

de T? * A 5,018
x— y+5z+18w .
=(2/3,1,-1 =(,1,1 v.=(-4,1,0). 7. SeaT| 7 |= . Determine con
V= ) B=GLD =410 2 Sv +10z+ 20w
d) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo
de T? w X+ y+ z— 6w
v,=(1,15,2) v,=(4,6,-2)  v,=(-2,3,5) MuPAD y responda:
a) Una base y dimension para el nucleo de 7.
3x+3y-2z b) Una base y dimension para el recorrido de T.
¥ x+4y+5z ¢) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorrido
6. Sea T| y |=| -2x+y . Determine con MuPAD de 17
z 2x+2y+2z v,=(31,27,25,-12) v,=(20,21,12,-3)
x+2y v, =(-6,-22,-30, 4).
y responda: d) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo
de T?
a) Una base y dimension para el nucleo de T. ¢
. . . v,=(1,1,-3,-2) v,=(-3,2,0,1)
b) Una base y dimension para el recorrido de 7. 10731
¢) (Cudles de los siguientes vectores pertenecen al recorrido .‘.’3 =10, _ 3, 1)
de T? 8. Utilice la funcién 1linalg: :eigenvectors (A) para de-
termi 1 ectores propios de la matriz A proporcio-
v,=(-2,19,-7,0,1)  v,=(8,20,-2,4,6) CITILIRAT Va OTES Y VECTOTes prop 1 2L prop
nada en cada inciso.
v,=(1,12,7,4,3). 1 -130
d) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo 3 -11 222 0212
de T? a) | -320 b) |4 0 4 C)
' 311 0-12 1 -201
v,=(0,5,-2) v,=(0,0,0) v, =(-4, 13,-5). 0113
Ejercicios de repaso
Responda si el enunciado es verdadero o falso o responda lo que  8.10 (Es cierto que la multiplicidad geométrica tiene que ver con
se le pregunta, segiin corresponda. En ambos casos justifique su la regla del paralelogramo en la suma de vectores?
respuesta. 8.11 ;Qué pasa si el valor propio vale 0?
8.1 Las ecuaciones lineales ax + b = (0 son transformaciones  8.12 En la diagonalizacion de una matriz, D = C"'AC, D tiene
lineales. que ser invertible.
8.2 (Qué relacion existe entre (T') y p(T) para T: V' — V,si 813 En la diagonalizacién de una matriz, D = C"'AC, A tiene
dim(V) =n? que ser invertible.
8.3 (Qué significa que ve M(T) para T: V— W? 8.14 En la diagonalizacién de una matriz D = C"'AC, ;cuales
8.4 ;Qué significa que w e Rec(T") para T: V' — W? son los requisitos para que D sea invertible?
8.5 Toda matriz cuadrada se puede diagonalizar. 8.15 En una transformacion lineal con espacios vectoriales infi-
8.6 Silas componentes de una matriz son enteros, entonces sus nitos ¥(T') y p(T') siempre son infinitas.
valores propios tienen que ser enteros. 8.16 Una matriz A e M, es posible diagonalizarla si y solo si
8.7 Una transformacion lineal solo transforma un vector en tiene # valores propios diferentes.
otro paralelo a este. 8.17 Para qué matrices no es necesario determinar sus vectores
8.8 En T(v) =Aav el valor propio debe ser diferente de cero. propios para decir si son diagonalizables.
8.9 (Qué significa la multiplicidad algebraica? 8.18 Existen matrices que no pueden tener valores propios.
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Ejercicios con grado de dificultad uno

En los siguientes ejercicios determine si 7" es una transformacion

lineal.

8.19
8.20
8.21
8.22
8.23
8.24

8.25

8.26

8.27
8.28
8.29
8.30

8.31

8.32

8.33

8.34

T:R?®— R?con T(x, y, 2) = (x, 2)

T:R*—> Rcon T(x,y)=-3x+y

T:R* — R%con T(x, y, z, w) = (y + w, x2)
T:R®— R%con T(a, b,c)=(4a—b+c, 2b+c)
T:R*— R3con T(a, )= 2a+b, a— b, 3b)
T:R — Rcon T(x)=\/;,conx20

a b2
c d*

la|l a
b |b]
T:M, — M, conT(A)=AT
T: Py(x) - P(x) con T(a+ bx+cx?) = (a+b) - 5(b + o)x
T: P(x) > Rcon T(a+ bx+cx?) = a® - b

Sea T: R? — R? una transformacion definida por:
T(a, p) = (sen a, cos f).

Sea T: R — R una transformacion definida por:
T'(x) = tan(x).

T:R*— M,, con T(a,b,c,d) :[

T:R*— M,, con T(a,b,c,d) :[

Sea T': P,(x) — R una transformacion definida por:
T(a+bx)= a—;b .

Sea T: M,, — R una transformacion definida por:
T(A)=[Al.

Sea T: M, — M, una transformacion definida por:
T(A)=AB +BA, con B € M,, una matriz fija.

Ejercicios con grado de dificultad dos

Con los datos proporcionados determine una expresion para 7'y
calcule la imagen del elemento.

8.35
8.36

8.37

8.38

8.39

7(1,2)=(1,8, 1), T(-3,4)=(-13, -4, 7); determine: 7(3, 2).
T(1,0,-1)=(3,-1,2), T2, 4,-1)=(22, 1, 14), T(0, 3, 1)
=(11, 3, 7); determine: T(2, 3, -3).

T(1+3x)=(1,8,6), T(-3-x)=(-11, -8, —-10); determine:
T4 - 2x).

T2, -1, 3)=(-4, 20), 7(0, -1, 4) = (-3, 19), T(-2, -1, 3)
=(0, 8); determine: T(1, 1, 1).

T(1,0,2)=3+9%, T(2,-1,0)=7-6x, T(-1, -1, -1)
=-2 — 3x; determine: 7'(4, -3, 2).

8.40

8.41

8.42

8.43

8.44

TG, 1,-6)=(-1,8), I'(-2,3,49)=(3,-9, I(1, 3, 1) =
(6, —06); determine: T'(2, 4, -2).

T(27 _11 1) = (2, 5’ _77 6)> T(07 37 3) = (Oa 37 —15, 6):
T2,4,-1)=(9,-11, 3, 9); determine: T(1, -1, 3).

Sea T: R® — R*una transformacion definida por
2x%+z
s
T| y |= xz ~% |. Determine y responda:
v4
V4
-x+z

a) Una base y dimension para el nucleo de T.
b) Una base y dimension para el recorrido de 7.

c) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorri-
dode 77
v,=(1,-1,3,00 v,=(2,+4,0,1) v,=(5,5,2,-1).
d) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo
de 77

v,=(1,0,0) v,=(0, 5, 0) v,=(0,0,-1).

Sea T: R® — R* una transformacion definida por
2x+y
x
—x+3 .
T| y |= ¥V 1 Determine y responda:
2y
z
x+4y

a) Una base y dimension para el nucleo de 7.
b) Una base y dimension para el recorrido de T.

c) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorrti-
dode 17

v,=(-811,4,3) v,=(1,-1,2,5) v,=(3,-2,0,4).

d) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo
de 77

v=(1,0,00  v,=2,-6,1)  v,=(0,0,-3)
Sea T: R? — R’ una transformacion definida por:
3x+z
—x—2z
x+4z

T ; = . Determine y responda:
z

a) Una base y dimension para el nucleo de 7.

b) Una base y dimension para el recorrido de T.

c) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorri-
dode 17
v, =(-1,2,-4) v,=(2,4,8) v,=(1,1,1).
d) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo
de 77

v,=(0,0,2)  v,=(0,-3,0)  v,=(4,0,0).
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8.45 Sea T:R*— R? una transformacion definida por

_[ 2x—y+z

. Determine y responda:
x+2y-3w

~
ST N R R

a) Una base y dimension para el nucleo de T.
b) Una base y dimension para el recorrido de T.

c) ;Cudles de los siguientes vectores pertenecen al recorri-

dode 77
v,=(3,-4) v,=(2,-1) v, = (100, 10).
d) ;Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo
de 77
v,=(2,3,-1,1) v,=(2,0,-1,3) v,=(1,-8,-10,-5).
8.46 Sea T:R®— R*una transformacion definida por
Xy
* 2
T| y |= Z |, Determine y responda:
X
V4 2_)/

a) Una base y dimension para el nucleo de T.
b) Una base y dimension para el recorrido de T.

c) ;Cudles de los siguientes vectores pertenecen al recorri-

do de 77
v1 = (0» _27 3» _4) v2 = (5» 87 7$ 2)

d) ;Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo
de T7?

v,=(0,0,0)

Sea T: R* — R* una transformacion definida por

v,=(1,4,6,2).

v,=(3,4,6)  v,=(0,-1,2).
8.47

X+y—z+3w
= Sx=9y=Sz+w . Determine y responda:
2x=3y—2z+w

2x=3y+2z-Tw

=]
TN R

a) Una base y dimension para el nucleo de 7.
b) Una base y dimension para el recorrido de 7.

c) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorri-

dode 77

v =(1,52,-2) v,=(2,40,1) v,=3,-1,1,-1).
d) ;Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo

de 77

v,=2,4-1,0 v,=(0,012 v,=(1,-1,3,1).

8.48 Sea T: R* — R*la transformacion

3x—6y+3z+6w

x
—2y+z+2 .
T| Y |=| FTETETAY . Determine y responda:
z —2x+4y+z—4w
w x=2y+2w

a) Una base y dimension para el nucleo de T.
b) Una base y dimension para el recorrido de 7.

¢) (Cuales de los siguientes vectores pertenecen al recorri-
do de 17

v,=3,1,-2,1) v,=@2,1,0,-1) v,=(3,0,0, 1),

d) ;Cuales de los siguientes vectores pertenecen al nucleo
de 77

v=(-10,1,1) v,=(43,0,1) v,=(3,4,5,0).

En los siguientes ejercicios encuentre N(7') y Rec(T).

849 T: C*(-1, 1) > R, T(f)=[  f(x)dx=0, donde

C*([-1, 1]) representa a todas las funciones continuas

pares entre [-1, 1].
850 T:C¥([-1,1) >R, T(f)= J_ll f(x)dx =0, donde

C*([-1, 1]) representa a todas las funciones continuas
impares entre [-1, 1].

T: CX([0, 1]) - €([0, 1]), T(f) = (4 - 30f(»)
T: H(x) = Px), T(p) = (4 - 3x)p(x)
T:Px) >R, T(p)= J.:p(x)dx =

8.51
8.52

8.53

Ejercicios con grado de dificultad tres

8.54 Se sabe que los valores propios de A son: 4, = 5 (doble),
Ay =2, con sus respectivos vectores propios v, = (1,0, 0),
v, b =(0, 1, 0) (para el valor doble) y = =(2, i 1). Deter-
mine la matriz A.

8.55 Sesabe que los valores propios de A son: 4, =15,4,=-10y
Ay =25, con sus respectivos vectores propios v, = (1 0, 3),
v, —( 1,1, l)yv =(1, 1, 2). Determine la matrle

8.56 Se sabe que los valores propios de Ason: 4, =—6,4,=12y
Ay=9, con sus respectivos vectores propios v, = (—1, 0, 3),
= (1,-2, Dy T, = (0, 1, 1). Determine la matriz A.

Para las siguientes matrices determine:

a) Los valores y vectores propios de A. En caso de que A sea
diagonalizable, escriba la matriz D y la matriz C (comprue-
be que AC = CD).

b) Sila matriz A es invertible.
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8.57

8.58

8.59

8.60

8.61

8.62

8.63

5 1 -13 14 -7
A= 864 A=| 3 6 -3
-2 2 : B
27 -18 9
3 3
A=
6 _4] 0 0 0 -1
865 A=| 0 110
506 0 1 1 0
A=l 0 5 9 -1 0 0 O
00 2
8.66 Encuentre los valores propios de los siguientes ejercicios.
-2 00
A=| 5 3 2 0 b a 00 b
3 03 a) | 0 a ¢ b) Ura e
b 0 cao
c a
2 0 0 b 0 0 a
A= 0 2 0
-3 0 -3 3111
8.67 Encuentre los valores y vectores propios Ly
12 -2 1131
A= 3 4 22 1113
5 1 1
8.68. Generalice el ejercicio anterior para una matriz de orden
-2 6 -3 nXxmn.
A=l 12 6 2 8.69. Generalice el ejercicio anterior para una matriz si en lugar
14 -12 11 de 1 es cualquier a # 0 y en lugar de 3, cualquier b # 0.

Proyectos del capitulo

I.

II.

< 2 E

En la aplicacion de los valores y vectores sobre el modelo de crecimiento de una poblacion, programe en Matlab una funcion
que proporcione la solucion a problemas como el del ejemplo 8.25.

El modelo de crecimiento presentado en el ejemplo 8.25 es un caso particular del modelo de crecimiento de una poblacion
mostrado en 1945 por el fisidlogo escocés Patrick Holt Leslie (1900-1974) en el articulo, “On the use of matrices in certain
population mathematics”, Biometrika, vol. 33, issue 3 (noviembre de 1945), pp.183-212, mismo que se muestra en el archivo de
Leslie 1945 del CD-ROM. Revise el articulo y desarrolle un modelo de crecimiento de poblacion de Leslie para tres clases
de edades.

Amplie el proyecto anterior para 4 clases de edades.
Generalice los dos proyectos anteriores.

Realice una investigacion sobre los valores y vectores propios de una matriz de varianzas y covarianzas del analisis estadistico
multivariado. ;Qué representan? ;Qué uso es posible darles?
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